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时 间 序 列 分 析 的 小 波 方法 


国 国 序列 分 析 是 用 随机 过 程 理论 和 数理 统计 六 的 方法 ， 研 究 随机 数据 序列 所 遵从 
的 统计 规律 ， 用 于 解决 科研 、 工 程 技术 、 人 金融 及 经 济 等 诸多 领域 内 的 实际 问题 。 

本 书 是 -本 由 线 和 人 深 的 小 波 分 析 导论 ， 介绍 了 基于 小 波 的 时 间 序 列 统计 分 析 。 实 
践 中 的 离散 时 间 技 术 是 本 书 的 论述 重点 ， 同 时 对 于 理解 和 实现 离散 小 波 变换 将 涉及 的 
诸多 原理 与 算法 也 进行 了 详细 的 描述 。 


本 书 网 站 Chttp://www.staff.washington. edu/dbp/wmtsa.html) 有 所 用 时 间 序 列 与 小 

波 的 材料 ， 并 可 以 得 到 用 S-Plus 和 其 他 语言 开发 软件 的 信息 等 。 ”Emma 
Donald B. Percival 于 1983 年 在 华盛顿 大 学 获得 统计 学 博士 学 位 。 目 前 是 华 
盛 顿 大 学 应 用 物理 实验 室 首席 数学 家 ， 并 且 是 华盛顿 大 学 统计 系 副教授 。 他 


的 研究 方向 包括 谱 分 析 、 自 然 科 学 中 的 小 波 和 统计 方法 的 应 用 。 除 本 书 外 ， (3) 


他 还 著 有 《Spectral Analysis for Physical Applications: Multitaper and Á 
Conventional Univariate Techniques} 一 书 。 他 还 是 《Journal of @ 
Computational and Graphical Statistics) (该 杂志 由 美国 统计 学 会 主办 ) 的 
编辑 。 


Andrew T. Walden 伦敦 大 学 帝国 科技 医学 学 院 数 学 系 教授 。 其 研究 方向 为 非 
平稳 时 间 序 列 中 的 离散 和 连续 小 波 变换 的 理论 及 应 用 ， 时 间 序 列 (特别 是 复 
值 时 间 序 列 ) 在 地 球 物理 学 、 海 洋 学 和 医学 中 的 应 用 等 。 除 本 书 外 ， 他 还 写 
有 很 多 论文 。 
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本 书籍 由 pdf_wor1d 制 作 发 布 ， 针 对 目前 图 书 
数量 繁多 ， 质 量 参 才 不 章 ， 读 者 而 对头 书 易 ， 尖 好 
书 难 的 问题 。pdf wor1ld 引 在 为 读者 购书 前 提供 另 
外 一 种 快捷 了 解 图 书 内 容 , 挑选 好 书 的 方法 。 因 此 ， 
pdf _world 每 周 都 会 更 新 一 批 当 年 度 最 新 的 畅销 书 
供 读 者 选择 。 

核心 订 制 书 业 务 : 只 要 是 国内 出 版 社 出 版 超过 
半年 的 书 ， 本 店 一 般 都 可 以 为 您 制作 扫 摘 版 电子 文 
档 ， 如 有 和 需要， 请 关注 我 们 的 官网 : 


http://pdf-world.taobao.com 
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1. 本 书 仅 供 读者 购买 纸 本 书 前 预览 内 容 使 用 

2. 为 苯 午 原作 者 的 劳动 成 果 ， 请 于 下 载 后 48 小 时 内 
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本 书 详细 地 介绍 了 小 波 方法 在 时 间 序 列 分 析 中 的 应 用 ， 图 例 丰 富 ， 语 言 简明 易 慌 ， 论 述 
严 谦 .另外 ， 本 书 对 小 波 分 析 所 需要 的 数学 知识 进行 了 简洁 实用 的 讲解 ， 还 在 正文 中 典 人 了 
大 量 的 练习 ， 并 在 附录 中 给 出 了 这 些 练习 的 答案 ， 同 时 每 章 另 备 有 适 于 课堂 布置 的 练习 . 
l 本 书 适 合作 为 高 等 院 校 统计 学 、 数 学 等 专业 学 生 的 教材 ， 同 时 也 可 作为 从 事 相 关 领 域 研 
究 的 人 员 的 参考 书 . 


Donald B. Percival and Andrew T. Walden: Wavelet Methods for Time Series Analysis 
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译 者 序 

2001 年 底 ， 我 在 小 波 网 上 看 到 过 这 本 书 的 简介 ， 但 始终 没有 见 到 它 ，2004 
年 ， 机 械 工 业 出 版 社 邀 请 我 翻译 这 本 书 ， 由 于 有 久别 重 着 的 感觉 ， 所 以 毅然 
FES. 

本 书 是 剑桥 大 学 出 版 社 于 2000 年 出 版 的 为 研究 生 课程 写 的 一 本 教材 ， 书 中 
有 许多 内 容 是 作者 长 期 研究 的 结果 .本 书 的 最 大 特点 就 是 把 一 元 离散 小 波 变换 进 
行 演绎 ， 在 离散 时 间 上 与 应 用 十 分 广泛 的 时 间 序 列 分 析 有 机 地 结合 在 一 起 ， 这 是 
小 波 分 析 应 用 的 一 种 创造 性 尝试 ， 可 以 看 作 是 小 波 应 用 于 实际 的 一 个 典范 . 

自己 与 本 书 作 者 从 未 谋面 ， 但 本 书 的 写作 手法 无 疑 会 给 从 事 小 波 分 析 应 用 研 
究 的 人 们 一 种 全 新 的 感觉 ， 书 中 把 小 波 分 析 中 的 离散 小 波 变 换 和 离散 小 波 包 变换 
以 及 它们 的 变形 应 用 于 时 间 序 列 的 分 析 ， 定 位 准确 、 分 析 细 致 、 论 述 充分 、 说 服 
力 强 ， 尤 其 值得 肯定 的 是 本 书 对 实际 例子 的 分 析 ， 真 正在 理论 和 实践 之 间架 起 了 
一 座 桥梁 . 

本 书 还 是 自我 包容 的 ， 对 应 用 所 需 的 离散 小 波 变换 、 离 散 小 波 包 变换 、 多 分 
辨 分析、 统计 与 随机 过 程 简介 等 都 有 详细 的 讲述 ， 另 外 书 中 还 配备 了 帮助 进一步 
理解 的 符 和 人 练习 以 及 章 后 练习 ， 

本 书 可 作为 理工 科研 究 生 ( 包 括 硕士 生 和 博士 生 ) 学 习 小 波 分 析 与 应 用 的 教 
材 ， 也 适合 希望 研究 小 波 分 析 应 用 的 研究 者 ， 特 别 适合 统计 、 电 子 工 程 、 物 理 
学 、 地 球 物理 学 、 天 文学 、 海 洋 学 以 及 其 他 物理 学 科 的 研究 者 .对 于 小 波 分 析 理 
论 与 算法 的 研究 者 来 说 ， 研 读本 书 必 会 对 以 后 的 研究 工作 带 来 许多 好 处 . 

本 书 由 于 篇 幅 大 ， 所 以 翻译 时 由 王 郑 泡 ( 第 1、7? 章 )、 全 歼 ( 第 2、3 章 ) 、 郭 
潇 涌 (第 4 章 )、 周 雪 芹 (第 5、6 章 ) 、 郭 丽 娜 (第 8 章 )、 徐 亮 ( 第 A), WERK 
(第 10 章 ) 、 吴 梦 秋 (第 11 章 )、 谭 小 龙 ( 附 录 ) 对 各 章 先 进行 初 译 ， 然 后 由 我 反复 
改过 三 次 ， 尤 其 是 谭 小 龙 ， 除 初 译 外 ， 还 做 了 许多 修改 打印 等 方面 的 工作 ， 在 这 
里 向 他 们 表示 感谢 ， 本 书 我 们 采用 直译 ， 以 保持 原 书 的 特有 风格 ， 虽然 本 书 的 翻 
译 花 费 了 大 量 心血 ， 但 还 是 会 出 现 错误 . 希望 广大 读者 不 音 指正 . 


程 正 兴 
于 西安 交通 大 学 理学 院 
2005 年 5 月 
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近 寺 年 来 人 们 对 小 波 的 兴趣 急剧 增加 ， 涉 及 的 领域 包括 数学 、 物 理学 、 电 子 
于 程 以 及 其 他 学 科 . 结果 是 ， 小 波 方法 在 诸如 微分 方程 、 图 像 处 理 和 统计 等 不 同 
PST RA ENEN. 本 书 是 离散 时 间 序 列 分 析 中 有 关 小 波 分 析 及 其 应 用 的 
一 个 导 引 ， 这 些 时 间 序 列 是 自然 科学 中 需要 的 典型 序列 ， 而 我 们 全 面 介 绍 作为 离 
散 小 波 变换 (CDWT) 后 盾 的 基本 理论 ， 目 的 是 在 理论 与 实践 之 间架 起 一 座 桥 梁 . 
本 书 的 主要 内 容 包 括 : 

。 以 实践 的 术语 强调 离散 小 波 变 换 的 实际 含义 ， 

。 上 展示 离散 小 波 变 换 如 何 用 于 产生 时 间 序 列 分 析 学 家 需要 的 信息 描述 统计 . 

。 讨论 随机 模型 如 何 用 于 评估 由 离散 小 波 变换 计算 的 量 的 统计 性 质 . 

。 提供 自然 科学 中 有 代表 性 的 时 间 序 列 的 小 波 分 析 的 大 量 例 子 . 

到 现在 为 止 ， 关 于 小 波 的 大 多 数 书籍 都 是 按照 连续 晒 数 来 展开 描述 的 ， 并 目 
常常 介绍 给 读者 过 多 的 不 同类 型 的 小 波 . 而 本 书 则 通过 标准 的 滤波 和 和 矩阵 变换 的 
思想 ， 在 离散 时 间 上 讲述 小 波 方法 .为 避免 读者 负担 过 重 ， 本 书 总 是 集中 于 
Daubechies(1992) 描 述 的 小 波 滤波 器 类 上 ， 这 个 小 波 滤波 器 类 对 于 统计 的 应 用 特 
别 方 便 和 有 用 ; 然而， 通过 研究 Daubechies 小 波 类 ， 读 者 可 以 很 好 地 理解 其 他 
感 兴趣 的 小 波 类 . 为 了 教学 的 目的 ， 事实 上 本 书 在 开头 (第 1 章 ) 和 结束 (第 11 
章 ) 都 讨论 连续 的 情形 ， 这 种 方式 允许 我 们 一 开始 从 历史 视角 激发 好 的 思想 ， 然 
后 在 最 后 把 离散 分 析 中 的 思想 结合 到 连续 时 间 小 波 分 析 中 的 一 些 已 知 结果 中 . 

在 本 书 中 较 早 叙述 的 论题 (第 4、5 章 ) 包 括 离散 小 波 变换 (DWT) 和 和 极 大 重合 
离散 小 波 变 换 (MODWT)， 而 极 大 重 释 离散 小 波 变换 可 以 认为 是 具有 吸引 人 的 性 
质 的 离散 小 波 变换 的 推广 ， 总 的 来 看 ， 这 两 章 强调 了 计算 离散 小 波 变 换 和 极 大 重 
盘 离 散 小 波 变 换 的 算法 ， 以 及 这 些 变换 如 何 用 于 提供 时 间 序 列 的 信息 描述 统计 . 
特别 地 ， 两 个 变换 都 导致 了 时 间 序 列 的 抽样 方差 基于 尺度 的 分 解 ， 以 及 基于 尺度 
的 加 性 分 解 ( 称 之 为 多 分 辩 分 析 ).， 离散 小 波 变换 和 极 大 重奏 离散 小 波 变 换 的 推广 
( 即 文献 中 所 称 的 “小 波 包 ” 变 换 ) 和 时 间 序 列 经 由 匹配 追踪 的 分 解 ， 是 第 6 章 的 主 
题 ， 在 本 书 的 第 二 部 分 ， 我 们 把 这 些 变 换 与 随机 模型 结合 起 来 ， 以 提出 时 间 序 列 
分 析 的 基于 小 波 的 统计 推断 ， 书 中 这 部 分 涉及 的 特定 主题 包括 : 

。 小 波 方差 ， 它 提供 了 一 个 基于 尺度 的 方差 分 析 ， 与 传统 的 基于 频率 的 谱 分 

析 互 补 (第 8 章 ). 

。* 长 记忆 过 程 "( 即 共有 慢 速 衰减 相关 的 过 程 ) 的 分 析 和 综合 (第 9 章 ). 

。 经由“ 阅 值 "和 “去 品 ” 的 信号 估计 (第 10 章 ). 

本 书 的 写作 方式 是 "由 基础 一 层 一 层 上 升 ”( 由 浅 入 深 )， 我 们 试图 使 本 书 尽 可 
能 是 自我 包容 的 (为 此 ， 第 2、3、 7 章 分 别 包 括 回顾 傅 里 时 理论 和 滤波 理论 ; 时 


y 


间 序 列 的 规范 正 交 变换 中 的 关键 思想 ; 涉及 随机 变量 和 随机 过 程 的 重要 概念 ). 
因此 ， 本 书 适用 于 优秀 的 大 学 本 科 生 ， 但 主要 是 为 研究 生 以 及 统计 学 、 电 子 芽 
程 、 物 理学 、 地 球 物理 学 、 天 文学 、 海 洋 学 等 其 他 自然 科学 的 研究 者 写 的 ， RA 
较 强 数学 基础 的 读者 可 以 快速 阅读 第 2、3 章 ， 具 有 离散 小 波 变换 知识 的 读者 可 
以 利用 第 4、5 章 各 节 后 的 关键 结论 和 定义 来 确定 需要 掌握 的 内 容 ， 本 书 的 草稿 
在 华盛顿 大 学 用 作 研 究 生 课程 的 教科 书 已 经 五 年 了 ， 但 是 我 们 还 是 设计 它 是 月 学 
参考 书 而 包含 嵌 人 到 各 章 中 的 大 量 练习 (特别 是 第 2 章 到 第 5 章 )， 而 在 附录 中 提 
供 了 解答 . 舱 人 练习 的 目的 是 方便 读者 逐步 理解 书 中 内 容 ， 为 了 作为 教科 书 使 
用 ， 我 们 在 各 章 的 最 后 还 提供 了 附加 的 练习 (如 果 讲 授 者 希望 得 到 练习 解答 指导 ， 
可 按照 下 面 的 网 址 进行 查找 ). 

在 第 4、5 音 描 述 的 时 间 序 列 的 小 波 分 析 能 够 容易 地 实现 对 于 计算 离散 小 波 
变换 和 极 大 重 公 离散 小 波 变换 (及 其 逆 ) 的 基本 算法 .而 这 些 算法 能 够 直接 和 容易 
地 使 用 4.6 节 与 5.5 节 的 评论 和 扩展 中 的 伪 代 码 进行 编写 ， 可 以 通过 本 书 网 站 链 
接 到 现 有 的 S-Plus 和 Lisp 中 的 软件 .本 书 网 站 是 

http: //www. staff. washington. edu/dbp/wmtsa. html 
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H) 函数 

H(f) HC) f Athy oR BCA 

{hi} 以 整数 1 为 下 标的 值 的 序列 

hı 序列 的 第 : 个 值 
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ACS(autocorrelation sequence， 自 相关 序列 )，15，266，341 

ACVS(autocovariance sequence， 自 协 方差 序列 )，266 

ANOVA(analysis of variance， 方 差分 析 ) 19, 67 

AR(autoregressive process， 自 回归 过 程 )，268 

ARFIMA (autoregressive, fractionally integrated, moving average process， 自 回归 、 分 形 
整合 、 移 动 平 均 过 程 )，285 

CWT (continuous wavelet transform, E/E), 1, 10 

dB( decibels, i. e., 10logio€*), 449, BP 10login(*)), 73 

DFBM (discrete fractional Brownian motion， 离 散 分 形 布朗 运动 ;)，279 

DFT (discrete Fourier transform， 离 散 健 里 叶 变 换 )，22 

DHM(Davies-Harte method, Davies-Harte 方法 ), 290 

DWPT (discrete wavelet packet transform, B/E), 206, 209 

DWT (discrete wavelet transform, MAC) BM), 1, 13, 56 

ECG(Celectrocardiogram, (iF), 125 

EDOF (equivalent degrees of freedom, 4% fft 4 Hi BE), 313 

FBM (fractional Brownian motion， 分 形 布朗 运动 )，279 

FD(fractionally differenced， 分 形 差分 )，281 

FFT(fast Fourier transform, EIS BI EH), 28 

FGN(fractional Gaussian noise， 分 形 高 斯 噪声 ) 279 

GSSM(Gaussian spectral synthesis method， 高 斯 频谱 合成 方法 ) 291 
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Hz( Hertz: 1 Hz=1 cycle per second, k24, 1Hz=1 BA /#b), 48 

IID(independent and identically distributed， 独 立 同 分 布 )，262 

LA(least asymmetric， 最 接近 对 称 )，107 

LSE(least squares estimate or estimator， 最 小 二 乘 估 计 )，374，378 

MAD( median absolute deviation, Ff {i $r t Xt gH). 420 

MODWPT (maximal overlap discrete wavelet packet transform, H A Wt # B it ik fu & 
#R), 207, 231 

MODWT (maximal overlap discrete wavelet transform, #& K 4 B ii) JK BM). 159 

ML( maximum likelihood, #K(WMR), 341, 361 

MI.E( maximum likelihood estimate or estimator, KWL ffit), 341, 361 

MRA(multiresolution analysis, &4>3#4> #7), 65, 461 

MRC (mobile radio communications, Ba BIA). 436 

NMR (nuclear magnetic resonance, REFER), 420 

NPES( normalized partial energy sequence， 规 范 部 分 能 量 序列 ) 129, 394-395 

ODFT(orthonormal discrete Fourier transform， 规 范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 )，41，46 

OLSECordinary least squares estimate or estimator， 常 规 最 小 二 乘 佑 计 )，378 

PDF( probability density function, WEE% HE pA), 256 

PPL( pure power law, ZRH), 281 

QMF (quadrature mirror filter, JF 30 HERVE RH), 75, 474 

RMSE(root mean square error, PR RIVA AHR), 364, 436 

RV (random variable, BASLE MH). 256 

SDF(spectral density function. iH% JE ph ®t), 267 

SURE(Stein’s unbiased risk estimator, Stein 无 偏 风险 估计 )，404 

WLSE( weighted least squares estimate or estimator， 加 权 最 小 二 乘 估 计 )，、374 

WP(wavelet packet， 小 波 包 ), 209 


常用 非 希 腊 字 母 记号 


lan} [Æ n MIERZE], 274 


A, OHW ie S ORE B [后 移 算 子 ]，283 

分 ]，307 B， [离散 分 形 布朗 运动 ]，279 
4，[NxN-, 和 矩阵 ( 行 是 {4g)} 周 期 化 为 Bye) [分 形 布朗 运动 ]，279 

Ni- :得 到 )]，94 B, (N, Xx Nj 矩阵 ( 行 是 {th} 周期 化 为 
A, [NXN 矩阵 ( 行 是 上 采样 15.) 周 期 化 为 N;-! 得 到 )]，94 

N 得 到 )j，176 B, [NXN 短 阵 ( 行 由 上 采样 hi 周期 化 为 N 
Ae) [关于 Kw(*) 的 低 通 成 分 的 平方 增 得 到 )]，176 

益 两 数 ]，106 


C [在 信 频 程 带 | g gr EAER 


arg(z) [复数 x 的 辐 值 」， 21 数 Sx(*，) 的 平均 值 」， 343 


C; [G 对 分 形 差分 过 程 的 近似 ]，344 
(Ca) [规范 部 分 能 量 序 列 ]，129，395 

C LN 维 统计 随机 随机 向 量 ]，393 
cov{，，。，。} [ 协 方差 算 子 ]，259 

D+) [微分 滤波 器 的 平方 增益 函数 ]，105 
D, [第 j 层 小 波 细 节 (DWT)]，64 


D, CB j 层 小 波 细节 (MODWT)]，169，171 

D [在 匹配 追踪 中 使 用 的 字典 (向 量 
集 )]，239 

D LN 维 确定 信号 向 量 ]，393 

d [差分 运算 数 ]，287 

dj [离散 小 波 变换 d 第 j 层 的 第 1 分 

ft}, 419 

di (Wt d WAL 个 分 量 ]，398 

d [对 确定 信和 号 D 的 变换 系数 ]，398 

d, [字典 元 素 ( 在 匹配 追踪 字典 D 中 的 向 
最 )]，239 

下 {，} [期 望 算 子 ]，256，258 

E{X, | Xi=2,} [BA X =z. Xo 的 条 件 

HAH? |, 260 
ex le) tt X MAE (2-H), 42, 72 
e [2.718 281 828 459 045], 3, 21 


e” (ism), 21 
enu Le 的 离散 小 波 变换 第 7 层 的 第 上 个 分 
tt}, 419 


e [向 量 e 的 第 i 个 分 量 ]，398 

e [独立 同 分 布 噪声 的 变换 系数 ]，398 

{F [规范 正 交 离 散 健 里 叶 变 换 ]，46 

F [NXN RE RRM Po PRE 
Me]. 47 

F [规范 正 交 傅 里 时 变换 系数 {F} 形 成 的 向 

量 ]，47 

f [正弦 频率 ]，22 

fr [AN 或 AAACNAt)， 第 上 个 傅 里 叶 频 
率 ]，28，87 

ty 上 [ 奈 硅 斯 特 频 率 ]，87，267 

fx) [随机 变量 X 的 概率 密度 函数 ]，256 
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[随机 变量 Xs 和 X 的 联合 
概率 密度 函数 」】，258 
[已 知 X Sz, MULEH X, 
的 条 件 概 率 密度 一 数 ]，260 
Lig: 的 传递 函数 ]，76，154 


Lig.) #9 4#i8 BH). 163, 202 


[在 G (9) =G), (93.0) 16 ih 
Paw), 97, 154 


Jait Sg ) 
fx, xX, =a, (°) 


GC) 
G(s) 


G,(*) 


GO) [在 G1(*) 三 G(,) 时 ，{ 名 ,1} 的 传递 
函数 ]，169，202 


GD [is 的 平方 增益 两 数 ]，76，154 

GO [{8) 的 平方 增益 函数 ],'163，202 

G; [ÆG (O=), (g) WEJ A 
# PAM), 154 

Gils) [EQ O=), (Fc) aH 
#2 PAR |, 202 

G'" (+) [Daubechies 尺度 滤波 器 {gi}) 的 平 


7a 34 2h PRK). 105 
igr} LS By OE RR BE EK RJ. 75, 
154, 463 
(g:) [ 极 大 重 营 离散 小 波 变 换 尺 度 滤波 
器 ]，163，202 
{gi} Lig 周期 化 为 N 得 到 ]，77 
{gi} Cie sw N HA). 168 
{gi} [翻转 尺度 滤波 器 ， 例 如 : 8:=g 1j]， 
463 
[ 极 小 相位 Daubechies 尺度 滤波 
器 ]，106 
[最 接近 对 称 Daubechies 尺度 滤波 
器 ]，107 
[第 7 层 离 散 小 波 变换 斥 度 滤波 器 ， 
{givt=t{g,}]. 96, 154 
[第 ;7 层 极 大 重合 离散 小 波 变换 尺度 
滤波 器 ，{g81.1} 三 tg8;}]，169，202 
[go 周期 化 为 N 得 到 ]，97 
[fg 周期 化 为 N 得 到 j，170 


{gi } 


{ gi } 


(gja? 


(Eia 


{gia 
{871} 
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H [Hurst K&!, 279, 286 
H) ( (hi) 654938 pRB], 69, 154 


HCO MA A438 BHO, 163, 202 


H, (+) [thy } 的 传递 函数 ， H, (*) = 
H(+)], 96, 154 

HO) (lhe) BEREA., A, (*) = 
H(+)], 169, 202 

H+) [的 平方 增益 函数 ]，69，154 

H+) [hh} 的 平方 增益 函数 ]，163，202 

Hi) Cih) 的 平方 增益 丽 数 ， Hi(o= 
Hey], 154 

Ao Ch) PI a mB, A (= 
H(+)], 202 

Hi™ (+) [Daubechies 小 波 滤波 器 {4,) 的 平 


方 增益 函数 ]，105 
(hy) [离散 小 波 变换 的 小 波 滤波 器 ]，68- 
69, 154, 474 
(hi) (ARK DES RNR ERY DKK 
8). 163, 202 
{hi} Cth} ROW N 得到]，70-7] 
(hi) (ihe SAE N 8B], 167-168 
hy) [翻转 小 波 滤 波 器 ， 例 如 : hy =h_s], 
472，474 
[第 j 层 离散 小 波 变换 小 波 滤波 器 ， 
{hi.1}={h;}], 95, 154 
[Bj 层 极 大 重 检 离散 小 波 变 换 小 波 
HEUER. {hy }==(h,}], 169, 202 
(ho) CA 周期 化 为 N 得 到 ]，96 
(hort (Ay AREA N 得 到 ]，170 
Is [NXN tam). 42 
3(z) [复数 = WAM), 21 
i ([/—1]. 20 
J [采样 尺寸 N=2! 的 最 大 离散 小 波 变换 层 
次 ]，57 
Jo [部 分 离散 小 波 变换 或 者 极 大 重 倒 离散 小 
波 变 换 的 层 数 ]，104，145，169，199 


7 上 【尺度 的 层 数 ( 指 标 )]，59 

k [频率 指标 ]，46 

L [小 波 或 者 尺度 滤波 器 的 宽度 ]，68 

L, [第 7 层 等 价 小 波 或 者 尺度 滤波 器 的 宽 


AE]. 96 

L [第 j 层 离散 小 波 变换 边界 系数 的 个 
数 ]，146 

LR [平方 可 积 实 值 函 数 的 集合 ]，458 

logn(") CR 10 为 底 对 数 ]，73，400-401 

log(*) 上 以 ee 为 底 对 数 ]，73，400-401 

M，[ 非 边界 j 层 极 大 重用 离散 小 波 变换 系 
数 的 个 数 ]，306 

M(W,.,.) [离散 小 波 包 变换 向 量 W,,. 的 价 

值 ]，223 


mC) [额外 价值 泛 函 1]，223 

mmodN [mN], 30 

m+n mod N [(nt+n)# N1, 30 

N [采样 尺寸 ]，28，41 

N; [N2 ,7 层 离散 小 波 变换 系数 的 个 

数 ]，94 
N Cu, è) [均值 为 yy、 方差 为 的 高 斯 随 
机 变量 ]，257 

n (fal fit n 的 第 1 个 分 量 】，403 

n [ 非 独立 同 分 布 曝 声 9 的 变换 系数 ]，403 

O， [oO 的 第 /1 分量]，43，398 

OM", OV, O [对 O 使 用 软 、 硬 、 中 
阔 值 得 到 的 结果 ]， 
399-400 

O [NxN 规 范 正 交 变 换 矩 阵 j]，42 

o [使 用 @ 〇 得 到 变换 系数 ]，43 

Pref.) [离散 傅 里 叶 经 验 功率 谱 ]，48 

Pi (ty) [离散 小 波 经 验 功率 谱 (MODWT)j， 

180 
Pw) [离散 小 波 经 验 功 率 谱 (DWT) ]，62 
P: [离散 小 波 变换 塔 式 算 法 的 第 7 FHS 
换 矩 阵 ]，94 


P: [如 同 刀 , ， 但 是 针对 极 大 重 登 离散 小 波 
变换 ]，176 


PLA] (HHA 发 生 的 概率 ]，256 


Q) Ci Athy pX 100% HA 4 A]. 
263-264 
R; CR 的 离散 小 波 变换 的 7 ER 个 分 
和 量 ]，424 


R [el RWB! 个 分 量 ]，407 

R: [第 j7 层 小 波 粗 米 (DWT)]，66 

R [整个 实 轴 ]j，457 

R“ [Sf N 4 fo) MA fa) ), 45 

Riz) [复数 z WRB), 21 

R [随机 信号 C 的 变换 系数 ]，407 

SCO 01 W,..) RW; } TE 2 FP BB > i E 
AE PR). 304, 348 

5[( 能 量 ) 谱 密度 函数 j]，267 


[多 锥 谱 密 度 函 数 估计 ]，274 


(HFRS CORE nA tE 
谱 ]，274 


See) 


SEP (e) 


SP [周期 图 ]，269 
S [离散 小 波 变换 的 第 7 层 小 波光 滑 ]，64 


S, [ 极 大 重要 离散 小 波 变 换 的 第 J。 层 光 
滑 ]，169，171 
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子 ]，52，457 
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5, 24 


Une) [fw 的 传递 函数 ]，215 


[区 的 传递 函数 ]，232 
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波 器 ]，214 

[节点 (j，n) 的 极 大 重 谷 离散 小 波 
包 变 换 的 滤波 器 ]，231 

V [尺度 的 函数 的 近似 子 空间 ]，462 
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Vi. (V, 的 第 1 个 元 素 ]，169 


U jal) 


{Usenet } 


{lj.n.! } 


V, [XAV 的 N; XN BRR], 94 


V, [XX 到 V, H NXN], 171 

V 第/ 层 离散 小 波 变 换 斥 度 系数 向 
量 ]，94 

V, [第 j 层 极 大 重合 离散 小 波 变换 尺度 系 
数 向 其 ]，169 

[方差 算 子 ]，259 

W, [尺度 为 y 的 函数 细节 子 空间 ]，472 

Wine (Wi. 的 第 :个 元 素 ]，214 

Wine [W Be 个 元 素 ]，231 

wW 
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W,, [W, 的 第 + 个 元 素 ]，169 
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量 ]，94 
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数 向 其 ]，169 
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1.0 引言 


小 波 是 分 析 时 间 序 列 或 图 像 的 数学 工具 (不 排除 在 其 他 领域 的 应 用 ， 例 如 ， 
参见 Stollnitz 等 (1996) 和 Sweldens(1996))， 本 书 中 ， 我们 仅仅 关注 小 波 在 时 间 
序列 分 析 方 面 的 应 用 ， 这 里 的 时 间 序 列 是 指 和 一 个 有 序 的 独立 变量 上 有 关 的 任何 
观察 序列 (变量 上 可 以 取 离 散 值 ， 例 如 整数 ; 或 者 取 连 续 值 ， 例 如 整个 实 轴 上 的 
值 一 一 两 类 例子 包括 沿 一 条 直线 的 时 间 、 深 度 或 者 距离 ， 也 就 是 说 时 间 序 列 并 非 
必须 与 时 间 有 关 )， 小 波 是 分 析 时 间 序 列 的 一 种 相当 新 颖 的 方法 ， 其 正式 的 研究 
可 追溯 到 20 世纪 80 年 代 ， 但 是 在 许多 方面 ， 小 波 仅仅 是 具有 新 的 优美 的 数学 结 
果 和 有 效 的 计算 方法 的 古老 概念 的 合成 .在 某 些 情况 下 ， 小 波 分 析 是 现存 的 分 析 
技术 (例如 ， 相 关 分 析 与 谱 分 析 ) 的 补充 ， 而 在 其 他 情况 下 可 以 用 来 解决 一 些 在 小 
波 引 入 之 前 进展 缓慢 的 问题 . 

粗略 地 说 (用 不 尽 贴切 的 相关 语 !)， 在 小 波 的 发 展 过 程 中 主要 有 两 种 “ 波 ”. 
第 一 种 “ 波 ”" 导 至 了 所 谓 的 连续 小 波 变换 (CWT)， 它 可 以 设计 成 用 来 处 理 定义 在 
整个 实 轴 上 的 时 间 序 列 ; 第 二 种 “ 波 ” 即 离散 小 波 变 换 (DWT) 中 的 波 ， 可 以 用 来 
处 理 定义 在 一 定 范 围 内 的 整数 点 上 的 时 间 序 列 ( 通 常 50, 1, 2, 0, N1, N 
表示 时 间 序 列 的 个 数 )， 在 这 一 章 中 我 们 通过 连续 小 波 变 换 来 介绍 小 波 . 重点 是 
表达 小 波 分 析 的 思想 而 不 是 详细 介绍 它 的 数学 发 展 ， 这 在 许多 其 他 地 方 也 是 可 取 
的 .我 们 的 方法 将 集中 于 这 样 一 种 情况 ， 即 小 波 分 析 到 底 可 以 告诉 我 们 关于 时 间 
序列 的 什么 内 容 ， 我 们 不 推测 它 和 其 他 常用 的 分 析 技 术 ( 如 傅 里 叶 分 析 ) 的 广泛 的 
相似 性 . 在 1.1 节 和 1.2 节 后 ， 将 比较 离散 小 波 变换 和 连续 小 波 变换 ， 并 旦 讨论 
为 什么 我 们 觉得 离散 小 波 变换 是 离散 时 间 序 列 分 析 的 一 个 自然 工具 . 本 书 余下 的 
部 分 将 从 基础 开始 介绍 离散 小 波 变换 和 某 些 密切 相关 的 变换 (从 第 2 章 至 第 6 
章 ) ， 然 后 在 第 ?7 章 至 第 10 章 通 过 离散 小 波 变换 讨论 时 间 序 列 的 统计 分 析 ， 在 


2 第 1] 章 


第 11 章 中 我 们 回 到 连续 小 波 变 换 ， 在 这 一 章 中 我 们 通过 定义 在 整个 实 轴 上 的 函 
数 的 优美 的 多 分 辨 分 析 理 论说 明 离 散 小 波 变换 和 连续 小 波 变换 的 联系 ， 以 此 加 深 
对 离散 小 波 变 换 的 理解 . 


1.1 小 波 的 本 质 


什么 是 小 波 ? 正如 名 字 所 暗示 的 ， 小 波 是 “小 的 波 ”， 一 个 小 的 波 本 质 上 生成 
和 衰减 于 一 个 有 限 的 时 间 周 期 内 ， 相 对 的 概念 显然 是 “大 的 波 ”， 大 波 的 一 个 例子 
是 正弦 函数 ，sin(x) 的 图 形 在 Elo, co) 上 保持 上 下 振荡 .为 了 开始 量化 小 
波 的 概念 ， 让 我 们 先 来 考虑 定义 于 整个 实 轴 《〈 一 ce，ce) 上 的 满足 下 面 两 个 基本 
HE J AY KAER yC): 

[1jy(*) 的 积分 为 零 : 


| wod =0, (2a)° 


[2jy(*) 的 平方 的 积分 为 1: 
| pwdu =]. (2b) 


(对 于 正弦 函数 ， 上 面 的 积分 是 无 限 的 ， 故 sin:(*) 不 能 重新 规范 化 使 其 积分 为 1. ) 
如 果 等 式 (2b) 成 立 ， 那 么 对 于 任何 满足 0 二 e 二 1 的 e， 一定 存在 一 个 区 间 [ 一 TT， 
T], 使 
f pdu p Gol © 


如 果 我 们 把 e BAER HIE F O, BA y(*) 在 区 间 [一 TT] 外 仅仅 是 不 显著 地 
MEE. 它 的 非 零 变 动 范围 主要 限制 于 一 个 有 限 的 区 间 [一 了 了 TJ， 因为 区 间 
[—T, T 的 长 度 和 整个 实 轴 的 长 度 比较 起 来 非常 小 ， 因 此 可 以 认为 y(，) 的 非 
零 变 动 范围 限制 在 一 个 相对 较 小 的 时 间 区 间 上 . 等 式 (2b) 说 明 y(*) 相 对 于 零 
必定 有 一 些 偏离 ， 然 而 等 式 (2a) 告 诉 我 们 大 于 零 的 偏 移 必须 被 小 于 零 的 偏 移 所 
抵消 ， 央 此 y(') 必 然 像 一 个 波 ， 所 以 等 式 (2a) 和 (2b) 导 致 了 “小 的 波 " 或 者 
小 波 . 

图 3 绘 出 了 三 个 这 样 的 小 波 ， 根 据 下 面 的 定义 ， 读 者 可 以 验证 这 些 函数 确实 
满足 式 (2a) 和 (2b) (积分 为 零 可 以 从 图 中 看 出 )， 第 一 个 小 波 称 为 哈 尔 (Haar) 小 波 
函数 : 

—1//2, —l<u<0; 
lV O<esly 
0， H ft. 
(和 这 个 小 波 有 一 些 细微 差别 的 公式 将 在 11. 6 节 中 详细 讨论 ). 这 个 小 波 可 以 说 


(2c) 


〇 ”为 方便 读者 查阅 原 书 网 站 的 相关 资料 ， 本 书 序号 严格 按照 原 书 来 编排 ，- 一 一 编辑 注 
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图 3 Suhi. A Ae BAG AP EEA AS I a. A K e EP KC PDP 89 — Bir BC AY 
小 波 、 墨 西 哥 帆 小 波 ( 有 关 高 斯 概率 密度 函数 的 二 阶 导 数 的 小 波 ) 


是 最 古老 的 小 波 ， 是 以 哈 尔 (A. Haar) 的 名 字 命 名 的 ， 他 在 1910 年 的 一 篇 论文 中 
将 它 发 展 为 一 种 分 析 工 具 ， 为 了 形成 另外 两 种 小 波 ， 我 们 从 高 斯 ( 正 态 ) 概 率 密度 
函数 

jie 一 co <u 

$ IF, 


TO 
出 发 ， 其 均值 为 0， HHS. $8) 的 一 阶 导数 是 


d$(u) _ ue" 


du o /2n 


如 果 将 上 面 的 函数 的 负 函 数 再 作 规 范 化 ， 使 其 满足 式 (2b)， 就 得 到 小 波 


J Cu) = (3a) 


如 图 3 中 间 所 示 ，o 二 0. 443 11， 再 次 利用 适当 的 规范 化 ， g%(。) 的 二 阶 导数 的 负 
值 也 产生 一 个 小 波 ， 通 常 称 为 墨西哥 帽 小 波 ， 如 下 所 示 : 
2 1 —_ ul —n* /2e" 
必 Cu) = Ga la = ) -一 . (3b) 
这 个 小 波 的 名 字 来 源 于 其 小 波 函 数 图 像 ( 图 3 中 右边 的 图 像 ，o 二 0. 636 28) 的 
总 之 ， 小 波 被 定义 为 积分 为 零 且 平方 可 积 的 函数 ( 男 可 参见 下 面 的 评论 与 扩 
展 的 条 目 [1J). 


1. 1 节 的 评论 与 扩展 
[1] 我 们 已 经 给 出 了 小 波 的 一 个 “骨架 "定义 ， 这 样 就 可 以 阐述 这 一 主题 背后 
的 关键 概念 ， 为 了 得 到 实用 的 小 波 ， 我 们 必须 在 式 (2a) 和 (2b) 的 基础 上 再 加 一 些 
条 件 ， 关 于 小 波 大 量 的 数学 研究 表明 ， 为 了 达到 用 小 波 分 析 一 些 对 象 (例如 边缘 
检测 、 奇 异性 分 析 等 ) 的 日 的 ， 必 须 确定 需要 什么 条 件 . 这 里 只 是 提 一 下 一 个 重 
要 而 普通 的 条 件 ， 即 所 谓 的 容许 性 条 件 ， 一 个 小 波 y(*) 称 为 是 容许 的 ， 如 果 它 
的 傅 里 时 变换 ， 节 
yf) = | blue = du, 

使 得 

-< |wof |? 

caf PPP ay 满足 0 一 C < cc (4a) 


(第 2 章 将 给 出 全 里 叶 理 论 的 一 个 综述 ， 包 括 在 2.7 节 后 ， 对 像 WE R R 
的 一 些 关 键 结 果 的 小 结 )， 这 个 条 件 保证 了 从 函数 x(*) 的 连续 小 波 变 换 可 以 重 构 
这 个 函数 (参见 式 (11a))， 关 于 容许 性 条 件 的 其 他 论述 可 参考 Daubechies(1992， 
pp. 24-26). 

[2] 为 了 简化 本 章 主 要 部 分 的 阐述 ， 我 们 假定 YO ORAM. HRA 
用 到 复 值 小 波 ， 特别 是 在 地 球 物理 应 用 中 (例如 ， 参 看 Foufoula-Georgiou and 
Kumar，1994)， 小 波 分 析 的 第 一 篇 文献 (Goupillaud 等 ，1984) 是 由 Morlet 在 做 
石油 和 天 然 气 勘探 过 程 中 分 析 地 球 物理 信号 引发 的 ， 他 想 分 析 既 包含 少量 周期 的 
短 时 高 频 瞬 变 又 包含 长 低频 瞬 变 的 信号 . 文中 的 例子 用 复 小 波 

plu) = Ce @" (e“ 2 — /2e tana ) (4b) 
给 出 ， 其 中 ，C 和 ww" 是 常数 . 众所周知， 
| eoe 2du 一 VIne™ : 

(参见 Bracewell, 1978, p. 386 或 者 Percival and Walden, 1993, p.67), FIX 
到 | y Cw) du 二 0, 因 此 式 (2a) 满 足 ， 对 Morlet 来 说 ， 式 (2a) 成 立 的 事实 也 许 并 
不 只 是 一 个 数学 结果 ， 还 有 物理 上 的 必然 : 分 析 中 的 地 震 反 射 时 间 序 列 也 “积分 
为 零 "， 因 为 卜 峭 和 变 稀薄 必须 相互 抵消 ， 常 数 C 的 选择 使 得 等 式 (2b) 的 复 值 形 
式 成 立 , [ [poo 1 du ==1 对 于 一 个 特别 选择 的 wo 成 立 ， 例 如 ， 当 wo 一 5 时 ， 
我 们 有 (二 0. 752 8， 随 着 wo 的 进一步 增加 ， 式 (4b) 的 负 项 变 得 可 以 忽略 ; 当 w= 
10 而 C=x'' 时 ,我 人 有 | 1yG01du 二 1 可 以 精确 到 小 数 点 后 第 九 位 ， 因 此 ， 


对 于 一 个 相对 大 的 wo 


pla) uN fee" 


小 波 -F 5] 5 


图 5 三 个 Morlet 小 波 YO C). AAEE Ei LAE IS SAB A Me RE ar a A RA 
ERER RT. SRo PE m SET CY Ty E ERA — EAR h ER AE ea r 
BEE E E R BOUN i E AY KRO T. Mowo A 3 HAE T7 AT, ERER E E BE PR RTE FE E 
内 的 振荡 次 数 增加 


这 通常 称 为 Morlet 小 波 ( 和 参见 Kumar and Foufoula-Georgiou, 1994). m. RITE 
意 到 由 于 y(*) 的 确 积 分 为 零 ，J#s“”(。*) 不 能 也 为 0。 对 于 wo 二 3，5 M7, YY OMA 
像 在 图 5 中 给 出 . 

Morlet 小 波 本 质 上 是 频率 fo 二 wo/(2x) 的 复 指数 、 它 的 旺 度 由 一 个 与 标准 高 
斯 概率 密度 了 涌 数 成 比例 的 函数 调节 .正如 我 们 在 下 一 节 中 讨论 的 ， 像 图 3 中 的 小 
波 提 供 琐 数 在 不 同 尺 度 上 平均 变化 的 局 部 分 析 ， 而 Morlet 小 波 生成 的 分 析 却 不 
能 直接 用 不 同 尺 度 下 的 平均 变化 来 解释 (然而 ，Morlet 小 波 和 图 3 中 的 小 波 在 频 
域 上 是 十 分 相似 的 都 是 一 个 带 通 滤波 带 ). 


1.2 小 波 分 析 的 本 质 


我 们 已 经 有 了 小 波 的 定义 ， 并 且 有 了 一 些 直观 的 概念 ， 但 是 它 有 什么 用 处 
We? 一 个 立即 的 答案 是 ， 像 图 3 中 所 示 的 小 波 可 以 告诉 我 们 ， 某 些 其 他 函数 的 加 
权 平均 是 如 何 从 一 个 平均 周期 变化 到 另 一 个 周期 的 ， 小 波 分 析 的 这 个 解释 是 一 个 
重要 的 概念 所 以 我 们 在 本 节 中 详细 讨论 . 开始 ， 我 们 设 xz(*) 是 关于 独立 变量 : 
的 实 值 函 数 ， 这 个 变量 称 为 “时 间 ”( 这 仅仅 是 为 了 方便 ,实际 上 ， 例 如 ,4 可 以 其 
有 深度 单位 而 不 是 时 间 单 位 )， 我 们 将 zx(*) 称 为 一 个 “信号 ?也 仅仅 是 为 了 方便 . 
考虑 积分 


h 
+Í rluddu =ala,b), C5) 


这 里 假设 a 二 bp，x(*) 使 得 上 面 的 积分 有 意义 ， 在 初等 微 积分 中 ，a(a. bÆ x(*) 在 
区 间 fa. FLERE. CAN 个 观察 值 集合 的 采样 平均 的 概念 有 关 . 为 了 理解 
这 个 关系 ,假设 z(') 是 如 下 形式 的 阶梯 顺 数 : 

x(t) = Tz; at Loa) <ta + —a), j = 0,1,2., NST, 


图 6 Bre PAR «(+E 16 等 分 区 间 Ca, b) 形成 的 子 区 间 上 相继 取 值 tos xis o zis. 根据 
式 (5) 的 定义 ，z(") 在 [a, 6] 上 的 均值 恰恰 是 所 有 16 个 x, 的 抽样 平均 (图 中 的 虚线 ) 


(参见 图 6. ) 由 黎 曼 (Riemann) 积 分 的 定义 容易 得 到 


N=1 


f rw du = E 0 cy A 
b— al batt’ N NQ 


jo 


除了 将 均值 ala, b) 作为 区 间 [a， 妇 端点 的 函数 之 外 ， 我 们 很 容易 将 其 视 为 区 间 
长 度 A=b—a 和 区 间 的 时 间 中 心 1= (a 十 5)/2 WR. A 称 为 关于 平均 的 尺度 . 
通过 和 + 能 够 定义 | 


A(N,t) =a pe ed AN ge Garr ep Pe 
2 2 A Ji-4 


我 们 称 AG. O 为 信号 ce ERR A 上 关于 时 间 中 心 上 的 均值 . 

在 自然 科学 中 ,信和 号 在 不 同 尺 度 上 的 均值 是 非常 有 意义 的 ， 在 一 些 科学 文献 
分 析 中 最 近 研 究 的 例子 包括 : 

[1] 加 拿 大 Ontario 湖 落 叶林中 和 森林 上 空 的 温度 和 垂直 速度 的 二 分 之 一 平 
均 (Gao and Li, 1993). 

[2] 俄 克拉 何 马 州 Norman 上 空 每 十 分 钟 和 每 小 时 强风 暴 下 的 降水 量 (Kumar 
and Foufoula-Georgiou, 1993). 

[3] 沿 太平 洋 赤道 的 月 平均 海平 面 温度 (Mak $, 1995). 

[4] 大 尺度 范围 的 海上 层 积 云 的 非 匀 质 性 (Gollmer 等 ，1995). 

[5]30 分 钟 平均 垂直 风速 剖面 (Shimomai 4, 1996). 

[6] 中 国 华东 地 区 雨天 的 年 度 变化 (jiang 等 ，1997). 

[7] 英 格 兰 中 部 地 区 的 年 平均 温度 (Baliunas 等 ，1997). 
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作为 本 节 所 要 讨论 的 一 个 特殊 例子 ， 考 虑 图 8 中 的 下 图 .该 图 显示 了 关于 一 
个 特殊 的 饮 原 子 钟 的 一 系列 测量 .该 饱 原子 钟 ( 代 号 571) 记 录 了 每 天 的 时 间 并 且 
和 美国 海军 天 文 台 ( 这 个 数据 将 在 8.6 节 和 9. ?7 节 深 入 研究 ) 拥 有 的 时 钟 进行 了 比 
较 ， 也 就 是 测量 每 天 的 平均 分 形 频率 偏差 . 关于 这 些 偏 离 的 精确 定义 在 Rutman 


(1978) 中 给 出 ， 但 是 这 里 它们 也 可 以 被 视 为 信号 CHEK -5 ty] 上 


的 平均 ， 这 里 的 1 以 天 计 ， 这 些 测量 每 天 报告 一 次 ， 因 此 可 以 对 上 在 整数 值 上 绘 
HACI, £). 


如 果 对 任何 时 间 点 + 有 A(1，) 二 0， 那 么 571 时 钟 在 从 ¢— SIEM BY 1+ 
结束 的 一 天 中 与 主 时钟 相 比 既 没 有 加 快 也 没有 减 慢 . AC, i) 一 0( 如 图 8 中 所 
示 的 情况 ) 时 ，571 时 钟 就 减 慢 了 ， 而 从 一 去 开始 到 £ 十 去 结束 时 所 减 慢 的 时 间 


数量 与 4(1，:) 成 正比 . MRA, ) 总 是 等 于 一 个 负 常 数 ， 则 很 容易 纠正 571 
时 钟 的 减 慢 趋 势 ( 同 理 ， 如 果 我 们 知道 新 年 的 时 候 我 们 的 表 被 设 定 到 正确 的 时 间 ， 
并 且 知 道 表 每 天 减 慢 的 精确 的 时 间 数 ， 就 可 以 通过 查看 当前 表 的 时 间 和 当天 在 距 
该 年 第 一 天 的 天 数 来 纠正 表 的 错误 )， 因 此 ， 一 个 好 的 反映 571 钟 在 天 这 样 的 矿 
度 上 保持 正确 时 间 的 指标 不 是 A(1，t)， 而 是 它 在 不 同 的 时 间 周 期 上 的 变化 .如 
果 将 这 种 变化 和 两 个 平均 的 时 间 点 联系 在 一 起 ， 就 导致 量 


ret 1-7 
D(10—4)= A -A DD = f zcodue 一 | l edu, 
或 者 等 价 地 ， 
l ee 2 = t+] _ I 
DO(1,)= A(Lut+ z)—A(1set L) = | zce)dz | adu. 


如 果 |D(1，z) | 作为 1 的 函数 趋向 于 很 大 的 值 ， 那 么 571 钟 在 天 这 样 的 尺度 下 就 
比较 差 .。 如果 |D(1, 2) | 接近 于 零 ， 则 时 钟 每 天 都 很 好 ， 更 一 般 地 ， 在 尺度 X 
上 ， 时 钟 的 时 间 保 持 性 能 可 以 由 下 面 的 量 来 检验 


Dats A(att4)—A(ae—F)=> x(w)du— +f zdu. (7) 


对 于 其 他 过 程 ， 都 有 相似 的 结果 : 各 种 不 同 尺 度 下 的 均值 的 变化 要 比 均值 本 
身 更 重要 (例如 ， 当 天 与 次 日 日 平均 气温 的 变化 ， 海 洋 上 年 平均 气温 的 变化 等 
等 )， 例 如 , DOL, O 的 图 像 能 告诉 我 们 某 日 与 次 日 的 日 平均 气温 的 变化 速度 ， 同 
理 ， 当 尺度 增 大 到 年 时 ，D(A，0) 的 图 像 就 告诉 我 们 某 年 与 次 年 的 年 平均 气温 的 
现在 的 目的 是 把 小 波 和 寻找 均值 的 变化 联系 起 来 .因为 式 (7) 中 的 两 个 积分 
涉及 两 个 相 邻 的 不 重合 的 区 间 ， 所 以 我 们 很 容易 把 它们 合 写 为 整个 实 轴 上 的 一 个 
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图 8 钨 原子 钟 571 每 天 的 平均 分 形 频 率 偏差 (下 图 ) 和 它 的 墨西哥 帽 连续 小 波 变换 ， 分 形 
频率 偏差 的 记录 误差 是 103 数 量 级 (偏差 为 —15X 10" 秒 时 意味 着 571 钟 相对 于 美 
国 海军 天 文 台 的 时 钟 每 天 减 慢 十 亿 分 之 129. 6 BH). 上 图 是 连续 小 波 变换 的 图 像 ， 
纵 轴 是 尺度 (从 1 天 到 64 天 ) ， 横 轴 与 下 图 是 相同 的 . 连续 小 波 变换 是 用 灰 度 图 像 
表示 的 ， 所 以 值 越 大 所 对 应 的 点 就 越 亮 ( 图 中 黑色 的 区 域 意 味 着 在 对 应 的 时 间 和 尺 
度 下 571 钟 走 得 比较 好 ) 


积分 
DOA,t) = | pa (Wru) du, 
其 中 
—l/A, i—A<ui; 
RN t<~ uittA; 
lo. 其 他 
4A=1, 1=0 时 取 
sb —-l<uxd; 
pte cug ls 
0, 其 他 . 


如 果 将 上 式 和 式 (2c) 中 定义 的 哈 尔 小 波 "Co EE BE, RAT RBM io CO = 
Vou). AREF c= 0 时 的 计算 均值 差分 的 格式 等 价 于 ( 差 一 个 常数 因子 ) 
信号 xz(*) 和 哈 尔 小 波 的 积分 ， 从 效果 上 来 说 ， 借 助 于 积分 
F yP Gorda =w (1,0), 
险 尔 小 波 提取 了 单位 尺度 下 t=0 附近 x(*) 的 两 个 均值 的 差 的 大 小 的 信息 . 
通过 调整 哈 尔 小 波 ， 很 容易 提取 关于 单位 尺度 下 任意 时 刻 上 处 的 变化 的 精确 
信息 : AmB yo CM BRIT. 相应 地 ， 定 义 
—1/f2, t-l<u<t; 
PP ad =g ui), 于 是 得 到 gir (a) 一 41/V2， t<cuxtt+l; 
0, Hit. 
(参见 图 10 中 上 面 一 行 . ) 因 为 EOE ORFE, HA E BR Di AY 
两 条 基本 性 质 ( 积 分 为 零 和 平方 积分 为 1)， 对 iP) AMES z(*) 的 乘积 进行 积 
分 得 到 
WP(l,i) = | Ql? (u) ru) du = [rod -| aludu = DC fs 


我 们 也 可 以 提取 其 他 关于 尺度 A RME RME. Ae 


1 
— oe ti-A<iust; 
-7 


EIE t<iusitt+d3 


dite (u) = (“=)= 


LO, 其 他 . 
RAAH GP Co) 满足 式 (2a) 和 (2b). 使 用 这 个 小 波 ， 得 到 
W'Pas0 =|" Qi? Cu ru du cc D(A,L). (9) 
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图 10 OR AR i pC ETT EB ZERO a A. Ep Ar A J IC IR. KA 
盟 数 可 以 用 来 度量 信号 zx(") 在 上 时 刻 在 长 度 为 的 太 度 下 相 邻 两 个 区 间 均 值 的 差 . 图 
中 ， 上 面 一 行 是 尺度 参数 4 固定 而 时 间 参 数 : 变化 的 情形 ; 下 面 一 行 是 时 间 参 数 ! 固定 
为 零 而 尺度 变化 的 情形 


图 10 中 最 下 面 一 行 是 yg'0(*) 的 三 个 例子 . 

通过 改变 4， 可 以 绘制 信号 xz(*) 在 不 同 尺度 下 从 一 个 时 段 到 下 一 时 段 ( 长 为 4) 
的 均值 变化 的 复杂 图 像 ， 变 量 形成 的 集合 {WA，) :>0， 一 co 二 ! 生 co } 就 被 作 
为 已 知 信号 x(*) 的 哈 尔 连续 小 波 变换 (CWT)， 对 这 个 变换 的 解释 是 : WPO, D) 与 
两 个 相 邻 的 均值 在 4 尺度 下 的 差 成 正比 ， 第 一 个 均值 是 从 上 时刻 开始 计算 的 ， 第 
二 个 均值 是 在 1 时刻 结 束 的 . 

按照 同样 的 方式 ， 我 们 可 以 用 其 他 的 小 波 % (例如 图 3 中 的 Jy” C+) 
J"(。)) 并 且 基 于 它 来 构造 连续 小 波 变 换 ， 形 式 为 


W().t) =] > urdu, (10) 
其 中 


ee T mt 
YC) = | ; j: 
对 于 小 波 GO COR YN Cod, 我 们 可 以 按照 哈 尔 连 续 小 波 变换 类 似 的 方式 来 解 
RWO, D 告诉 我 们 的 关于 z(*) 的 事情 ， 首 先 考虑 图 3 PAH yO), RN 
可 以 断言 : 小 波 变换 的 结果 就 是 两 个 相 邻 区 间 的 加 权 平 均 的 差分 ， 而 哈 尔 小 波 本 
质 上 就 是 观察 两 个 相 邻 区 间 的 均值 的 差分 ， 这 个 均值 是 抽样 的 平均 


i a 
Nut 
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的 加 权 平 均 的 差分 (上 面 求 差分 的 两 个 均值 的 权重 是 相互 反 转 的 ， 这 是 因为 yy (+) 
反对 称 的 )， 另 一 方面 ， 我 们 可 以 认为 墨西哥 帽 小 波 Vs (生成 了 单位 尺度 上 两 个 
相 邻 加 权 平 均 的 差分 (参见 下 面 的 评论 和 扩展 ， 是 关于 ws OOM (DKA 
认为 是 与 单位 尺度 相关 的 讨论 ). 

现在 我 们 陈述 一 个 有 关连 续 小 波 变换 的 基本 事实 : 连续 小 波 变换 的 结果 保留 
了 原 信 号 xz(*) 中 的 所 有 信息 . WR yg(*，) 满 足 容许 性 条 件 (4a)， 并 且 信 号 r(e) 
满足 

EKOL 一 co， 


那么 ， 我 们 可 以 通过 信号 z(") 的 连续 小 波 变换 来 重 构 信 号 x(*) 


LTT) Ory ee. da 
r= af. [waw zel - ) du JA (11a) 
is 1f f w: dà 
| : (dt a, [| w QD dt |S (11b) 


(Calderon, 1964; Grossmann and Morlet, 1984; Mallat, 1998, pp. 78-79). 
上 式 的 左边 通常 用 来 定义 信号 的 x(*) 的 能 量 ; 上 面 的 等 式 表明 W OA, t) 在 
本 质 上 定义 了 信号 沿 着 尺度 和 时 间 分 解 的 能 量 密度 . 

连续 小 波 变换 的 基本 应 用 是 : 将 信号 x(*) 的 某 些 特定 的 信息 以 一 种 新 的 方 
式 呈现 出 来 ， 使 得 我 们 可 以 得 到 关于 z(*) 的 一 些 无 法 直接 获取 的 信息 (例如 ， 
Xx(1) 随 时 间 变 化 的 图 像 )， 因 为 我 们 可 以 通过 信号 的 连续 小 波 变换 重 构 信号 x(*)， 
所 以 信号 和 它 的 连续 小 波 变 换 是 同一 个 数学 实体 的 两 个 不 同 的 表现 . 

作为 连续 小 波 变换 的 例子 ， 图 8 中 的 上 图 就 是 原子 钟 数据 在 尺度 A 从 1 变化 
到 64 天 时 的 图 像 ， 在 这 个 图 像 中 ， 时 间 轴 上 短 竖 线 标记 出 来 的 区 间 长 度 是 64 
天 ， 也 就 是 连续 小 波 变换 的 最 大 尺度 .所 以 ， 当 尺度 等 于 64 的 时 候 ( 也 就 是 图 的 
最 上 面 一 行 )， 在 时 间 坐 标 170 和 480 附近 分 别 有 大 范围 的 亮点 ， 表 示 时 钟 在 区 
间 范 围 (64 天 ) 内 在 这 些 时 刻 点 附近 有 特别 大 的 变化 ， 当 尺度 等 于 32 的 时 候 ， 在 
时 间 等 于 256 的 附近 有 大 范围 的 白色 亮点 ， 表 示 时 钟 在 半 个 区 间 范 围 (32 天 ) 内 
这 些 时 刻 点 附近 有 特别 大 的 变化 ， 这 也 可 以 通过 时 间 序 列 图 像 ( 图 8 下 ) 看 出 来 . 
在 这 个 连续 小 波 变换 的 灰 度 图 像 中 ， 后 一 半 图 像 要 比 前 一 半 图 像 黑 ， 这 说 明 后 一 
半 时 间 里 钟 走 得 更 稳定 ; 在 时 刻 610 和 720 附近 所 有 的 尺度 下 图 像 都 有 一 个 黑 
带 ， 这 说 明 在 这 些 时 间 里 时 钟 走 得 特别 稳定 . 
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1.2 节 的 评论 与 扩展 
11] 直观 上 上 看， 图 3 中 的 蛤 尔 小 波 y(:) 用 于 度量 单位 尺度 下 的 变化 ， 因 为 


上 下 的 部 分 
Am (u) = p Cu) = 1//2, g'' Cu) > 0, Ocul; 
0, 其 他 
类 似 于 可 给 出 的 负 的 部 分 ， 两 者 在 “物理 ?或 视觉 上 看 起 来 都 是 单位 宽度 ， 不 过 ， 
另 -- 个 被 大 家 接受 的 有 关头 数 g(*) 的 宽度 的 度量 是 自 相 关 宽 度 ， 定 义 为 


[gC du 
width, {g(*)}= — 
g (u)du 
哈 尔 小 波 的 正 的 部 分 有 自 相 关 宽 度 
1f 1 
-f du 
width, (g* (+) } = A — =], 

zj a 


同 理 ， 其 负 的 部 分 也 有 相同 的 结果 对 于 式 (3a) 和 (3b) 定 义 的 小 波 yy” (*) 和 
hm(s)， 虽 然 它们 的 正 的 部 分 没有 明显 的 “物理 ?的 宽度 ， 但 是 我 们 可 以 计算 它们 
HARRE. ME O (*) 和 yw(*) 的 表达 式 都 包含 有 一 个 调节 参数 o。， 为 了 使 
结果 对 o 的 依赖 关系 明显 ， 我 们 暂时 将 这 两 个 小 波 记 作 yg (*)， 于 是 可 以 写 为 


u 
J(u) = FAF ). 
A 
i = p (u), pu) > 0; 
J, (u) = 1 其 他 . 
MA, width, {ys (10)} 三 o X width, {gr Ge} Hp width, {gr Cu) } 可 以 通过 数值 积 
Spit. S o=1/width, {gy (w)}， 我 们 强制 正 的 部 分 的 宽度 width, {g C) } 和 险 尔 
小 波 一 样 ， 为 单位 1， 通过 计算 可 得 ， 对 于 VOC), o0. 443 11; YMC), 
o 二 0. 636 28， 这 些 值 正 是 我 们 在 图 3 中 绘制 小 波 图 像 时 所 使 用 的 参数 . 
rT2] 有 关连 续 小 波 变换 在 自然 科学 中 的 有 趣 应 用 的 入 门 读 物 有 : Meyers 等 
(1993). Kumar and Foufoula-Georgiou(1994), Carmona 等 (1998) 以 及 Torrence and 


Compo(1998). 
1.3 连续 小 波 变换 的 延续 : 离散 小 波 变换 


任何 基于 连续 小 波 变换 分 析 信和 号 都 会 出 现 信息 的 元 余 ， 当 绘制 如 图 8 中 的 图 
像 时 ， 连 续 小 波 变换 本 质 上 是 一 个 探索 型 的 数据 分 析 工 具 ， 它 可 以 帮助 人 眼 从 信 
号 中 寻找 我 们 感 兴趣 的 特征 .为 了 从 图 像 上 获得 更 多 的 东西 ， 我 们 就 必然 面临 图 
像 处 理 问题 ， 因 为 连续 小 波 变 换 在 本 质 上 是 二 维 的 ， 因 为 二 维 的 连续 小 波 变换 只 
依赖 于 一 维 的 信号 ， 所 以 连续 小 波 变 换 中 显然 有 很 多 元 余 ， 例如， 在 图 8 RAR 
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度 很 大 以 后 ， 两 个 相 邻 尺度 范围 内 的 连续 小 波 变 换 的 差异 很 小 (比如 说 ， 比 较 一 
下 尺度 为 40 和 42 的 两 个 细 条 )， 在 固定 的 大 尺度 范围 内 不 同 的 时 刻下 变化 很 慢 
(如 在 尺度 为 40 的 范围 内 沿 着 细 条 从 左 到 右 移动 时 连续 小 波 变 换 的 变化 )， 因 此 ， 
我 们 进一步 利用 二 次 抽样 来 获取 一 些 关 键 性 的 特征 . 

本 书 的 主要 任务 是 讨论 那些 可 以 直接 用 于 在 离散 时 间 点 (也 就 是 ，!= 王 0，1，… 
N 一 1 ) 上 观察 得 到 的 时 间 序 列 的 离散 小 波 变换 .正如 我 们 将 要 在 第 4 章 看 到 的 那 
样 ， 离 散 小 波 变换 完全 可 以 不 和 连续 小 波 变换 联系 而 自己 形成- - 套 完整 的 体系 
(离散 小 波 变换 与 连续 小 波 变 换 的 联系 将 在 第 11 章 中 讨论 )， 而 离散 小 波 变换 可 
以 看 作 是 希望 以 - :种 非常 简洁 的 形式 保留 连续 小 波 变换 的 主要 特征 的 -种 努力 . 
从 这 种 观点 来 看 ， 离 散 小 波 变换 可 以 看 作 是 WO, 0) 的 巧妙 的 二 次 采样 ， 而 且 
我 们 只 使 用 “二 进 ” 尺 度 ( 即 尺度 4 的 形式 是 2 7g GH 1, 2, 3, )， ARERR 
R22 A, 我们 以 步 长 为 2 来 离散 时 间 . 

作为 -- 个 例子 ， 图 14 中 左边 部 分 的 图 像 显 示 了 时 钟 数 据 的 离散 哈 尔 小 波 变 
换 的 结果 . 如 图 中 左 半 部 分 最 下 图 (也 就 是 图 8 中 的 下 图 ) 所 示 ， 数 据 中 有 N= 
1024 个 值 ， 这 些 数据 的 离散 小 波 变 换 也 有 N=1024 个 数据 ， 称 为 “离散 小 波 变 
换 系 数 ”” 关 于 时 钟 数据 的 这 些 系 数 可 以 整理 成 8 个 序列 ， 它们 都 绘制 在 图 中 左 
半 部 分 并 排 成 一 列 ， 这 些 序列 中 的 7 个 序列 称 为 “小 波 系数 ”一 一 它们 可 以 看 作 是 
在 “尺度 1” 往 上 到 “尺度 64” 各 图 中 与 零 的 偏差 . 对 于 尺度 DS, 有 NN, 三 N/Z' 个 
小 波 系 数 ， 对 应 这 些 系 数 的 时 间 点 可 以 取 作 (2n 十 1)2’ 一 1/2, n=0, 1, oe 
N, 一 1 (对 于 每 一 个 尺度 ， 小 波 系数 的 个 数 和 时 间 间 隔 的 乘积 依然 是 N， 也 就 是 
原始 数据 的 长 度 )， 通 过 合适 的 规范 过 程 ， 尺 度 为 2” 的 第 nn 个 小 波 系 数 可 以 认 
为 是 We (27'，(2n 十 D21-1! 一 去 ) 的 一 个 通 近 ， 即 式 (9) 的 哈 尔 连续 小 波 变换 


上 述 这 7 个 尺度 的 小 波 系 数 总 计 是 1 016 个 离散 小 波 变换 系数 .剩余 的 8 个 
系数 就 是 所 谓 的 “尺度 系数 ”， 在 图 14 左 半 部 分 的 最 上 一 个 图 中 用 直线 连 在 一 起 
(与 尺度 为 64 的 小 波 系 数 在 同样 的 时 间 坐 标 下 )、 尺 度 系数 与 原始 数据 在 尺度 为 
128 时 的 均值 成 正比 (与 小 波 系数 不 同 ， 小 波 系 数 与 两 个 相 邻 均值 的 差分 成 下 
比 )， 所 以 ， 尺 度 系 数 反 映 的 是 长 期 的 变化 ， 这 就 是 它们 为 什么 显示 出 与 原始 数 
据 类 似 的 向 上 趋势 . 

对 图 14 中 小 波 系数 的 解释 与 对 WO, 的 解释 是 十 分 相似 的 ， 比如 说 ， 在 
尺度 为 64 的 时 候 ， 最 大 的 系数 是 标号 为 n= 1 的 系数 . 与 之 相 联 系 的 时 间 是 
(2n 十 1)。64 一 1/2 二 191. 5， 这 个 系数 反映 了 在 时 间 191. 5 之 前 和 之 后 的 尺度 
为 64 的 均值 之 间 的 区 别 ， 这 个 差 值 很 大 的 事实 表明 : 当 尺 度 为 64 时 ， 与 其 他 
时 间 段 相 比 ， 时 间 /二 191.5 附近 的 钟 的 行为 比较 差 . 回忆 一 下 图 8 i r 
帽 连续 小 波 变 换 ， 我 们 发 现 连 续 小 波 变换 和 小 波 系数 有 相似 的 模式 . 比如 说 ， 
两 个 图 都 显示 出 在 尺度 为 16 和 32 的 时 候 钟 的 行为 似乎 是 随 着 时 间 的 转移 而 越 
来 越 好 ; 另 一 方面 ， 在 最 小 的 尺度 下 ， 钟 的 行为 与 时 间 变 化 是 相当 -- 致 的 (人 参 
W 9. 6 节 中 关于 统计 检验 的 讨论 ， 我 们 将 客观 地 判断 小 波 系数 在 特定 的 矿 度 下 
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图 14 时 钟 571 的 哈 尔 离散 小 波 变换 系数 和 样本 自 相 关 序列 
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随 着 时 间 的 改变 是 否 有 相同 的 变化 ). 

正如 信号 xz(*) 可 以 用 它 自身 的 连续 小 波 变换 重 构 一 样 ( 参 见 式 (11a))， 时 
钟 的 数据 也 可 以 利用 它 的 离散 小 波 变换 系数 进行 重 构 ( 详 见 第 4 章 中 的 讨论 ). 
因此 ， 连 续 小 波 变换 在 二 进 尺 度 上 的 二 次 抽样 似乎 是 进行 了 大 幅度 的 约 简 ,但 
是 时 间 序 列 和 它 的 离散 小 波 变换 是 同一 个 数学 实体 的 两 种 不 同 的 表示 形式 . 于 
是 ,我 们 可 以 断言 ， 在 处 理 抽样 的 时 间 序 列 的 时 候 ( 最 近 这 种 收集 时 间 序 列 的 
方式 是 很 流行 的 )， 将 连续 小 波 变 换 变 为 离散 小 波 变换 不 会 丢失 任何 信息 . FF 
实 上 ， 尤 其 是 在 科学 领域 ， 标 准 的 二 进 尺度 在 一 般 情 况 下 就 足够 特征 化 一 个 物 
理 过 程 。 在 科学 领域 中 很 长 时 间 里 人 们 都 自然 地 根据 多 个 物理 尺度 (例如 ， 大 
气 科学 、 海 洋 学 、 天 文学 等 ) 来 描述 演化 过 程 . 《如果 用 离散 小 波 变换 给 出 的 连 
续 小 波 变换 的 标准 二 进 尺 度 概 括 对 于 某 些 问题 并 不 恰当 ， 则 还 有 很 多 修改 后 的 
变换 -一 如 离散 小 波 包 变 换 一 - 它 可 以 提供 更 合适 的 分 析 ， 与 之 相关 的 思想 将 
在 第 6 章 讨论 . ) 

作为 连续 小 波 变换 的 缩影 ， 离 散 小 波 变换 保留 了 在 时 间 序 列 中 按 斥 度 分 解 能 
量 的 能 力 . MRS X, Wa AV, 分 别 表示 第 上 个 数据 值 、 尺 度 2 的 第 了 个 小 
波 系 数 和 第 n 个 尺度 系数 ， 则 有 
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这 个 结果 是 式 (11b) 中 能 量 分 解 的 离散 形式 . 上 式 中 ， 双 重 求 和 中 的 第 一 次 求 和 
是 时 间 序 列 在 尺度 2 一 :中 的 能 量 求 和 ， 各 个 尺度 的 能 量 沿 着 斥 度 的 变化 在 图 16 
中 用 直线 连接 并 显示 了 出 来 .时 钟 分 析 师 从 这 幅 图 上 可 以 看 出 571 时 钟 在 8 天 到 
16 天 这 样 的 尺度 上 走 得 最 好 (这 将 会 影响 在 实际 中 ， 比 如 说 在 测 地 学 中 ， 如 何 使 
用 这 个 钟 ). 

正如 将 要 在 第 8 章 中 讨论 的 ， 能 量 分 解 与 小 波 方差 (wavelet variance) 的 概 
念 是 密切 相关 的 ， 在 小 波 方差 中 ， 我 们 将 过 程 中 的 变量 按照 二 进 尺 度 分 割 ， 小 
波 方差 是 基于 传 里 叶 变 换 的 能 量 谱 的 一 个 简洁 的 替换 物 ， 作 为 基于 斥 度 的 分 析 
方法 ， 小 波 方差 比 基 于 频率 的 频谱 更 容易 解释 .在 统计 模型 的 帮助 下 ， 我 们 可 
以 使 用 小 波 方差 的 各 种 估计 方法 估计 抽样 变异 (sampling variability) 效应 ， 例 
如 ， 这 样 做 可 以 建立 假设 为 真 的 小 波 方差 的 置信 区 间 ( 这 允许 我 们 像 图 16 中 一 
样 估计 图 形 中 的 抽样 变异 效应 )， 另外， 正如 第 8 章 中 所 演示 的 例子 一 样 ， 我 
们 可 以 利用 小 波 系数 的 局 部 化 性 质 去 分 析 过 程 随时 间 的 演变 ， 这 种 方法 允许 我 
们 研究 与 时 钟 数据 不 同 的 、 具 有 尺度 特征 的 时 间 序 列 ， 它 们 随 着 时 间 的 改变 是 
不 相似 的 . 

现在 ， 让 我 们 考虑 离散 小 波 的 另 一 个 重要 的 方面 ， 如 图 14 中 右 半 列 所 示 ， 
底部 最 大 的 那个 图 显示 了 时 间 序 列 的 样本 自 相 关 序列 的 第 一 部 分 ， 样 本 自 相 关 序 
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列 如 下 定义 : 
N 一 上 一 } 
>) (X, — BK — X) 
PX.: — 一 r i | T = 1],2,…，32， 


ee 
>) (xX, — X)? 


Hp., X 是 时 钟 数 据 的 样本 均值 . 统计 量 px.: 是 时 间 序 列 与 它 的 r 个 单位 的 平移 
之 间 的 线性 关联 (association) 的 度量 .这 个 统计 量 的 范围 是 — 1px. <l. 
px.: 接 近 于 1 的 时 候 ，X, 和 X,+: 的 值 就 非常 近 ( 与 时 间 序 列 的 总 变异 性 相 比 )， 时 
钟 数据 的 px.; 图 像 显 示 它 有 高 度 的 相关 性 ， 即 使 是 间隔 为 32 天 的 偏差 也 是 如 此 
(事实 上 ， 当 r=32 的 时 候 样本 自 相 关 序 列 的 值 会 慢 慢 地 趋向 于 零 . 这 种 缓慢 衰 
减 是 一 种 典型 的 “长 记忆 过 程 ” 一 一 在 7.6 节 中 我 们 将 给 出 这 种 过 程 中 的 基本 概念 
的 综述 ). 

对 给 定 的 尺度 ， 小 波 系数 自然 地 形成 了 一 个 特有 的 时 间 序 列 ， 所 以 感 兴趣 的 
是 研究 这 些 系 数 的 样本 自 相关 序列 ， 在 图 14 右 半 部 分 上 面 的 七 个 图 像 显 示 了 部 
分 自 相 关 序 列 与 零 的 偏差 的 图 像 ( 由 于 最 大 的 三 个 尺度 的 自 相 关 序 列 的 数量 比较 
少 ， 所 以 它们 的 图 像 是 全 部 自 相 关 序 列 的 图 像 )， 这 里 ， 我 们 可 以 发 现 ， 样 本 自 
相关 函数 的 数值 是 非常 小 的 ， 在 某 个 温和 的 合理 假设 下 ,统计 理论 告诉 我 们 ， 如 
果 小 波 系 数 的 自 相 关系 数 是 0， 那么 尺度 为 2 一 的 小 波 系数 的 样本 自 相 关 序 列 中 有 
95% 的 数 会 落 在 士 2VN 一 rz/Ni 之 间 ( 详 情 参 见 Fuller，1996， 推 论 6. 3. 6.2)， 这 
些 界限 在 图 中 也 和 样本 自 相 关 序 列 一 起 绘制 了 出 来 ， 我 们 看 到 ， 当 考虑 样本 变异 
性 的 时 候 ， 很 难 做 出 小 波 系数 的 自 相关 非 零 的 判断 (对 不 同 尺度 的 小 波 系数 的 相 
关 性 我 们 也 有 类 似 的 结论 )， 因 此 ， 尽 管 时 钟 原始 数据 显示 出 了 高 度 的 自 相关 性 ， 
但 是 小 波 系数 几乎 是 不 相关 的 . 

时 间 序 列 统计 分 析 的 中 心目 的 是 寻找 将 相关 序列 表示 成 不 相关 序列 的 组 合 的 方 
法 . 图 14 中 ， 自 相关 序列 的 图 像 告 诉 我 们 离散 小 波 变换 能 有 效 地 将 相关 序列 (甚至 
是 高 度 相 关 的 序列 ) 去 相关 ， 结 合 我 们 可 以 利用 离散 小 波 变换 的 系数 精确 地 重 构 原 
来 的 时 间 序 列 一 一 这 就 是 离散 小 波 变换 是 时 间 序 列 分 析 的 一 个 很 有 用 的 工具 的 最 根 
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本 原因 ， 在 第 8 章 ( 小 波 方差 ) 、 第 9 章 ( 长 记忆 过 程 的 分 解 和 合成 ) 和 第 10 章 ( 信 号 
估计 ) 中 讨论 的 统计 方法 都 依赖 于 离散 小 波 的 精确 重 构 和 去 相关 性 ， 在 小 波 领域 中 ， 
很 多 发 展 都 可 以 归结 为 这 两 个 重要 的 性 质 和 等 一 个 小 波 系数 都 只 依赖 于 部 分 时 间 序 
geno sli yn pti te dhe od ie 
供 了 一 种 可 能 ). (正如 第 4 章 将 要 讨论 的 那样 ， 另 一 个 "卖点 ?是 完全 可 以 用 离散 小 
REANG. AFEIRA, AREETA +O 
法 .从 计算 速度 的 角度 上 来 说 ， 这 种 算法 要 比 快 速 傅 里 叶 变换 还 要 快 ， 而 快速 傅 里 
叶 变 换 使 得 离散 傅 里 叶 变换 从 20 世纪 60 年 代 开 始 广 为 使 用 . ) 

最 后 ， 我 们 注意 到 ， 虽然 离散 小 波 变换 的 二 次 抽样 格式 有 效 地 将 二 维 连续 小 
波 变换 降 为 一 维 运算 ， 但 是 有 很 多 的 时 间 序 列 可 以 利用 在 时 间 上 相对 较 细 致 的 抽 
样 更 加 有 效 地 进行 处 理 . 对 这 些 序列 ， 在 二 次 抽样 的 时 候 保 留 一 定 的 连续 小 波 变 
换 的 完 余 是 很 有 好 处 的 .在 第 5 章 中 我 们 将 讨论 一 种 离散 小 波 变换 的 修改 形式 ， 
称 为 极 大 获 盖 离散 小 波 变换 (maximal overlap DWT. MODWT). 和 离散 小 波 变 
换 一 样 ， 极 大 获 盖 离散 小 波 变换 可 以 认为 是 连续 小 波 变换 在 二 进 尺 度 上 的 二 次 抽 
样 ， 但 是 与 离散 小 波 变换 不 同 的 是 ,我 们 处 理 的 是 所 有 时 间 轴 上 的 信号 ， 而 不 仅 
仅 是 2 间隔 的 采样 点 上 的 值 、 保 留 所 有 时 间 点 上 的 值 可 以 得 到 更 好 的 连续 小 波 变 
换 的 适当 简化 形式 ， 因 为 它 可 以 消除 离散 小 波 变换 对 连续 小 波 变换 在 时 间 上 进行 
二 次 抽样 的 过 程 中 造成 的 一 定 的 “对 准 ? 效 应 (alignment artifact). 

作为 一 个 例子 ， 图 18 中 显示 了 时 钟 数据 的 哈 尔 极 大 履 盖 离散 小 波 变换 的 小 
波 系数 (中 间 七 个 图 像 ) 和 尺度 系数 (最 上 面 一 个 图 像 )， 与 离散 小 波 变换 相 比 ， 极 
大 覆盖 离散 小 波 变换 的 每 一 个 尺度 都 有 1 024 个 小 波 系数 ， 它 的 尺度 系数 也 有 
1 024 个 ， 通 过 适当 规范 化 ， 尺 度 2 一 的 第 :个 极 大 履 盖 离 散 小 波 变换 的 小 波 系 
数 可 以 认为 是 式 (9) 中 WP, D 的 一 个 通 近 .如果 选 择 一 个 好 的 方法 进行 
二 次 抽样 和 重新 规范 化 ， 离 散 小 波 变换 的 所 有 小 波 系数 可 以 从 极 大 炸 盖 离散 小 波 
变换 的 系数 中 得 到 ， 我 们 很 容易 利用 极 大 畴 盖 小 波 变换 的 系数 去 重 构 时 钟 的 原始 


数据 ， 如 果 我 们 用 下 ,和 V, 分 别 表示 尺度 为 2 一 ' 的 第 :个 极 大 畴 盖 小 波 系数 和 第 
个 尺度 系数 ， 则 有 下 面 的 能 量 分 解 : 


= Wit > Vt 

正如 在 离散 小 波 变换 中 的 那样 双重 求 和 中 的 第 一 一 次 求 和 可 以 认为 是 在 尺度 27 
下 能 量 贡 献 的 求 和 ， 在 图 16 中 我 们 用 小 圆圈 画 出 了 这 些 和 ， 这 个 分 解 将 在 第 8 
音 中 有 很 好 的 应 用 ， 在 那里 我 们 将 用 它 建 立 基于 极 大 履 盖 离散 小 波 变换 的 基于 小 
波 变量 的 估计 量 ， 得 到 的 估计 量 在 统计 意义 下 要 化 对 应 的 基于 离散 小 波 变 换 的 售 
计量 要 更 加 有 效 ， 这 是 极 大 获 盖 离散 小 波 变 的 最 重要 的 优点 (但 是 ， 这 个 变换 的 
计算 速度 要 比 离散 小 波 变换 慢 ， 事实 上 ， 算 法 的 复杂 性 和 快速 传 里 叶 变 换 相同 ). 

总 之 ， 尽 管 离散 小 波 变换 可 以 看 作 是 连续 小 波 变换 的 二 次 采样 ， 但 是 实际 上 
可 以 认为 ， 它 是 独立 的 并 且 是 一 个 重要 而 又 实用 的 进行 时 间 序 列 分 析 的 工具 离 
散 小 波 变 换 是 一 个 有 效 的 分 析 工 具 的 基本 理由 如 下 : 
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L1j 离 散 小 波 变 换 将 时 间 序 列 重新 表示 为 与 特定 的 时 间 和 特定 的 二 进 斥 度 
2 相关 联 的 系数 形式 ， 由 于 可 以 从 它 的 离散 小 波 变换 的 系数 重 构 时 间 序 列 ， 所 
以 这 些 系数 就 等 价 于 原来 的 序列 ， 

L2J] 离 散 小 波 变换 允许 我 们 将 时 间 序 列 的 能 量 分 割 为 与 不 同 的 时 间 和 斥 度 相 
关联 的 片段 .能量 分 解 和 著名 的 统计 中 的 方差 分 析 (ANOVA) 技 术 很 相似 ， 于 是 
利用 离散 小 波 变换 就 可 以 得 到 基于 尺度 的 方差 分 析 ， 这 与 利用 能 量 谱 而 建立 的 基 
于 频率 的 方差 分 析 是 十 分 相似 的 . 

[3j 离 散 小 波 变换 能 有 效 地 将 物理 应 用 中 常见 的 大 量 的 时 间 序 列 去 相关 ， 这 
个 性 质 是 将 在 第 8、9 和 10 章 中 讨论 的 基于 小 波 的 统计 方法 的 关键 . 

[4 离散 小 波 变换 可 以 通过 一 种 比 快速 传 里 叶 变 换 更 快 的 算法 进行 计算 . 

对 离散 小 波 变 换 的 一 种 修改 产生 了 极 大 覆盖 离散 小 波 变换 ， 这 种 变换 在 时 间 
方向 上 引入 了 一 些 宛 余 ， 从 而 可 以 非常 好 地 分 析 一 些 特 定 的 时 间 序 列 . 上 面 所 有 


这 些 发 展 和 与 之 相关 的 内 容 一 一 从 最 基本 的 开始 一 一 就 是 本 书 第 4 章 到 第 10 章 
的 主要 内 容 . 
1. 3 节 的 评论 与 扩展 


[1] 为 了 保证 内 容 的 完整 性 ， 需 要 对 我 们 所 分 析 的 时 钟 数 据 进行 一 些 详细 的 
介绍 (其 中 一 些 数 据 与 本 书后 面 的 一 些 内 容 有 关 )， 时 钟 数据 事实 上 有 1 025 个 数 
值 ， 但 是 在 本 章 的 分 析 中 只 用 了 前 1024 个 ， 正 如 将 在 第 4.7 节 和 第 5 章 中 所 说 
的 那样 ， 本 章 所 说 的 变换 实际 上 是 局 部 的 / ,二 7 层 离 散 小 波 变 换 和 局 部 的 极 大 蓝 
盖 离 散 小 波 变 换 ， 在 计算 局 部 的 极 大 覆盖 离散 小 波 变换 的 时 候 ， 我 们 要 使 用 反射 
边界 条 件 ( 参 见 式 (140) 附 近 的 讨论 )， 由 于 第 8 章 中 的 原因 ， 我 们 可 以 假设 在 这 
个 过 程 中 每 一 个 尺度 的 小 波 系数 的 均值 都 是 零 ， 这 样 就 可 以 通过 公式 


来 估计 这 些 系数 的 自 相关 系数 的 第 个 单位 . 
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2.0 引言 


在 接 下 来 的 几 章 中 ， 我 们 将 对 取 自 序列 全 里 叶 变 换 和 涌 数 传 里 叶 变 换 理 论 
中 的 一 些 基 本 结果 做 具体 的 应 用 ， 并且 我 们 将 会 发 现 滤波 器 在 小 波 应 用 方面 起 
到 中 心 的 作用 ， 本 章 计 划 作 为 一 个 自我 包容 的 ， 导 出 来 自 傅 里 叶 理 论 和 滤波 理 
论 的 关键 结果 .我 们 所 选择 的 材料 有 意识 地 局 限 在 我 们 后 面 将 要 用 到 的 内 容 . 
对 于 这 里 采用 的 符号 和 变换 的 具体 讨论 ， 详 见 Percival and Walden(1993). 我 
们 也 推荐 Briggs and Henson(1995) 以 及 Hamming(1989) 作 为 进一步 阅读 的 补充 
材料 . 

熟知 傅 里 叶 分 析 和 滤波 器 的 读者 可 以 很 快 地 浏览 本 章 ， 熟 悉 一 下 我 们 的 符号 
和 约定 即 可 .我 们 鼓励 其 他 读者 认真 地 学 习 本 章 并 且 尽 可 能 多 地 做 书 中 苦 人 的 练 
习 ( 答 案 见 附录 )， 这 对 于 理解 将 在 2. 6 节 讲 解 的 周期 滤波 器 的 概念 特别 重要 ， 内 
为 我 们 将 在 第 4 章 和 第 5 章 反 复 地 使 用 这 一 概念 . 


2.1 复 变量 与 复 指数 


序列 和 函数 的 伟 里 叶 理 论 的 最 优美 的 形式 涉及 复 变 量 的 应 用 ， 因 此 我 们 回顾 
- 些 关键 的 概念 (详细 的 处 理 ， 可 参见 Brown and Churchill, 1995). 令 i 二 V 一 1， 
因此 说 = 一 1( 在 本 书 中 ， 我 们 用 “ 硅 ” 表 示 “ 定 义 相 等 ”)， 如 果 x+ My 是 实 值 变量 ， 
那么 cHrtiy 定义 了 一 个 复 值 变量 ， 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 是 zx Ay. 本 质 上 ，= 
是 一 个 二 维 的 变量 ， 采 用 虚数 i， 可 以 分 别 描述 它 的 分 量 ， 我 们 注意 到 下 面 的 关 
BETES ALTE Cr, Tis Tzs Ys Yis Xz 都 假设 为 实 值 变量 ). 

[1] 两 个 复 值 变量 z2 =r 十 iy, Mn =r. +iy, 相等 当 且 仅 当 它们 的 实 部 和 虚 
部 分 别 相等 ， 即 z, 二 xz。 当 且 仅 当 zi 一 zz B y =r. 

[2]z, +z: = rı +r: tilly Hy:) H zz: = 7 7 — y y: TiC x, y: tr y1). 
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(3Je=atiy WAHM z" Hz—-iy. EBB (a te) 二 zi 十 zz (azn = 
zie; 2° 二 7( 即 实 变量 的 复 共 示 是 它 自身 ). 

[4]z 二 x 十 iy 的 模 ( 或 绝对 值 ， 或 大 小 ) 是 非 负数 | z | SHC’ + y's FAR 
fe l2|?=2+y. ERB zz = |z|’, |e | =let. |z] #2 除非 y=0 
( 即 除非 z 可 以 看 成 是 实 值 ) 和 | zz: | 王 |z | 1 xz | .如果 我 们 在 平面 上 画 出 
点 (z，y)， 那 么 | xz | 是 该 点 与 原点 (0，0) 之 间 的 距离 . 

[5j 复 指数 e 定 义 为 一 个 复 变 量 ， 它 的 实 部 和 虚 部 是 cosz 和 sinz; 

ex = cosz + isinz. 
上 式 就 是 著名 的 欧 拉 (Euler) 公 式 ， 注 意 到 | e | > =cos’x+sin’x=1 对 于 所 有 的 
zz 成立 复 指 数 遵循 与 普通 指数 相似 的 计算 规则 ， 包 括 : 

(a)e +” =e" e”, 


(b)(e”)" 二 ew ， 这 里 ?是 任意 的 整数 (这 就 是 著名 的 棣 莫 弗 定理 ). 
osie, feaz = e/i. 
[6 JIE 5% AIA 5K RA RT A E I Xe a OF: 


cosz = e7 5 e ， sinz = ore, 
(7 BK RL sha T i=e™ 和 这 些 看 起 来 不 起 眼 的 事 
ee EMAAR AIS, 


[8] 除 了 笛 卡 儿 坐 标 表示 z 二 zx 十 iy， 任 何 复 值 变量 都 有 一 个 极 坐 标 表示 ， 记 
为 z= | xz | e@， 这 里 和 前 面 一 样 ，| = | HG? ty)’, OM i: 的 辐 角 (通常 写 
为 argz 二 9 且 仅 对 | z | >0 有 意义 )， 如果 我 们 采用 约定 一 x 二 9<x， 并 且 在 图 上 
从 点 (z，y) 到 原点 (0，0) 画 一 条 直线 ， 那 么 9 表示 该 直线 和 < 轴 正 疝 的 两 个 夹 角 
中 的 较 小 的 一 个 ( 当 yoo 时 我 们 有 9>0， 当 y<0 时 6 一 0)， 我 们 有 tand=y/z, 
因此 0 可 以 通过 一 个 反正 切 函数 计算 ， 要 注意 Ay 的 符号 ( 即 点 (x+，y) 所 在 的 
象限 )，z 用 实 值 变量 z， y 表示 的 笛 卡 儿 坐 标 形式 与 用 非 负 变量 z | 和 满足 
一 x 二 0 过 x 的 辐 角 9 表示 的 极 坐 标 形式 是 完全 等 价 的 . 

[9] 对 于 z= 二 x 十 iy，R(z) 三 z+ 和 3(z) 三 y 分 别 表示 z 的 实 部 和 虚 部 的 函数 . 


2.2 无 限 序列 的 傅 里 时 变换 
Ala :=…， 一 1，0，1，…} 表 示 一 个 实 值 或 复 值 变量 的 无 限 序列 ， 满足 


2 |a, 1 一 co( 当 :所 假定 的 值 可 以 从 上 下 文清 楚 地 知道 时 我 们 简 记 为 {a )). 平方 


模 的 和 为 一 -个 有 限 数 的 假设 是 一 个 充分 但 不 是 必要 的 条 件 ， 使 得 我 们 在 本 节 中 所 处 
理 的 所 有 量 都 是 有 定义 的 .ta,} 的 离散 傅 里 叶 变换 (DFT) 是 一 个 由 下 式 定 义 的 复 


22 22% 
(A PK KX : 


A(f) = ae” ， 


其 中 一 2 二 ff 二 是 一 个 称 作 频率 的 实 值 变量 ， 回 想 一 下 ， 对 于 SOO. 由 
cos(2x fu) 和 sin(2rjfu)， 一 co 二 kx 一 ce 定义 的 关于 x 的 函数 叫做 关于 频率 了 的 正 
弦 曲 线 ， 在 这 里 频率 有 精确 的 定义 ， 即 当 连 续 变 量 MOO 变化 到 1 时 正弦 的 循环 
次 数 或 百分数 . 由 欧 拉 公 式 可 得 


er = cos(2x fu) — isin(2xfu), 


自然 es 于 定义 的 关于 x 的 郴 数 称 为 一 个 关于 频率 f 的 复 指 数 肾 数 ， 这 里 | 三 | 
表示 当 w 从 0 变 到 1 时 函数 的 实 部 和 虚 部 循环 了 多 少 次 .注意 到 在 A(…) 的 定义 
中 ， 我 们 允许 f 是 负 的 : 任何 负 频 率 应 该 仅仅 视 为 一 种 数学 上 的 构造 ， 事 实 上 是 
为 了 当 需 要 物理 解释 时 可 以 和 某 些 正 频率 相对 应 (例如 ， 考 虑 练习 [2. 1 在 复 解 调 
中 的 关于 负 频 率 的 解释 )、 当 在 离散 傅 里 叶 变 换 的 定义 中 使 用 e 一 “时 会 扰乱 最 初 
的 意思 ， 读 者 可 以 放心 ， 所 涉及 的 正弦 和 余弦 函数 都 是 实 的 ， 

函数 A(.) 有 时 也 叫做 {a,} 的 傅 里 叶 变 换 ， 直观 地 ，A( 放 可 以 看 成 是 一 个 尝 
ik. BUFF a A e 2 相互 匹 配 得 怎么 样 ， 如 果 | ACA) | 很 大 (很 小 )， 那 么 
匹配 是 好 ( 差 ) 的 . 

下 面 的 两 个 练习 记录 了 离散 傅 里 叶 变 换 的 重要 性 质 . 

练习 [22a] 证 明 A(*) 是 单位 周期 的 ， 即 对 于 任意 的 整数 }， 我 们 有 A(f 二 7 二 
ACT), < 

由 于 它 的 周期 性 ， 我 们 只 需要 考虑 A(:) 在 任 一 单位 长 度 区 间 上 的 情况 . 一 
个 简便 的 选择 就 是 闭 区 间 [ 一 1/2，1/2]; B| f | 三 1/2. 频率 1/2 通常 叫做 奈奈 
斯 特 (Nyquist) 频 率 . 

练习 [22b] WEA: 如 果 {a,} 是 实 值 的 ， 那么 A( 一 有 =A* (Cf). 4 

由 于 |A'(f)|1=1A(f) |， 由 此 得 出 实 值 序列 的 傅 里 叶 变 换 的 模 是 一 个 
偶 函 数 ， 即 | A( 一 站 | = 14A( 有 )1. 

傅 里 叶 变换 的 逆 变 换 由 下 面 的 练习 给 出 . 

练习 [22c] WE: 


1/2 
| Al foe" df = ars i= coog —1,0,1,°°°, 4 
1/2 


上 面 的 公式 说 明 我 们 可 以 从 傅 里 叶 变 换 A(*) 重 构 序 列 {a,}。 所 以 ,在 很 强 
的 意义 上 说 ， 对 于 相同 的 数学 实体 ，{a,) 和 它 的 离散 传 里 叶 变 换 是 两 种 表示 形 
R. 大致 来 说 ， 离 散 傅 里 叶 变 换 的 道 变换 表明 可 以 用 正弦 曲线 的 线性 组 合 来 重新 
表示 {tw }、， 在 重 构 {a,} 的 过 程 中 ，A( 记 的 |A(CP) | 越 大 ,正弦 曲线 f 的 频率 就 
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RHE. {a,} 和 A(*) 之 间 的 健 里 叶 变 换 关系 如 下 所 示 : 
{a,}A(e), 
也 就 是 


和 
a, = | A pedf, 
这 是 用 无 穷 和 与 积分 定义 的 . JFJ a, } MRR A CORAGE ET. 
尔 可 以 很 方便 地 使 用 记号 {a $< ACS), BA BEI AP Ay ERINE PAC +) A 
EE 了 点 的 值 A( 廊 的 区 别 . 
我 们 在 以 下 练习 中 注意 到 一 个 特别 重要 的 结果 . 


练习 [23a] BRA a) CAC) Rib) BO), 其 中 了 | a, |? < 00 KH 


ST 1b, |? < co, 导出 这 “两 个 序列 "的 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 定 理 变 形 ， 即 


S ab; = [ADE Pdf. a 
上 述 结论 的 直接 推论 是 “一 个 序列 ”的 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 定 理 
Tetel lA 


帕 塞 瓦尔 定理 指出 一 个 序列 的 关键 性 质 (平方 和 ) 可 以 通过 它 的 傅 里 叶 变 换 继续 保持 . 

我 们 有 机 会 来 讨论 以 下 的 结果 ， 这 个 结果 可 以 把 一 个 序列 的 偶 指 标 变量 的 离 
散 傅 里 时 变换 和 整个 序列 的 离散 傅 里 时 变换 联系 起 来 ， 

练习 [23b] 假设 ta : :=…， 一 1，0，1，…}*>A(*)， 证 明 一 个 无 限 序列 
laze? n=; ~l, 05 1, …} 的 离散 储 里 叶 变 换 是 由 二 | A(L)+4(44 5) | 
E SL AY PK RX. 4 

BJA, Bitia + :一 0，1，…， N 一 1} 是 变量 N 的 一 个 有 限 序 列 ， 并 且 假 定 
通过 定义 当 ! 志 一 1 或 >N 时 a 二 0 把 它 扩展 为 一 个 无 限 序列 时 . 这 个 序列 的 离 
散 傅 里 时 变换 由 下 式 给 出 : 

A(7f) = > ae = bA 


因此 使 用 记号 
(a, st 一 0 有一 1)j<A() 


意味 着 

A(f) = dae am, | FIS + 
即 我 们 默认 为 对 0，…，N 一 1 以 外 的 指标 i a50. WMR a, 的 指标 的 范围 由 上 
下 文 可 以 清楚 地 得 到 ， 就 可 以 使 用 简化 符号 {a}*A()， 
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2 thoy Oy ul ae 全 一 全 Aai Gn ay ao 
pes O E E A 
b by bn b l by hy fig h bi hy, 
x x 
a» by > dub a+b > a,b 


图 24 ERFA a 和 12 的 卷 积 如 图 所 示 .， 左 图 中 有 两 条 线 . 上 面 一 条 是 无 限 序列 {e' ;的 元 
素 均 布 顺序 排列 ， 下 面 一 条 线 也 是 均 布 排列 的 ， 不 过 是 无 限 序列 4#% + 的 元 素 的 逆序 排 
列 ， 也 就 是 说 ,无限 序列 fa,} 和 {b,}) 的 卷 积 是 以 {5-,} 的 首 元 素 a * bs 开始 然后 把 数列 
ta 和 4 对 应 的 元 素 依 次 相 乘 然后 相 加 得 到 的 . 总 的 来 说 ， 第 :个 元 素 a * 是 由 下 
面 一 行 的 元 素 由 上 分 割 以 后 转变 为 右边 的 形式 以 后 通过 相似 的 方法 得 到 的 一 一 举例 来 
说 ， 石 图 表示 以 第 2 个 元 素 a * by 产生 的 卷 积 


2.3 无 限 序列 的 卷 积 /滤波 
假定 fa } 和 亿 } 是 两 个 实数 或 复数 变量 组 成 的 无 限 序列 , 满足 条 件 >) | a, 上 一 = 


以 及 > |b |? <00, 定义 {fa} 和 {b}) 的 卷 积 为 如 下 的 无 限 序列 ， 其 第 1 个 元 
素 是 
= Sb t= …，, 一 1,0,1,…: (24) 


=o 


(为 简化 我 们 的 讨论 ， 假 定 贯穿 本 节 的 所 有 卷 积 {a «HB DT | axb |? <o, 


too 


但 是 重要 的 是 要 注意 到 这 在 一 般 情 况 下 并 不 需要 都 为 真 )， 注 意 到 第 二 个 序列 
{4b,) 在 做 元 素 和 元 素 的 乘法 之 前 是 反 转 的 并 且 关 于 第 一 个 序列 做 了 平 黎 ， 这 种 过 
程 在 图 24 中 已 经 列举 出 来 了 . 

下 述 练习 或 许 会 指出 卷 积 中 最 重要 的 事实 . 

练习 [24] mBla}eAC) Alb} BC), WRAAE a x b,} 的 离散 傅 里 叶 
变换 可 以 用 ACA BCS) ae SC AY PRS. BI 


Darnah =A(PB(f), FISS 4 


对 于 这 个 结果 的 一 种 解释 就 是 "时 域 范 围 内 的 卷 积 等 同 于 频 域 范围 内 的 相 


乘 ”， 使 用 我 们 所 定义 的 傅 里 叶 变 换 的 记号 ， 可 以 写 为 
(ax bsAC) BG), 


其 中 A(*)B(*) 表 示 函 数 在 f ME ACP BCP). 
和 卷 积 密切 相关 的 一 个 概念 就 是 复 互 相关 ， 它 由 如 下 无 限 序 列 来 定义 : 


= da buns 一 …， 一 1,0,1，……， 
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复 互 相关 是 {a” } 与 {6,} 关 于 时 间 的 卷 积 .练习 L2. 2j] 指 出 
{a` *b,}<A* (+) BC+); 
Bp 


Sia’ be = A (PBA). (25a) 


imee 


S EHK bas TUIH a) h ARRAN CE TF MMR: 


a’ ža, = > Qs Autre | = e., m 1,0,1,°°". (25b) 
练习 [2. 2] 的 一 个 直接 推论 就 是 
la" rae ACA) =| AC) |’, (25c) 


其 中 | A(.) |? RRE f 的 值 是 | ACD 1? 的 函数 .因此 一 个 自 相关 函数 的 离散 
全 里 叶 变 换 不 仅 是 实 值 的 ， 而 且 也 必然 是 非 负 的 . 
假如 我 们 能 够 正确 表示 卷 积 的 组 成 分 量 ， 就 能 得 到 工程 上 的 滤波 器 的 概念 
(从 技术 上 来 说 ， 我 们 所 说 的 滤波 器 是 线性 的 时 间 不 变 的 滤波 器 ; 例如 ， 详 见 
Percival and Walden, 1993). 因此 ， 如 果 我 们 把 式 (24) 中 的 {a,} 作 为 一 个 滤波 器 
并 把 {6,)} 作 为 待 滤波 的 数列 ， 那 么 {a * b.) 就 是 滤波 后 的 输出 结果 ， 即 是 {5,} 的 滤 
波 变换 .我 们 可 以 用 如 下 所 示 表 示 滤 波 的 一 个 流程 图 : 
{b,} —> | {(a,)| 一 > {a*b,}, 


这 说 明 把 {& } 经 过 {a,} 滤 波 可 以 得 到 {ax b}.， 因 为 ta AC, MA A(*) 等 价 代 
替 来 用 于 滤波 .因此 ， 方 便 的 是 可 以 把 一 个 滤波 器 作为 抽象 的 结构 ， 它 的 两 个 表示 
就 是 {a,} 和 A(*)， 所 以 我 们 同样 可 以 称 “ 滤 波 器 {a,}” 或 “滤波 器 AC”. “时 域 "的 表 
示 式 {a,} 称 为 滤波 器 的 脉冲 响应 序列 ， 而 “ 频 域 ”的 表示 式 A(") 称 为 传递 函数 (或 频 
率 响应 函数 )， 如 下 的 流程 图 等 价 于 上 述 流程 图 : 
{6.} — |AC+)|—> (a * by}. 

因为 一 般 来 说 滤波 器 传递 函数 A(.) 是 复 值 的 ， 所 以 可 以 考虑 它 的 极 坐标 表 

示 ， 即 
ACH =| ACf) | ex7. 

这 个 由 | ACP) | 和 8( 站 定义 的 函数 分 别 叫做 滤波 器 的 增益 函数 和 滤波 相位 函数 
(注意 &(P 仅 当 | ACG) | >0 时 才 有 意义 )， 相 似 地 ，| A(f) | 用 于 定义 平方 


增益 函数 . 
作为 我 们 举 出 的 第 一 个 具体 的 滤波 器 的 例子 ， 考虑 脉冲 响应 序列 
1/2, t=0; 
a, ata t=+1; (25d) 
Ó; 其 他 


给 出 的 滤波 器 . 
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图 26 用 低 通 滤波 器 进行 滤波 的 例子 


练习 [2. 3] 指 出 它 的 传递 函数 A(*) 是 用 cos’ (x 有) 给 出 ,我们 需要 一 个 无 限 序 
列 来 进行 滤波 ， 因 此 ， 考 虑 


L 
b, = SCS," » t = ++, — 1,0,1,7, (26a) 
[=1 


Epo, 54, PEMA. Ald | 二 1 练习 [2. 4] 也 表明 人 2)} 的 离散 傅 里 叶 变 换 由 
下 式 给 出 : 


L 
Ne eee ed , 
BOP) = 24C a oslo TE eee 


因此 用 {a,} 来 滤波 {6,} 的 结果 的 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 由 AC) BCP) = cos’ GY BCP) 
给 出 . 

图 26 中 所 示 的 例子 表明 在 LL 二 2, C,=3/16, $= 4/5, C,=1/20 以 及 加 一 
一 4/5 的 情况 下 (序列 的 图 在 c= +8 时 被 截断 )， 离散 健 里 叶 变 换 BCE f= 二 0 处 
到 达 顶 点 并 在 f=1/2 处 到 达 高 频 顶 点 ，{b,} 的 低频 顶点 在 1=0 时 达到 最 大 值 
19/80， 并 且 当 上 一 士 co 时 持续 衰退 . 高 频 顶 点 是 由 相 邻 值 间 的 “波浪 般 "变化 形成 
的 ，{a,} 的 传递 函数 指出 这 种 滤波 叫做 “ 低 通 滤波 ”: 它 在 削弱 高 频 部 分 的 同时 保 
持 低频 部 分 不 变 ， 滤 波 系列 的 离散 傅 里 叶 变 换 A(*)B(*) 在 高 频 时 非常 小 ， 反 映 
在 {a xb} 中 就 是 ， 和 {65.} 相 比 ， 缺 少 “ 起 伏 ”. 

对 照 来 看 ， 让 我 们 考虑 脉冲 响应 序列 为 


1/2, t= 0; 
a 一 4 一 1/4， t=+1; (26c) 
0, 其 他 
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{a * bi} 


-8 -4 0 4 8-8-4 0 4 8-8-4 0 4 8 
t t t 
A(-)B(-) 


0.0 0.5 0.0 0.5 0.0 0.5 
f f f 


图 27 使 用 高 通 滤波 器 进行 滤波 的 例子 


练习 [2.5] 指 出 ， 它 的 传递 函数 由 A(f) 三 sin? (Cr 六 给 出 这 个 传递 函数 如 
图 27 下 面 一 行 的 中 间 图 所 示 ， 并 且 表 明 上 面 的 是 “高 通 ” 滤 波 ， 因 为 它 在 前 弱 低 
频 部 分 的 同时 保持 高 频 部 分 不 变 。 滤波 系 列 {a * b,} 由 {5.}) 中 在 (25d) 中 被 消去 的 
波浪 起 伏 般 的 部 分 组 成 . 

最 后 让 我 们 来 介绍 一 下 最 重要 的 概念 : 滤波 器 的 串联 ， 这 种 现象 在 我 们 学 习 
小 波 的 过 程 中 会 多 次 遇 到 ， 滤波 器 的 串联 (级 联 ) 的 定义 就 是 : 它 是 一 组 M 个 滤 
波 的 组 合 ， 即 第 一 次 滤波 的 输出 就 是 第 二 次 滤波 的 输入 并 持续 进行 . 

练习 [27] 假定 {a : :一 …， 一 1，0，1，…}，m 一 1，…，M， 是 和 传递 
函数 A。(.) 相 对 应 的 M 个 滤波 器 .假定 这 些 滤 波 器 形成 串联 ， 它 的 第 m 次 滤波 
器 是 {a,,}. 将 {5b,} 输 入 串联 滤波 器 ( 即 输 入 到 {a1.,})， 且 让 输出 为 {c.}( 即 由 
{am.:} 输 出 )， 我 们 可 以 得 到 流程 图 


0) > EE Ce 


说 明 我 们 可 以 得 到 


Ep = yy mer t = =., —1,0,1,°%,5 


No 


其 中 {a,} 是 一 个 滤波 器 ， 它 的 脉冲 响应 序列 由 单个 滤波 器 连续 卷 积 而 成 ， 其 传递 
函数 为 


M 


A = JJ AP 


(回想 我 们 的 假设 是 一 个 脉冲 响应 序列 ， 且 由 一 个 有 限 序列 的 平方 和 卷 积 形成 ). 
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滤波 器 {a,} 和 串联 滤波 器 是 等 价 的 滤波 器 ， 以 上 的 流程 图 可 以 重新 写成 
(b) — [AC)}— {ec}, 


FL c,=a x b,. 

练习 [28a] 假设 第 m 个 滤波 器 为 ask £0 H ank ,1 -1 关 0， 则 对 于 所 有 的 
tKa l 及 ! 宇 K，, 十 L,， 有 an. SOBRE Ln 是 一 个 正 整 数 )， 因为 这 种 滤波 器 
是 由 除 零 以 外 的 工 , 个 相 邻 元 素 组 成 ， 我们 就 说 它 具 有 Ln NEA. 它 的 传递 项 


数 是 
K+ 一 1 


Ath) = ye Ay e, 
mK 


等 价 于 A(*) 的 滤波 器 宽度 是 


M 
L= L.—-M+1. (28a) 


2.4 ARA DH E HER 


现在 ,假设 {a,} 二 {a, : 1 二 0，…，N 一 1}) 是 一 个 有 NN 个 实 值 或 复 值 变 量 的 序 
列 ， 它 的 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 是 由 N 个 变量 组 成 的 序列 {A,) 


N-1 
A, = dja ®t", k= 0,,N—1, (28b) 
m0 


注意 到 A, 是 连带 频率 f; 三 &/N. 上 式 右边 可 以 用 于 对 所 有 整数 的 有 定义 A,， 记 
产生 一 个 具有 下 述 性 质 的 无 穷 序 列 . 

练习 [28b] 证 明 ， 如 果 对 于 所 有 的 &，A 是 由 式 (28b) 的 右边 定义 的 序列 ， 
那么 得 到 的 无 穷 序列 是 以 N 项 为 周期 的 ， 即 对 任何 非 零 整数 nn 和 任何 整数 k， 
OSIN, RWA Arn 二 Ai( 注 意 这 个 和 练习 [22aj 的 类 似 ). < 

HERE A) A A BR E H E” E R E A E N eB 
叶 变 换 ” 这 个 名 字 . 我 们 更 喜欢 用 “离散 传 里 叶 变 换 ” 来 应 用 于 有 限 与 无 穷 序 
列 . 使 用 “有 限 伟 里 叶 变 换 ” 导 出 不 适宜 的 缩写 词 *FFT”， 现 在 普遍 用 于 “ 快 
速 傅 里 时 变换 算法， 很 快 地 计算 {Ai) 的 方法 的 集合 ( 见 Oppenheim and 
Schafer, 1989). 

我 们 能 够 用 如 下 方式 从 它 的 离散 传 里 叶 变 换 {A,} 来 重 构 {a,}. 
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练习 [29a] 证 明 
] N 一 ! 
see = Ars i= 0, N = l. 
z ku 


提示 : WR = 是 任意 一 个 不 等 于 1 的 复数 ， 那 么 


N-I E e. 
du ~ lz’ 
并 且 之 后 注意 到 ， 当 z= 二 exp(i2x/N) 时 ， RAITA expli2ru/N)=2z". < 


因为 我 们 可 以 通过 {a'} 的 离散 傅 里 叶 变 换 来 重 构 {a,}， 那 么 这 两 个 序列 {a, } 
和 {A} 能 够 考虑 作为 同一 个 数学 实体 的 等 价 表 示 . {a,} 和 1{A,}) 之 间 的 传 里 叶 关 
系 如 
{a} > {A} 


也 就 是 
和 


其 中 fa,} 现 在 可 以 称 作 {A OB OE BP ERA. Sl SN, EAA 
式 的 和 可 以 用 来 定义 a,， 得 到 一 个 以 N 为 周期 的 无 穷 序 列 ( 这 个 结果 是 在 练习 
[28b] 基 础 上 的 一 个 变型 ). 
对 于 有 限 序 列 的 练习 [23aj 的 类 似 结果 如 下 . 
练习 [29b] (atlas {A Hb) {B}. TE 
N=1 i 1 N--1 . 
È ab, = N2 ^ABi. 4 


& b, 一 a,， 我 们 得 到 对 于 有 限 序列 的 帕 塞 瓦尔 定理 ， 即 


2.5 有 限 序列 的 循环 卷 积 /滤波 


我 们 再 次 假定 {a,) Mia EKEN N 的 有 限 序列 , fH (a,)r (Arh, (bh 
(B,)， 让 我 们 定义 一 个 由 {a,} 和 {6.} 形 成 的 卷 积 ， 它 是 一 个 N 个 元 素 的 序列 ， 定 


义 为 


>» 


N=] 
axb, = D Abii t= 0", Nel, 
u=:0 
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其 中 当 1 三 一 1 AY, 6, 用 周期 延 拓 ; BP b-i =bn- b- Sbri 以 此 类 推 . 为 了 强 
调 我 们 在 使 用 周期 延 拓 ， 可 以 把 以 上 内 容 等 价 转换 为 


N=] 


a * b, = >) aby-amosn » t=0,,N—1, 
u=0 


其 中 “1 一 wmodN" 表 示 "t 一 u LA N 为 模 ”， 定 义 如 下 : 假设 7 是 一 个 包含 在 0<j 夺 NN 一 1 
内 的 整数 ， 那 么 jmodN 三 ;; 假设 7 是 另 一 个 任意 整数 ， 那 么 ，jmodN 三 j 十 nN， 
其 中 nN 是 NN 的 唯一 整数 倍 ， 使 0 三 j 十 nN 三 N 一 1( 一 定 要 注意 ， 当 表示 成 
Bios st-[tutswi2jmodn 这 种 形式 时 ， 求 模 的 运算 是 我 们 计算 10 十 s 十 1 一 [Cu 十 5v)/2j] 
之 后 的 结果 )， 然 而 ， 不 管 我 们 选择 如 何 表达 ， 上 面 的 卷 积 称 为 循环 卷 积 ， 图 31a 


说 明了 对 于 这 个 术语 的 根本 理由 . 
和 无 限 序 列 的 情况 类 似 ， 循 环 卷 积 的 离散 仁 里 叶 变 换 和 (a) 与 {5.) 的 离散 传 
里 叶 变 换 有 非常 简单 的 关系 . 


练习 [30] 验证 {a * 6b} 的 离散 传 里 叶 变 换 是 用 下 式 给 出 ， 
Sa * pene = A,B, > k = 0,-… , N — l; 


Bl {a * b,}<+{A,B,}. 3 
有 两 个 重要 的 相关 的 概念 是 复 互 相关 ， 定 义 为 


N-1 
a` xb, = Dal busimodN» t=0,--,N-—I1, 
a0 


以 及 自 相 关 ， 定 义 为 


a‘ +a, = S N t= 0; N= l. 
图 31b 给 出 了 一 个 复 互 相关 的 图 例 . 练习 [2. 9] 指 出 {a* *e:} 的 离散 傅 里 叶 变换 用 


Sa? xb = AS By, k=0,.%,N—1 (30) 


wi, Bil{a’ *b,}(ASB,). BXIII K RRS EH ERA A 


MA 一 1 
Sa’ ra,e PEN 三 ALA, = | A, [*, pea 0,.… N— l, 


t=0 


BB {a* *a,} {| A, |F}. 
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aN--1 


an—2 


N-I 


N-1 
a x bo = J Qub—u mod N a * bz = 5 ayb2— 4 mod N 


十 一 由 u=[) 


图 31a ARIFI (a) F(b) TR EA ERRAR RRE N 个 弧 ， 
弧 的 边界 像 钟 表 一 样 从 上 到 下 标记 上 aos +, av». 内 部 的 环 也 是 如 此 等 分 ， 不 
过 现在 道 时 针 标记 上 bos +, buai. {a 和 { 点 } 循 环 卷 积 的 第 零 个 元 素 ae* 如 由 
a, 和 4 中 对 应 元 素 相 乘 然后 相 加 得 到 ， 总 的 来 说 ， 第 上 个 元 素 &a* 如 可 以 用 相似 
的 方法 得 到 ， 只 不 过 内 环 是 旋转 钟 到 1 份 -一 -举例 来 说 ， 右 图 说 明 如 何 用 同心 环 
队列 得 到 循环 卷 积 的 第 二 个 元 素 a* b 


N-I 
a* x bo = > ar bu a” x bə = > aby +2 mod N 


u=0 


图 31b {a,} 和 {6,} 的 循环 复 互 相关 的 图 例 ， 布 局 和 图 31a 类 似 


练习 [31] 证 明 ， 适 当地 定义 {a,}, 使 {a,} 和 {6b,} 复 互相 关 得 到 的 序列 和 
(a) 与 {6,) 卷 积 得 到 的 序列 是 相同 的 .并 证 明 如 果 {a}m= (Ar), 那么 14.) 人 
{A7 }， 即 具有 离散 传 里 时 变换 {A4} 的 序列 和 {b} 的 复 互 相关 与 具有 离散 传 里 叶 
恋 换 {Ax } 的 序列 和 {6,) 卷 积 是 相同 的 ， 提示: 对 比 图 31a 和 31b. < 

在 工程 文献 中 循环 滤波 的 概念 和 循环 卷 积 的 概念 是 相同 的 ， 因 此 ， 现 在 表示 
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{a 为 一 个 循环 滤波 器 并 把 142 作为 待 滤 波 的 有 限 序 列 ， 由 滤波 输出 的 结果 是 
{a*&,}， 如 前 可 以 用 如 下 流程 图 表示 以 上 操作 ，; 


{b,} —> | fa 一 > {a * b}. (32a) 


因为 fw }<> {An}. SPOR eR a — TP Re EE (AL). Alte et) ee AT A a 
下 表示 流程 图 : 


1b, } —> {Ay }}—> {a x b}. 


而 如 文中 所 述 ，(32a) 可 以 表示 一 个 有 限 序列 的 循环 滤波 或 者 一 个 无 限 序 列 的 滤 
波 ， 以 上 仅 涉 及 循环 滤波 : 循环 滤波 器 的 离散 侍 里 叶 变 换 一 定 是 一 个 和 (A) 类似 
的 序列 ， 而 定义 在 所 有 整数 上 的 滤波 器 的 离散 傅 里 时 变换 一 定 是 一 个 周期 晒 数 ， 
即 定义 在 实 轴 上 的 AC). 

循环 滤波 还 能 导出 下 一 部 分 将 要 讨论 的 流程 图 的 第 三 种 表示 方法 . 


2.6 周期 滤波 器 
在 小 波 学 习 的 过 程 中 ， 循环 滤波 器 通常 由 一 个 包含 无 穷 项 的 脉冲 响应 序列 
fa, :1 三 …， 一 ]，0，]，…) 直 接 构 建 而 成 (我 们 将 在 第 4 章 讨论 离散 Daubechies 


iE, BELA TAR. a, 其 余 全 都 为 零 )， 给 出 有 限 序列 {6b : 1 二 0，1，…， 
N 一 1}， 让 我 们 来 构建 有 限 序 列 


c= >) abiman» t= 0,1,,N—1. (32b) 


以 上 类 似 于 一 个 循环 滤波 运算 ， 由 N 个 项 组 成 的 序列 转换 成 一 个 长 度 为 N 的 新 
序列 ， 但 是 这 种 滤波 器 形式 上 有 无 穷 多 项 ， 事 实 上 ， 此 处 我 们 可 以 把 以 上 运算 重 
新 表达 为 一 个 长 度 为 N 的 循环 滤波 器 ， 称 为 和 {a,} 相 对 应 的 周期 滤波 器 ， 为 了 完 
成 这 个 运算 ， 首 先 把 无 限 多 的 和 分 成 由 NN 个 邻接 的 数组 成 的 有 限 和 的 组 : 


oo (at DN- oc | NS] 
Er = > > ; a feet = > > Y Bu +nnO1—(actnN remade 
n=- u=nN n= u=) 


因为 对 于 所 有 的 Ns 有 入 -so+aNw)modN = 8, —amodN » 我 们 可 以 写 为 


æ | N=] N = 
A == > > 1 Oy eNO 1~amodN Te $ l ( >} Qu+nN Jia 
n= 一 人 u=0 S E 


N—1 
o 
= > a 9 
u=0 
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其 中 
= Daw 上 一 0, ls -,N—1. 
WEEST- -个 相应 于 (a,} 的 周期 滤波 器 ( 也 可 以 说 {a Ela) KEX N 的 周期 
化 );， 从 本 质 上 来 说 ， 滤 波 器 {a,} 可 以 分 割 为 长 度 为 N 的 块 
Gd NM-Nil 9 888 9 Quay 9G0 dl 9 Ane) AN UNT1 9"*" 1Q2N-1 4 ORF 


Hin=—] Hn=0 n=] 
把 这 些 项 放 平 相 加 就 形成 周期 滤器 波 {a' ) : 


块 n 一 一 Gdn 4-.--N+] a-i 
+ 十 + 
H n= 0; do ay CAN- 
十 十 十 
块 二 1， ay xa) din- 
十 十 十 
y 
周期 滤波 器 : an e aN 


现在 令 {A :有 二 0，…，N 一 1) 是 {a a PH EPER, 并 且 让 AC+) BR 
应 于 !a,} 的 传递 函数 ( 即 离散 傅 里 叶 变 换 ). 以 下 练习 表明 {At} 和 AC EE 
式 上 是 相关 的 . 

练习 [33] 证 明 

ai= a(k) : 

HIE, Xt Co?) A BS RBC BB eA) T RE e A E a BY E 
pRB AC) HBB; HA eH ACOA 1/N 为 间隔 进行 取样 得 到 的 . 

借助 于 流程 图 ， 我 们 可 以 表示 式 (32b) 的 ( 隐 含 的 ) 循 环 滤波 器 为 


(a7 =" la DAR 


为 进一步 参考 ,我们 在 这 个 流程 图 中 做 两 个 小 的 变化 (参见 以 下 的 注释 和 扩展 [1.). 
首先 ， 如 果 我 们 把 序列 {4.} 和 ! {c.} 的 元 素 表示 成 N Hiit B H C. 就 可 以 得 到 


其 次 ， 有 时 候 可 以 很 方便 地 把 [A (È) | (一 个 序列 ) 缩 写 为 A( 训 (序列 中 的 一 个 


元 素 ) : Oo 
B— iA(#)| +e (33) 
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-一 一 一 -- - 


这 种 形式 的 流程 图 就 是 我 们 在 后 续 几 章 中 经 常用 到 的 形式 . 
作为 产生 一 个 周期 滤波 器 的 例子 ， 考 虑 下 述 无 穷 序 列 : 


1/2; t =Q; 
a, = 41/4, t=Ł1; 
0, 其 他 . 


现在 这 恰好 是 一 个 对 应 于 式 (25d) 滤 波 器 的 脉冲 响应 序列 的 新 记号 ， 它 的 传递 函 
数 由 练习 [2. 3] 直 接 给 出 ， 当 N 宇 4 时 ， 周 期 滤波 器 如 下 给 出 : 


o 
av = DF Gan = ga = 1/2 
nit — on 


o 
dl 一 人 =a = 1/4 


Tn 


o 一 
a, 一 Dj jn 一 0，L 上 一 2 人 一 2 
用 一 一 co 


ò 
å N-11 = b QN-IHA = a = 1/4. 
R= 一 OD 


BUTE (a? } 的 离散 傅 里 时 变换 按 要 求 ( 见 对 于 周期 化 的 第 二 个 例子 的 练习 [2. 11]) 
如 下 : 


1 1 
e— > o 一 i2xik/N __ > o 一 这 rt N —i2nth/N 
Ai = ace i2mk/N -一 armine i2ntk = a,e i2nt 


t=0 ! 一 一 1 [= 一 1 


= Saen = a(t) 


1 一 一 co 


最 后 我 们 注意 到 一 个 关于 滤波 器 {a,) 和 它 的 周期 化 {a:} 的 一 个 重要 的 结论 ， 
练习 [34] 假定 滤波 器 {a,} 是 已 规范 的 ， 即 


> lal =1. 


= 


WE (a? } 是 {a,} 按 长 度 N 周期 化 的 ， 证 明 一 般 来 说 


N 一 1 


dy lat |? #15 


即 ， 一 个 滤波 器 的 平方 和 与 它 的 周期 化 的 平方 和 不 必 是 相同 的 . Gea: 或 者 构 
造 一 个 简单 的 反例 或 者 对 于 {a,} 和 {a? } 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 关系 使 用 帕 塞 瓦尔 定 
FH.) 本 
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2.6 节 的 评论 与 扩展 

[1 对 于 式 (32b) 的 滤波 运算 来 说 ， 一 个 可 能 的 可 选择 方法 就 是 用 式 (33) 的 流 
程 图 来 代替 


B— |A(.)—C. 


读者 应 仔细 注意 上 式 如 何 解 释 : B 的 NN 个 元 素 是 由 周期 化 滤波 器 循环 滤波 得 到 


的 ， 这 个 周期 化 滤波 的 频 域 ( 传 里 时 表示 是 |A{ 六 ) k=O, my N1), awe 


器 的 输出 结果 由 C 中 的 NN 个 元 素 表 示 . 当 以 上 流程 图 在 小 波 文献 中 非常 普遍 时 ， 
A(*) 的 取样 就 是 隐 含 的 ， 因 此 我 们 更 愿意 使 用 式 (33)， 因 为 它 清楚 地 表示 了 有 取 
样 运算 . 

[2] 伟 里 叶 理 论 中 一 个 众所周知 的 现象 是 ， 时 域内 离散 取样 可 以 用 频 域 范围 
内 等 分 频带 后 得 到 的 节点 的 和 来 表示 (参见 ， 例 如 ，3.8 节 ，Percival and 
Walden, 1993). 注意 到 周期 化 的 滤波 器 这 里 可 以 被 认为 是 “双重 的 " 混 消 现象 ， 
在 这 种 现象 中 ， 时 间 和 频率 的 角色 互 换 了 : 等 分 的 时 域 变量 的 和 可 以 用 频 域 的 离 
散 取 样 来 表示 . 


2.7 傅 里 叶 理 论 小 结 
稍 后 提 及 ， 我 们 从 无 穷 序列 的 储 里 叶 变换 中 总 结 出 最 重要 的 结果 ， 在 实 铀 上 
的 有 限 序列 和 实 轴 上 定义 的 函数 ， 
AREER DMR a), HB SD | a, |: <o 
(a) 候 里 叶 表 示 ， 
a, = [Aperas t=, 1,0,1, (35a) 
( 重 构 公式 )， 其 中 | 
AN = act", | fl<i/2 (35b) 


(分 析 公 式 )， 上 式 右边 可 以 用 于 对 所 有 的 f 定义 A(*)， 得 到 一 个 有 单位 周期 的 
周期 函数 . ia,} 和 A(*) 的 傅 里 叶 关 系 为 | 


la} > Ale). 
(b) 帕 塞 瓦尔 定理 :“ 一 个 序列 ?的 形式 是 
5 la, |? = | IACH) [?dfs (35c) 


t= 一 ce 


而 {5.}**B(，),“ 两 个 序列 ”的 形式 是 


Mars = [A NBA (35d) 
fant 一 172 
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(c) 卷 积 和 相关 理论 : BA 


oo 


a+b, = J) abus t= > — 1,0,1, (36a) 


woe 


的 傅 里 叶 变 换 是 


S arbe = AMBIA), (36b) 


(=o 


因此 {ax b}+AC) BC+), WENK 
a th = Do aibs t= —1,0,1,.: (36c) 
的 傅 里 叶 变 换 是 
Sa tbe" = A (f)B(f), (36d) 


fm 一 co 


因此 ，{a” th JoA' (BO). 令 b, 二 a,， 得 到 自 相 关 ， 对 于 自 相 关 
la* xa, | A(.) |’. (36e) 


o 有 限 实 值 或 复 值 序列 {a : 1 一 0，…，N 一 1) 


(a) 傅 里 叶 表 示 : 
l N-1 
a, = — Ape", t= 0, N] (36f) 
N k=0 
( 重 构 公 式 )， 其 中 
N--1 
站 No 一 (36g) 
{=0 


(分 析 公 式 )， 注 意 到 A 是 和 频率 =N 联系 起 来 的 ， 上 面 两 个 公式 的 右边 可 
以 用 于 对 所 有 的 整数 上: 和 定义 a, MA” GARAWA N 的 周期 无 限 序 列 ，{A? 
和 {a,} 的 傅 里 叶 关 系 为 : 

{a} > {A}. 


(b) 帕 塞 瓦尔 定理 :“ 一 个 序列 ?的 形式 是 
Sia lt =A) Als (36h) 
Hi (2, }<>( By}, “PNR WIE 


N=} 1 AN 一 | 
dy a" b = J AiB.. (36i) 


k=O 
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(c) 卷 积 和 相关 定理 : 卷 积 
a * b = 3 t=0,…,N—1 
的 傅 里 叶 变 换 是 


N=} 
Pe metal = A,B,, k = 0," ,N— l, 
170 


因此 {a x* b)i ABe. 这 种 形式 的 卷 积 称 为 循环 卷 积 或 者 周期 卷 积 . 


N-i 
a” +h, = Sal bornoiNs ti 一 0 用 一 ] 
u=90 


的 傅 里 叶 变 换 是 


N-1 
da’ Madea — A; B,,， k = O,°-",N—1, 


因此 la" *b,}<{AS Bi}. 4b,=a, 产生 自 相 关 ， 对 于 它 来 说 
fa" ta,}<>{| A, ies 
如 果 fa, : 1 一 …， 一 1]，0，1， AAAC，)， 那么 


on 


Ly) ae ee E 


u= — oo 


能 够 再 表示 为 一 个 循环 卷 积 : 


N-i 
J : o 
C= A ub modN 9 


n=O 
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(37a) 


(37b) 


复 相关 


(37c) 


(37d) 


(37e) 


ha = D anw. 长 度 为 N 的 序列 (a?) 是 由 长 度 为 N 的 {a,} 周 期 化 形成 的 ， 


我 们 有 


fae Oe N= 1} (A(x): k= Ov N=1). 


。 实 值 或 复 值 函数 a(,)， 并 且 | | ale) dt 一 o 
(a) REMER: 
at) Z| Aeaf, EE paras 
(EHAR), HP 


ACP) =|" atthe dt, 一 co 一 上 一 co 


(37f) 


(37g) 
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(分 析 公式 )， 记 号 “=” 表 示 "“ 在 平方 意义 下 相等 "， 也 就 是 说 ，(37f) 等 式 左边 和 等 
式 右边 不 一 定 对 所 有 给 定 的 : 都 要 相等 ， 我 们 有 


ow 
一 CD 


wa) 和 A(") 之 间 的 傅 里 叶 关 系 记 为 


o 2 
a(t) — | A(fpe’*“df| dt = 0. 


al+)++A(+), 
(b) 帕 塞 瓦尔 定理 :“ 一 个 函数 ”的 形式 是 
| lace ld = [IAD lafi (38a) 
而 6 )**B(.),“ 两 个 函数 ”的 形式 是 
Fa (1)b(t)de = pa (ABP df. (38b) 
(c) 卷 积 和 相关 定理 : 卷 积 
ab) = | aba — udu (380) 
的 傅 里 叶 变换 是 
| x bee de = ABCP), (38d) 
Ait a* b(+)A(+)B (+). SK 


ax5(D) =|" Cd di (38e) 


-2 


的 傅 里 叶 变换 是 


| a* be dt = At (PBC), (38f) 


Aik a’ eh( OAS GBC). SOC P=al( MF#E-TAMK, B 


a` žale) | Ale) |’. (38g) 
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2. 8 
Fan 


[2:2] 


pend 


[2.9] 


[2.10] 


C211] 


练习 


假设 {a, : :=…， 一 1，0，1，…} 是 一 个 实 值 序列 ， 它 的 离散 傅 里 叶 变 换 
EAC). 对 于 某 个 fo fE 0< fa <1/2, 构造 一 个 复 值 序列 Ci, =a,e **!e' 
(这 个 程序 称 为 复 解 调 ).{c:} 的 离散 傅 里 叶 变 换 CC(*) 如 何 和 {a} 的 离散 
傅 里 叶 变 换 A(,) 建 立 联 系 ? 假设 es 代表 一 个 变量 使 0 二 f,6 一 e 二 fo 十 一 
1/2， 并 且 A(.) 中 的 正 频率 能 够 和 一 些 物理 现象 联系 起 来 . 你 可 以 把 
C( 的 负 频 率 一 s 委 一 0 作为 物理 现象 中 的 哪 种 解释 ? 
证 明 无 限 序 列 {a,} 和 {6,) 的 复 相关 {a" *b,) 的 离散 健 里 叶 变 换 由 式 (25a) 
给 出 . 
证 明 滤 波 器 的 传递 函数 A(，) 是 以 cos: (x 了 f) 的 形式 给 出 的 ， 其 中 滤波 器 的 
脉冲 响应 序列 如 式 (25d) 所 示 ， 
证 明 : 由 式 (26a) 定 义 的 序列 ( 忆 } 的 离散 傅 里 叶 变 换 可 以 由 式 (26b) 定 义 
HAR BCs) AH. 提示 : 4 z=¢,e "At, pe Pt BH z', 
证 明 具 有 式 (26c) 给 出 的 频率 脉冲 响应 的 滤波 器 的 传递 函数 A C) 
sin? (xf A H. 
校 验 图 26 和 27 的 内 容 . 
证 明 由 式 (25d) 定 义 的 低 通 滤波 器 等 价 于 由 两 个 滤波 器 {a,} F {as ) YB 
联 滤波 器 ， 和 这 两 个 的 滤波 宽度 相同 ， 确定 这 些 滤 波 器 的 传递 随 数 
A; (COMA: (C), HRW A (DA: (f)= cos (xf). 
an FR (a, 7 一 0，…， 入 一 1) 一 A()， 那么 a- Ml ays, Rt AA? 如 果 
人 N—-1}{A,}, HBA a- Ml an, RH AA? 
证 明 有 限 序列 {a,)} 和 {6,) 的 循环 复 互 相关 {a b) 的 离散 傅 里 叶 变 换 如 
式 (30) 所 示 . 
Ala :1 二 …， 一 1]，0，1，…}) 是 一 个 无 穷 序列 ， 它 的 离散 傅 里 叶 变 换 
是 A(.)， 求 出 无 穷 序列 {azs+1 n=, —1, 0, 1, …})( 即 {a,}) 中 的 奇 
数 项 ) 借 助 于 A(*) 表 示 的 离散 全 里 叶 变 换 . (练习 [23b] 给 出 了 偶数 项 对 
应 的 傅 里 叶 变 换 . ) 
Alb, :1 二 0，…，3} 是 一 个 长 度 为 4 的 有 限 序 列 ， 考 虑 一 个 由 a9". 
二 .…， 一 ]，0，1，… 定 义 的 滤波 器 ， 其 中 $ 是 实 值 变 量 并 满足 | | <1. 
今 

c = Y) abune t= 050793 
表示 (4.) 用 {a,} 滤 波 后 的 结果 ， 由 {a.} 设 计 长 度 为 4 的 周期 滤波 器 ， 即 
滤波 器 {a? : :二 0，…，3) 使 

Cc, = di 


确定 {a,} 的 离散 伟 里 叶 变 换 AC*) 以 及 {a } 的 离散 传 里 叶 变换 (A:)， 当 
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二 0，…，3 时 ， 验证 A 一 A (后) 


[2.12] 考虑 以 下 定义 在 整数 上 的 滤波 器 : 
(1/2, t= 0,1,2 或 3; 
a= |) 1 二 0 或 1 之 4. 
相应 于 长 度 为 N= 二 1，2，3，4 和 5 的 周期 滤波 器 {a'} 是 什么 ? 


对 于 滤波 器 
1/2, t = 0,l; 
a= fou t = 2,3; 


0, :二 0 或 : 宇 4 
回答 同样 的 问题 . 
(第 4 章 之 后 ， 我 们 能 够 将 以 上 滤波 器 分 别 解释 为 2 级 水 平 的 哈 尔 尺度 
和 小 波 滤波 器 . ) 


Hs 3 ie 


时 间 序 列 的 规范 正 交 变 换 


3.0 引言 


时 间 序 列 的 小 波 分 析 可 以 用 规范 正 交 变换 的 形式 来 定义 ， 因 此 这 里 我 们 简略 
地 回顾 一 下 这 些 变换 背后 的 主要 思想 ， 首 先 在 3. 1 节 回 顾 一 下 规范 正 交 变换 的 基 
本 理论 ，3. 2 节 讨论 重要 的 投影 定理 ， 而 在 3. 3 节 考 虑 复 值 变 换 . 在 第 4 章 引 入 
离散 小 波 变换 (DWT) 之 前 ， 我 们 先 在 3.4 节 讨 论 规范 正 交 离散 健 里 叶 变 换 
(OQDFT)， 这 是 因为 它 在 许多 有 趣 的 方面 和 离散 小 波 变 换 是 并 行 和 形成 对 照 的 . 
3.5 节 总 结 本 章 的 要 点 ， 已 经 对 规范 正 交 变 换 比 较 熟 悉 的 读者 可 以 简单 地 疯 读 这 
一 节 来 熟悉 我 们 的 符号 和 约定 ， 


3.1 规范 正 交 变换 的 基本 理论 


规范 正 交 变换 是 非常 有 趣 的 变换 ， 这 是 因为 它们 可 以 以 某 种 方式 重新 表示 时 
间 序 列 ， 这 种 表示 方式 使 得 我 们 可 以 很 容易 地 从 它 的 变换 重 构 时 间 序 列 ， 在 不 严 
格 的 意义 下 ， 变 换 中 的 “信息 ”和 原来 序列 中 的 “信息 ”是 等 价 的 ; 换 一 种 说 法 ， 序 
列 和 它 的 变换 可 以 被 认为 是 同一 种 数学 实体 的 两 种 表达 . 规范 正 交 变换 以 一 种 标 
准 化 的 形式 (例如 傅 里 时 级 数 ) 来 重新 表示 序列 ， 以 利于 进一步 的 处 理 ， 以 此 将 序 
列 简化 成 概述 其 主要 特征 的 一 些 数值 (压缩 )， 并 且 分 析 序 列 来 探索 感 兴趣 的 特殊 
模式 (例如 方差 分 析 )， 在 文献 中 有 很 多 规范 正 交 变换 的 例子 ， 包 括 离散 健 里 叶 变 
换 的 规范 正 交 形式 ( 见 3. 4 节 )、 离 散 余 弦 变 换 的 不 同形 式 ( 见 练习 [3.3])、 沃 尔 
什 CWalsh) 变 换 (Beauchamp，1984)， 以 及 我 们 将 在 第 4 章 中 见 到 的 离散 小 波 
变换 . 

A Xo’ Xo e” X RIR N 个 实 值 变量 的 时 间 序 列 ( 以 后 我 们 将 把 这 样 的 序 
列 记 为 {X,: 1 二 0，…，N 一 1}， 如 果 哑 标 1 的 给 定 值 是 清楚 的 ， 也 可 以 记 为 
{X,))， 图 42 展示 了 两 个 这 样 的 N 王 16 的 序列 . S RAN 维 列 向 量 ， 它 的 第 
1 个 元 素 是 X,，:=0，1，…，N 一 1. 如果 Y 是 包含 Y。，…，Yw-! 的 另 一 个 这 样 


0 5 10 15 
t t 


图 42 ”两 个 小 的 时 间 序 列 {X,.,) 和 {X;,,}， 每 个 有 16 个 值 . 左 图 用 方块 点 表示 Xi 在 :一 
0，…，15 处 的 值 ， 右 图 表示 X. 两 个 时 间 序 列 仅 仅 在 上 =13 BAM, Xo = 
一 Xn， 对 于 这 个 图 示 ，{Xi.,}) 的 16 个 值 是 0.2, 一 0.4, —0.6, —0.5, —0.8, 
-0.4， 一 0.9，0.0， 一 0.2，0.1， 一 0.1，0.1，0.7，0.9，0.0 和 0.3 


的 向 量 ， 那 么 X MY 的 内 积 由 下 式 给 出 : 


(X,Y) = XY = J, XY., 


t 一 0 


REX 是 X 的 转 置 . X CRAP AH 


IXI? = (xX,X) = X*X = JX 


t=O 


给 出 ， 我 们 用 量 ex = || X ||? 表示 时 间 序 列 {X,} 的 能 量 (e 被 物理 学 家 称 为 能 量 ， 


AORR-NXN 的 实 值 矩 阵 ， 满 足 规范 正 交 性 质 OIO=I， 这 里 1、 是 
NX N 单 位 矩阵 ， 对 于 j, k=0, 1, +, N—-1, FO). MO. Da RAO HR j 


个 行 向 量 和 第 & 个 列 向 量 ， 例 如 ， 


0 cos@ sing 1 sing 
如 果 = |0 一 sing cos6|, 那 么 Oi. = |0|,0.2 = |cos0|. 
] 0 0 0- 0 
利用 这 个 记号 ， 我 们 可 以 重 写 

O5. 

Oi. 
O = . = [O00 OO, wa. 

N_i 


规范 正 交 性 质 可 以 用 内 积 的 形式 重新 表示 为 
i eee ERTE 
(O. Or? = he’ = 

lo, set. 
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BPO RNS ARA. AERA THRONMO' PREECHREO'. 
这 样 OO- =O =I, HET UREO., Or.) =p. 所 以 O 〇 的 列 向 量 和 行 
向 量 都 形成 一 个 规范 正 交 向 量 集 ， 

我 们 可 以 将 时 间 序 列 {X,)} 关 于 规范 正 交 正 交 和 矩阵 O 分 解 ， 通 过 在 X 左 乘 矩 
阵 O 得 到 


[ O. O3. X (X,O,.? 
9e. ©. X (X.0,.) 

0 = O X = : X = = . ' ‘ (43a) 
On-1. eh (TO 


这 里 我 们 用 到 了 这 样 的 事实 ， 即 OQ. X=(O,., X ) 二 (六 ，O,. )，NN 维 列 向 量 O 
BAX 关于 规范 正 交 变换 〇 的 变换 系数 . Bj 个 变换 系数 是 0;， 以 内 积 
(X, O, > 给 出 ， 如 果 我 们 在 上 面 等 式 的 两 边 再 左 乘 OI， 并 且 注 意 到 O OO= ITy， 
就 可 以 得 到 重 构 等 式 


O, 
O N-1 

X = TO = ue O71. tts On al ù 一 一 >, 0;0;- ’ (43b) 
Os- 


这 告诉 我 们 如 何 从 它 的 变换 系数 O 重 构 X( 记 号 0;O,. 是 指 用 向 量 O,. 的 每 个 元 素 
乘 标量 O, 得 到 的 向 量 )， 因 为 0,=(X，@O,. )， 我 们 可 以 将 于 的 重 构 公 式 重 新 表 
示 为 

x= D1 6X03. Die: (43c) 


上 式 对 任意 的 X 都 成立 ， 因 此 向 量 O,. 形成 N 维 实 值 向 量 空间 RY 的 一 个 基底 ; 
即 任何 N 维 实 值 列 向 量 都 可 以 表示 成 O. Ores ，…，Ox-' .的 一 个 唯一 的 线性 
组 合 . 

练习 [43] 证 明 对 于 QO., 存 在 类 似 的 陈述 ， 即 


x= pe cs pi Oa: (43d) 
换 句 话说 ， 如 果 QO 是 一 个 NXN 的 规范 正 交 抵 阵 ， 那么 任意 的 一 个 N 维 向 量 X 
可 以 写 为 DO 的 N 个 列 向 量 的 线性 组 合 . 4 


关于 规范 正 交 变 换 的 一 个 重要 的 事实 是 保持 能 量 ， 即 变换 系数 O 中 的 能 量 和 
原来 序列 X 的 能 量 相等 ， 这 可 以 从 以 下 的 讨论 中 看 出 : 

cs 三 101:=0OIO=(OX)TIOX 一 XIOIOX 一 XX 一 | X|? = ex 
(4p RF BE TE A) AE eS Yt EE). A ex = UXT, Meo= LO), R 
们 可 以 讨论 序列 {X?} 描述 了 时 间 序 列 的 能 量 是 如 何 通过 时 间 分 解 的， 同时 序列 
{0O;} 描 述 了 能 量 是 如 何 通 过 具有 不 同 指 标的 变换 系数 分 解 的 . 
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we ED CD aaae manaa amoan 


练习 [44a] 利用 式 (43b)， 证 明 


Ix? = 10,0. 1s 


即 X 的 平方 范 数 等 于 重 构 X HA mHE OO. 的 平方 范 数 之 和 . < 

尽管 有 无 数 种 可 能 的 规范 正 交 变换 ， 但 是 具有 特殊 兴趣 的 规范 正 交 变换 (如 
离散 小 波 变换 和 规范 正 交 离 散 傅 里 叶 变换 ) 则 是 那些 我 们 可 以 把 某 些 物理 意义 附 
于 其 变换 系数 O REHAR OO. 的 规范 正 交 变换 . 


3.2 投影 定理 

规范 正 交 变 换 的 一 个 重要 性 质 可 以 用 投影 定理 来 概括 ， 这 个 定理 可 以 盖 
AMP. 假设 我 们 希望 用 向 量 O. ，O. ，…，@O .的 一 个 线性 组 合 来 通 
EX, REN <N, HFA a HEES, X 的 近似 X 就 可 以 表示 成 如 
下 的 形式 : 


N= 

a | 

X — > , aj 0. 7 
jv 


进而 ， 假 定 我 们 是 基于 最 小 二 乘 准则 来 选择 系数 w 的 ， 即 使 得 差 向 量 e=X~ X 
在 上 el: 对 于 系数 fw } 的 所 有 可 能 的 选择 应 该 最 小 化 的 意义 下 尽 可 能 的 小 ， 投 影 
定理 说 明 选 取 a, =O, =X, O.) 就 可 以 满足 最 小 二 乘 准 则 . 

练习 [44b] 验证 在 建立 投影 定理 中 的 关键 一 步 ， 即 


N-] AN 一 1 
ell? = $0 — a) + 2,0}. 4 
j=0 j= N’ 


注意 到 第 一 个 平方 和 项 可 以 通过 令 ww =O, 来 最 小 化 (由 于 第 二 个 平方 和 项 所 
涉及 的 @O,. 并 没有 用 来 形成 逼近 大 ， 所 以 我 们 无 法 控制 )， 通过 上 式 可 以 得 到 投影 
定理 . 

通过 最 小 二 乘 选 择 的 Qj 即 a; =O;; j=0, | aa N=1: 我 们 有 


N=] 


lell? = dO} » 
REP AOKI XG TX 的 程度 的 度量 ， 注意 到 增加 N 可 以 导致 el 
显著 地 减 小 ， 即 用 更 多 的 @O,. 来 逼近 X 不 会 引起 | e || ”的 增加 . 
最 后 让 我 们 回顾 一 下 下 述 线性 代数 中 的 概念 ， 这 些 概念 将 会 在 第 4 章 中 用 到 . 
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一 一 -一 一 一 -<2 —————— 1MM IlMlMMŘħoO 


由 于 所 有 的 N 个 向 量 O;. 构成 了 有 限 维 空间 RY 的 一 个 基 ， 故 向 量 @;. OSSN 一 1， 
N 一 N) 的 集合 组 成 了 RY 子 空间 的 一 个 基 ， 我们 可 以 认为 这 个 子 空间 是 由 向 基 
a. 9 Öv. 张 成 的 ， 例如 


0 过 | & 
V2 V2 a Eu 
如 果 O = |，_ 1 1b ma. = | 三 | 和 mo -| va 
v2 vz i ee 
1 o oj] V2 | | V2 4 


那么 由 O,. 和 QO. 张 成 的 R 的 子 空间 包含 了 R 中 的 第 j= 二 0 个 元 素 恒 等 于 0 的 所 
有 向 量 的 集合 .除了 一 开始 给 出 的 O,. 和 QO,. ， 这 个 子 空间 显然 还 存在 其 他 的 基 


WE: 对 于 任何 0， 向 最 
ro | 0 7 
ol 和 |— sind 


sind} | coOSsD | 
HRT HO. MO. 张 成 的 子 空 间 的 一 个 基底 .借助 于 一 个 术语 ， 我 们 可 以 称 上 


面 的 X 是 X EO., e’ Ovi. 张 成 的 子 空间 上 的 投影 


3.3 复 值 变换 
将 上 面 讨论 的 内 容 稍微 推广 一 下 ， 即 允许 @ 的 元 素 是 复 值 的 ， 这 是 有 趣 的 
(这 将 在 3. 4 节 定 义 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变换 中 用 到 )， 这 时 ， 规 范 正 交 性 质 就 变 
成 了 OF O=I、， 其 中 上 标 日 指 的 是 埃 尔 米 特 转 置 ， 由 定义 ， 一 个 憩 阵 的 埃 尔 米 
pee BO" 可 以 这 样 得 到 : 首先 进行 普通 的 转 置 O7 ， 然 后 将 它 的 每 一 元 素 用 其 复 
Segal. PM, 
Or, One TO | 


如 果 O = | ah N Bao =o 0 | 
CLO! RRO MMI. ER, MROWCKELN, WAO 就 等 于 OF， 
因为 实 变量 的 复 其 开 就 是 它 本 身 ， 满 足 Ou O= Ix HERREMA. A 
O! 和 O. 分 别 表示 OO 的 第 j 个 行 向 量 和 第 个 列 向 量 (注意 ， 这 些 定义 与 实 值 情形 
是 _ 致 的 ， 因 为 在 实 值 情形 下 OY =- OF )。 因 此 可 以 写 为 如 下 形式 
Oo. 
Aah 


O = = Boers ea a 


lof. 


两 个 复 值 向 量 U AV 的 内 积 定 义 如 下 : 
(UV) = UV = VnU. (45) 
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注意 到 ‘V,，U) 二 ((U，V))" ， 那 么 U 的 范 数 平方 变 成 


N-i N=] 
Jul? = UU = OUU = J} |U, l°. 


s=0 


根据 内 积 的 定义 ， 规 范 正 交 性 质 可 以 重新 表述 为 : (On, Ov =O MO). 
O;.>=6,;. O. 和 QO. 都 组 成 了 NN 维 复 值 向 量 空间 CY 的 一 个 基 . 

由 于 实 值 向 量 半 包 含 在 CN 中 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 关 于 丁 和 矩阵 @ 〇 分 解 ， 当 我 
们 关于 实 值 规范 正 交 和 矩阵 分 解 X 时 ， 用 (X，@O. ) 作 为 第 7 个 变换 系数 O; 的 定义 
(参见 式 (43a)). 对 于 酉 矩阵， 我 们 同样 令 O,=(X, O;.). 

练习 [46a] 证 明 


O=OX 和 X=O", (46a) 


它们 分 别 定义 了 基于 本 矩阵 变换 的 分 解 和 重 构 等 式 ( 如 果 我 们 把 X 换 成 复 值 向 
量 ， 这 些 等 式 仍 然 成 立 ). p 
注意 : 对 于 实 值 情形 ， 这 些 等 式 与 式 (43a) 和 (43b) 是 一 致 的 . 
最 后 ， 我 们 注意 到 能 量 守 恒 可 以 表述 为 


N=! AN 一 1 
|X * = DX? = D710, |? = oll’, 
t=0 J 一 0 


而 且 投影 定理 可 以 很 容易 地 推广 到 复 值 变换 . 


3.4 规范 正 交 离散 傅 里 时 变换 
D(F ERRUR X } 的 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变换 ， 定 义 为 


1 AN 一 | = 
F, = 一 一 Xe 上 一 0 人 一 1 (46b) 
KS ° 
(规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 和 第 Re OY R BR E t AE aR AY SE eA H J 
评论 与 扩展 中 的 条 目 [1] 中 讨论 )， 量 F, 称 为 第 个 傅 里 叶 系数 .虽然 Fi 是 NN 
个 复 值 变量 ， 但 是 组 成 它们 实 部 和 虚 部 的 2N 个 实数 值 是 有 约束 的 ， 即 只 有 N 个 


实数 值 是 构造 所 有 健 里 叶 系 数 所 需要 的 . 
练习 [46b] 令 {X,: :=0，1,，…，N 一 1} 是 一 个 实 值 时 间 序 列 ，F 是 


式 (46b) 定 义 的 第 & 个 傅 里 叶 系数 . 证 明 Fo EXER, Fy. Fe 对 于 1k 和 NN/2 
成 立 ， 并 且 当 N 为 偶数 时 ， Fy. X(N. qd 
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TH 


oH 


图 47 N=16H 4-08) (A WAM LA PM e=8 BSC GUA MIE eR g 
OPER FAT. FOKSRK ARAN, ARABIA 
方块 和 空心 圆 表示 . 注意 FH AFE BAM, HA. AF. HOF 


MERA RTF, 由 N 个 实数 决定 ， 即 由 Fos Fue (4 N 是 偶数 
时 ) 以 及 复 值 变量 F，1 志 二 N/2 ( 当 N 是 偶数 时 有 N/2 一 1 4, 4 N 为 奇数 时 


有 (N 一 1)/2 个 ) 的 实 部 和 虚 部 分 量 所 决定 ， 
利用 向 量 的 记号 我 们 可 以 把 式 (46b) 写 为 F 二 下头 ， 这 里 下 是 长 度 为 N 的 列 回 
E, 它 的 元 素 是 Fo, F, ai. Fy-i, 是 一 个 NXN 的 矩阵 ， ERB CR, IG 


HE exp(—i2ntk/N)//N, 0<k, t&N-1, 47 示例 了 一 个 N= 16H 


EF. 
练习 [47] “验证 大 是 酉 矩阵 ， 即 Fa FHly, KB LH H 代表 埃 尔 米 特 


tem. 
提示 : 利用 练习 [29aj] 的 提示 ， 4 


HH EGR ALAR) X= FF, FFA 


er = FU? = (| Xi? = ex. 


上 式 表明 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 是 保持 能 量 的 (等 距 ) 变 换 , 由 于 Fi Fe ， 
当 N 为 偶数 时 ， 有 


N=} 
IEI = Ñ |F P =l F H Fm H2 2 IRP. 
nmp ISA N/2 
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= 一 一 


这 样 ， 我 们 就 可 以 将 {X,} 的 能 量 关 于 指标 &(0 委 & 壹 N/V2) 进 行 分 解 ( 如 果 N 是 奇 
数 ， 就 去 掉 Fy. TH). 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 在 很 多 应 用 方面 被 认为 有 用 的 ， 
A Ag nt ARP, 和 频率 S= N 能 联系 起 来 ， 因 此 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 
可 以 认为 是 关于 “频率 -频率 " 基 进 行 能 量 分 解 ， 建 立 这 种 关系 的 一 种 途径 就 是 注 
意 到 F, 的 计算 涉及 exp(— i2ntk/N) =exp(—i2atf,), ALA Reh (Euler) AX 
expl —~i2nt f) =cos(2rtf,) 一 isin(2xtf;)， 就 可 以 将 f 和 正弦 频率 联系 起 来 . BH 
一 种 方法 是 ， 如 果 对 于 固定 的 振幅 A、 固 定 的 频率 fi (0 三 k&" 夺 N/2) 和 固定 的 相 
位 $$， 有 X,=Acos(2xrfyt +9), BAM OSRSN/2, RNA 


NA?/4, k = k' #08 N/2; 
| F, |? = 4 NA?’ co! ($), k=k =OMN/2; (48a) 
0, 其 他 . 


即 当 指标 从 0 到 N/2 时 ， 频 率 为 fi 的 正弦 的 规范 正 交 离散 全 里 叶 变 换 仅 有 一 个 
单独 的 非 零 系 数 ， 并 且 这 个 系数 和 频率 f+ 有 关 ( 练 习 [3.4] 验 证 了 这 个 结果 ). 

在 一 些 特殊 应 用 中 ， 我 们 必须 考虑 每 次 观察 的 时 间 间 阳 At， 这 时 标准 的 频 
率 k/N 对 应 于 物理 频率 &/(NALt)， 例 如 ， 如 果 a= BH, BWA R/ (CNA) MEER 
R, PRN 次 周期 ( 即 赫 兹 ， 通 常 缩写 为 Hz). 


今 


N=] nj è 
-2 — 上 上 2 _ yl 2 48b) 
a2 N2 (X, X) NX X= a xit—X (48b 


是 采样 方差 . 因为 FuyVN== 和 ， 对 于 偶数 N 采样 方差 可 以 分 解 成 


= DURA X= Pl Pee l HA OD | Felts 

因此 2 | F | /VN 表示 对 频率 为 J/ (0 二 k 二 N/2) 的 {X,} 的 采样 方差 贡献 (对 于 奇 

数 N， 我 们 必须 去 掉 Fws 项 )，、 对 于 偶数 N， 方差 的 分 解 可 以 用 来 定义 {X,) 的 

离散 傅 里 叶 经 验 ( 实 验 ) 功 率 ( 即 取 样 变量 ) 谱 {Pr Cf: fi 三 hk/N, k=l, w, 
N/2} 

(2| Fe l?/N, 1<&k<N/2s 


Pfa) a (48c) 
| F, P/N, k = N/2. 


根据 这 个 定义 ， 我 们 有 DPO = 下 (对 于 奇数 N, 我 们 还 是 去 掉 Fv 项 ,功率 
谱 是 定义 于 频率 f = k/N,k = 1,2,…,(N 一 1)/2). 对 于 奇数 或 者 偶数 N，P, (了) 
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1.2 Fy. Xf {Na+} 
0.0 
一 1.2 
k 
0.2 Pri fx) AL{ X20} 
0.1 


0.0 f 
0.0 0.5 0.0 0.5 
fk fi 


图 49 图 42 FEAR at fe) E A 8 AR SE E E R Bt LA Xe, 的 规范 正 交 离散 傅 里 
叶 变换 正 如 上 面 一 行 所 示 . 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 的 实 部 和 虚 部 分 别 由 实 的 方块 和 
空心 加 表示 ， 对 应 于 规范 正 交 离散 传 里 叶 变 换 的 离散 经 验 功率 谱 在 下 面 一行 给 出 


中 的 频率 f 满足 1/ Nfi 夺 1/2. 

作为 例子 , 图 49 最 上 边 一 行 所 示 的 是 图 42 中 两 个 16 点 时 间 序 列 { Xi.,} 和 和 
{Xs} 的 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 。 对 应 的 离散 经 验 功率 谱 如 下 面 一 行 所 示 .， 尽 
管 这 两 个 时 间 序 列 仅 在 第 13 个 值 不 同 ， 但 是 他 们 的 规范 正 交 离散 传 里 叶 变 换 和 
谱 却 在 每 一 个 点 都 不 同 . 

现在 我 们 考虑 由 式 (46a) 表 示 的 X 的 傅 里 叶 重 构 


N-i N--1 
= FUR = J, (X, Fa) Fue = DF Fie. 
k=0 k0 


考虑 这 个 向 量 式 的 第 1 个 元 素 ， 我 们 得 到 相应 式 (46b) 规 范 正 交 离 散 储 里 叶 变 换 
的 道 


N-i 
X, E a F, eet/N ， i= 0, N 一 l: 
N t= =0 


下 面 ， 我 们 注意 到 ， 对 于 偶数 N, ic 


N-I 


2 Fs Fy. = Fo Fee + ža (Fs Fae + Fre Fr) + Fyn Fre 


Isik 


50 P 3 E 


850 {Xi} CK 42 Æ — Fas) 9 A Dran M Sra MERER k50, e, BOA 
上 到 下 ) 


(对 于 奇数 我 们 同样 去 掉 下 、 :项 )， 让 我 们 定义 


F, Fin Fv Fns LER<N/2; 
Dra = (50) 
Fy. Fynn. , k = N/2. 


练习 [50a] iFHD-.=2 RUF, Fe.) OMR<N/2, HPROF, 六. ) 是 一 个 
向 量 ， 它 的 第 & 个 元 素 是 复 变 量 PF, MEEF. 的 第 上 个 元 素 的 乘积 的 实 部 。 提 
AK: 先 证 明 Fy- Fx- SFe Fy. < 

HT F, 太 .一 X1， 其 中 1 是 一 个 由 1 构成 的 向 量 ， 则 


LN] 


xX = X1¢+ be Dries 


其 中 | N/2 | 表示 不 超过 NM/2 的 最 大 整数 (因此 ， 如 果 N 是 偶数 ， 则 | N/2 |= N/2; 
如 果 N 是 奇数 ， 则 | N/2 1= (CN 一 1)7/2)， 上 上 面 的 公式 根据 实 值 向 量 Dr 的 分 解 提 
供 了 一 个 额外 的 X， 其 中 每 一 个 Dr 都 和 一 个 频率 f, 相 联 系 . 
练习 [50b] 4 下 三 A 一 iB;， HO Dra Dra ISRON/2 ) 的 第 :个 元 素 ， 
证 明 
Dra = yl Avcostanfut) + Bysin(2xfit) l, 
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SF. 
OT 


‘hae | 
a 2 Cale =o 


图 51 (X2) (图 42 AATOM E Dran WE Sra MIRER. 
k=0, =, BOM EAP) 


它 表 明 Dr.* 是 实 的 并 且 和 频率 f AK. < 

我 们 称 Dr.; 为 阶 健 里 叶 细 节 . 图 50 和 51 的 第 一 列 分 别 显示 了 图 42 中 的 
两 个 时 间 序 列 {X1,,} 和 {X;.,} 的 傅 里 叶 细 节 ( 这 里 | N/2 | 二 8). 注意 到 虽然 这 两 
个 时 间 序 列 仅 在 上 =13 处 的 值 不 一 样 , 但 是 它们 的 Dz. 却 在 所 有 的 处 都 不 
相同 . 


令 
LN/2J 


£ 
Sra 三 X1 十 > Dr,j， 及 re 三 >, Drs 


j= k+l 


因此 ， 我 们 有 X= Srat Rear OMAK N/2 j( 这 里 Sr.o 三 XX1， 并 且 定 义 
Reinet —- PEM RM). 因为 56:4 是 由 采样 平均 和 XX 的 傅 里 叶 重 构 中 的 个 
最 低频 成 分 构成 的 ， 而 RRz.4 由 | N/2 」 一 个 高 频 成 分 组 成 ， 因 此 由 Sz. 的 元 
素 给 出 的 时 间 序 列 应 该 看 起 来 很 光滑 ， 相 反 的 RRz., 看 起 来 很 粗糙 (术语 “光滑 ”和 
“粗糙 ”是 由 Tukey 在 1977 ESIA WRD. RIIE Sr AR a DIA X He 阶 传 里 叶 
光滑 和 傅 里 叶 粗 糙 ( 工 程 师 们 通常 称 他 们 分 别 为 天 的 低 通 和 高 通 )， 网 50 和 图 51 
的 第 2 和 第 3 列 分 别 示 例 了 时 间 序 列 {Xi.,) 和 {X,,} 的 所 有 阶 的 全 里 叶 光 滑 和 


粗糙 . 


52 第 3 人间 
注意 到 我 们 可 以 用 投影 定理 把 Sr 解释 成 于 基于 基 向 量 和 大. Fins vets Fa 和 
Nae ee es Oe e as EZREN FH REB CR k=0, 那么 第 二 
个 集合 就 是 空 的 ). 相似 地 ， 和 rt， 0 委 & 一 | N/2 是 RET Pics Fipe =| 
Frou ye AUR ERE UE. 
最 后 ， 我 们 考虑 向 看 AX BY OA EB i A T E SH BET 
和 了 是 NXN BB, WE 
TX = [ Xni Xo, Xi stts Xn Xv (52a) 
和 
人 
并 月 令 T:X 二 TT 了 X, TPXSET TXT 等 ,注意 到 对 于 所 有 的 天 有 7T7:T X= 
X. KHET T =Iy. eT SET (正如 符号 所 暗示 的 )， 工 和 T 所 取 的 确切 


形式 分 别 为 
000 0 0 01 010 0 0 00 
100 0 0 00 0010 0 00 
a a a a a a 
0O 0 00 100 0000 0 01 
10 0 0 O = 0 10 1000 0 00 


从 这 可 以 明显 地 看 出 了 ' 二 TT '， 即 了 实际 上 是 一 个 规范 正 交 变换 . 

练习 [52] 对 于 任意 的 整数 m,， 证 明 7T”X HBR Bot KBB 
F,exp( —i2nmk/ N). < 

HF | Feexp(—i2amk/N) | = | F | ， 因 此 离散 傅 里 叶 变 换 的 经 验 功 率 谱 
iP:(f,)) 关 于 XX 的 循环 移 位 是 不 变 的 . 
3. 4 节 的 评论 与 扩展 

[1] 对 式 (46b) 的 规范 正 交 离 散 傅 里 叶 变换 和 式 (36g) 的 离散 傅 里 叶 变 换 进 行 
对 比 可 以 发 现 ， 这 两 个 变换 仅仅 差 了 一 个 因子 1/wN. 因此 ， 如 果 我 们 构造 了 一 
个 NXN 维 的 矩阵 丰 ， 它 的 第 (&，ji) 个 元 素 是 exp( 一 i12xtk/N)， ABA FX 将 生 
成 一 个 包含 的 离散 傅 里 叶 变换 的 向 量 ， 由 于 大 aa 下 不 等 于 单位 矩阵 I 而 等 于 
N 乘 以 J， 因 此 可 以 看 出 离散 健 里 叶 变 换 不 是 规范 正 交 变换 ， 但 是 可 以 叫做 正 
ZEAE, (FY 大 的 所 有 非 对 角 线 上 的 元 素 都 是 零 . 正如 我 们 所 定义 的 那样 ， 
采用 离散 傅 里 叶 变换 而 非 正 交 离散 傅 里 叶 变换 的 理性 来 自 于 卷 积 的 离散 傅 里 叶 变 
换 等 于 每 一 个 离散 傅 里 叶 变 换 的 乘积 ， 然 而 卷 积 的 正 交 离 散 健 里 叶 变 换 等 于 每 个 
正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 的 乘积 的 WN 倍 . 卷 积 在 小 波 理论 以 及 其 他 地 方 的 应 用 非常 
广泛 ， 没 有 显示 的 因子 VN 是 非常 方便 的 . 

[2] 规 范 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 固 有 的 周期 性 假设 对 于 许多 时 间 序 列 是 不 合适 
的 ， 特别 是 那些 | Xo 一 XN-i | 比 相 邻 观 察 的 典型 绝对 差 ( 即 | X,— A | 9 
/二 2，…，N) 大 很 多 的 那些 时 间 序 列 . 已 经 发 现 两 个 很 有 用 的 程序 ， 可 以 用 来 
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oe 


rar 


减弱 对 产生 的 分 析 的 影响 ， 即 逐渐 变 细 ( 有 时 称 为 加 窗 ) 和 将 大 延 拓 一 倍 ， 通 过 
在 六 的 结尾 加 上 它 的 一 个 倒序 形式 (第 二 个 程序 将 在 4. 11 Hite). BABAR 
是 给 一 个 序列 {a,} 乘 上 X WICK, a 当 t 趋 于 0 或 者 N 一 1 时 减 小 到 0， 使 得 X 
的 中 间 部 分 的 形状 基本 上 没有 太 大 的 改变 ， 通 过 强制 时 间 序 列 在 它 的 终点 处 趋 于 
0， 我 们 发 现 aoXosav-:Xw-:1， 因 此 周期 性 的 假设 是 有 些 合理 的 ， 

正如 我 们 将 在 4. 11 节 看 到 的 那样 ， 离 散 小 波 变 换 也 假设 周期 性 ， 但 是 变换 
的 局 部 化 性 质 使 得 受 影响 的 系数 的 个 数 比 规范 正 交 离散 传 里 叶 变 换 情 形 要 小 
得 多 . 


3.5 小 结 


这 里 我 们 总 结 一 下 本 章 的 主要 观点 ， 一 个 NXN 阶 实 值 矩 阵 O 〇 是 规范 正 交 
的 ， 如 果 它 的 转 置 是 它 的 逆 ， 即 如 果 O'O=Is， 其 中 I 是 NXN 阶 单位 和 矩阵. 
当然 还 有 OT 二 Ivy， 我 们 可 以 用 OO 左 乘 关 来 分 析 ( 分 解 ) 时 间 序 列 针 得 到 OO = 
OX， 一 个 包含 变换 系数 的 N 维 列 向 量 ; 同样 ， 给 定 QO， 我 们 可 以 合成 ( 重 构 )X 
因为 OrO=X， 如 果 令 O@. 是 一 个 列 向 量 ， 它 的 元 素 包 含 了 @ 的 第 7 ir. BAO 
的 第 j 个 元 素 O,; KAR, O.A. DERIT LAK X 的 重 构 表示 成 


N 一 1 


X= OrO = yoOo, =- Vx,O,. ) O;.. 
一 个 规范 正 交 变换 是 等 距 的 ， 这 意味 着 在 DIX? = | Xl = (Ol 的 意义 下 是 


保持 能 量 的 . 投影 定理 表明 ，X HREAN <N 的 向 量 O。. ，…， 
Ow-; 构 成 


N 一 1 


= = 510,0. 9 
j=0 


这 里 的 “最 佳 " 是 在 最 小 二 乘 意义 下 理解 的 ， 即 误差 向 量 C= X— XB). 

对 于 元 素 为 复 值 的 矩阵 DO 也 有 类 似 的 结果 .如 果 O"” O=Ixs, HPE H K 
示 埃 尔 米 特 转 置 ， 那 么 这 个 矩阵 就 叫做 本 矩阵 ， 当 然 ， OO" =Iy. wk, XA 
向 量 X 的 变换 系数 由 O 王 OKX 给 出 ， 其 第 j 个 元 素 是 DO, 一 (X，@O. 》， 其 中 加 .是 
ONS j TMA KH. BAAR PARA 


N-1 


N=} 
x = OO = D)O,0;. = >) (X: 0.) Oj.. 
j=0 


j=0 


ROMP: | XI? = Ol’ =D 1O; l. 当 针 用 复 值 向 量 代替 时 ， 上 面 


的 结果 仍然 成 立 . 
前 面 的 复 值 规范 正 交 变 换 的 例子 就 是 规范 正 交 离散 健 里 叶 变 换 (ODFT)， 是 


由 NXN EEFE, CHER, DTR E exp( —i2ntk/N)//N (KULIG IE 22 
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第 3 章 


离散 傅 里 叶 变 换 和 离散 傅 里 叶 变 换 的 区 别 就 在 于 因子 ， 参 看 式 (46b) 和 (36g)). 
这 个 变换 的 每 一 个 系数 都 和 一 个 特定 的 频率 ， 即 f; 二 k&/N， 联 系 ， 容 许 对 能 量 按 
频率 分 解 ， 通 过 按 频 率 对 重 构 向 量 进行 分 组 ， 我 们 就 可 以 将 XX 分 解 成 光滑 部 分 
Sra X 的 低 通 部 分 ) 和 粗糙 部 分 及 re(CX 的 高 通 部 分 )， 因 此 有 X= Sra t+ Rea. 
细节 D:.; 和 频率 六 有关 ， 它 表示 相 邻 两 个 顺序 的 光滑 部 分 (或 者 粗糙 部 分 ) 的 差 
2) BI Dra = Sra Sra- CM Dee = Ree Rra). 


3:6 
iSt] 


L3. 2] 


[3. 3] 


练习 


证 明 规 范 正 交 变换 O 〇 保持 内 积 ， 即 

‘OROY >) = (X.Y). 
这 里 我 们 定义 一 个 变换 ， 它 和 规范 正 交 离散 健 里 时 变换 非常 类 似 ， 不 同 
之 处 仅 在 于 这 个 变换 直接 用 正弦 和 余弦 而 不 是 借助 于 复 指数 . 设 是 一 
个 偶数 ， 假 设 O 是 一 个 NXN RER, CHB, DAER EO 0S 
k, t<N—1, Bh PRAM: 


V2/Neos([k + 2Jxt/N), ay oe eee ee E 
O. = [ma 1Jxt/N), k= 1,3,…,N 一 3; 

cos(nt)/ VN, k=N-2; 

\1/ JN; k=N-1, 


HEA] OMG EEE. 对 于 奇数 六 我 们 如 何 定 义 呢 ? 

这 里 我 们 考虑 类 型 [和 类 型 信 的 离散 余弦 变换 (DCT)， 它们 都 是 规范 正 交 变 
换 ， 工 程 师 们 对 此 应 用 很 广泛 ， 例 如 在 图 像 压 缩 中 ， 详 见 Rao and Yip(1990). 
(a) 设 是 一 个 NXN BHM, Bk, OD TRE 


V2 cos( nk +95), kst = 0, N- l, 


其 中 6 二 2,， a=1, k=1, =, N-1GER k= $ 0 行 的 元 素 都 是 1/ VN). 
证 明 O 是 一 个 规范 正 交 矩阵， 这 个 变换 就 是 人 们 熟知 的 第 [型 离散 余弦 
变换 

(b) 设 O 是 一 个 NXN BEF, Bk, OD TRE 

ti 十 0.5 

| 


2 cos (x(k +0. 5) > kt = 0,°* Wl), 
JN 


证 明 O 是 一 个 规范 正 交 和 矩阵 ， 这 个 变换 是 第 六 型 离散 余弦 变换 . 

(与 正 交 离散 傅 里 叶 变换 和 第 开 型 离散 余弦 变换 不 同 ， 第 了 型 离散 余 
弦 变 换 总 是 实 值 的 ， 和 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 类 似 ， 每 一 个 离散 余 粥 变 
换 系数 可 以 和 一 个 频率 联系 ， 但 是 要 注意 到 每 个 相 邻 频率 的 间隔 是 
1/2N， 是 离散 傅 里 时 变换 频率 间隔 即 1/N 两 倍 精 度 ， 和正 交 离散 伟 
里 叶 变 换 类 似 ， 第 开 型 离散 余弦 变换 的 基 向 量 中 有 一 个 是 常数 ， 因 此 
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[3.4] 


ETT 


[3:8] 


ESA 
[3.8] 


EAJ 


第 [型 离散 余弦 变换 系数 中 有 一 个 系数 和 采样 平均 X 成 正比 ; 2 SV 
型 离散 余弦 变换 不 成 立 ， 而 它 对 于 采样 平均 为 0 的 序列 是 非常 有 用 的 . ) 
如 式 (46b) 所 定义 ， 令 F, 是 长 度 为 N WIFI Xo, +s Xn- 的 规范 正 交 

离散 傅 里 叶 变 换 的 第 & 个 系数 ， 假 定 X,=Acos (rfet +o), JEP A 是 
MERR, =k /N BAER, O<R'<N/2, 8 是 固定 的 相位 . 
证 明 | F | 由 式 (48a) 给 出 ， 

证 明 对 于 A, =kA/N, 1X A<N/2, Pr fD = |] Dra IZN, HP 
P: fO FERS BS Bt 4 Dy HE R480) PE MOAR POP. 
Dr 是 第 & Bre By Aas ERGO He). 

TE, NBD EX Hk BOA, BAT" Drake TX WR 阶 傅 
里 叶 细 节 ， 其 中 了 在 式 (52a) 中 定义 ，m 是 任意 的 整数 . 

验证 图 50 MAACX, MER 42 的 标题 中 给 出 ). 
确定 循环 滤波 器 {al,: t= 二 0，…，NN 一 1) 使 得 用 {as,,} 对 XX 滤波 产生 以 健 
里 叶 光 滑 S7., 分 量 的 输出 .这 个 滤波 器 可 以 用 离散 傅 里 叶 变 换 来 实现 吗 ? 
考虑 下 述 形式 的 规范 正 交 和 矩阵 OO: 


人 
Z L 
1 1 
0 0 sa 0 0 0 0 
Z V2 
1 1| 
0 0 0 0 0 入 
a Zz | 
Tja t 9 o 0 0 0 o | 
I 2 
1 
0 0 一 — 0 0 0 o | 
D J2 V2 
E o 0 0 0 ~ 0 Wn 1| 
J2 2) 


RATE ESE A Ie TB EAA SB IE. & X fe 
图 42 所 示 的 包含 16 个 值 的 时 间 序 列 {Xi.,} 向 量 ( 时 间 序 列 的 值 在 图 的 标 
题 中 给 出 )， 使 用 16X16 型 的 矩阵 DO ， 计 算 并 且 绘 出 天 在 最 小 二 乘 意义 
下 基于 Cu. Ores vets Or. CEIA O BIBT 8 行 的 元 素 所 形成 的 向 量 ) 的 般 


EX. I 3. 2 节 中 关于 投影 定理 的 讨论 .重复 上 面 的 步骤 可 以 得 到 基于 
Ones Once ey Ons WERDOR E Xes. X BEAK. 和 和 中 
重 构 X? 


4 ie 
离散 小 波 变换 


4.0 引言 


在 这 一 章 ， 我 们 引入 离散 小 波 变换 (DWT)， 它 是 用 小 波 变 换 研 究 时 间 序 
列 的 基本 工具 ， 其 作用 有 如 离散 傅 里 叶 变 换 在 频谱 分 析 中 所 起 的 作用 我们 只 
假定 读者 熟悉 第 2、3 章 给 出 的 线性 滤波 理论 和 线性 代数 的 基本 概念 . 我 们 将 
在 这 些 基本 概念 上 逐渐 深入 ， 对 于 很 熟悉 这 些 领 域 的 读者 ， 这 也 许 是 不 必要 
的 .我 们 鼓励 这 些 读 者 只 读本 章 每 一 节 的 关键 结论 和 定义 ， 或 者 直接 跳 到 
4. 12 节 ， 这 一 节 包含 了 离散 小 波 变换 简要 的 自 含 讨论 . 若 想 进一步 了 解 离散 
小 波 变换 ， 可 参看 Strang(1989，1993)，Rioul and Vetterli(1991), Press 等 
(1992) 和 Mulcahy(1996). 

这 一 章 下 面 的 部 分 是 按 如 下 方式 组 织 的 . 4. 1 节 主 要 用 哈 尔 小 波 和 D(4) 小 波 
作为 例子 ， 给 出 了 离散 小 波 变换 的 一 个 定性 描述 ， 离 散 小 波 变换 严格 的 数学 推导 
从 4. 2 节 开 始 ， 给 出 了 小 波 滤波 器 的 定义 ， 并 且 讨 论 了 一 个 滤波 器 是 小 波 滤波 器 
所 必须 满足 的 基本 条 件 ， 4. 3 节 给 出 了 尺度 滤波 器 ， 它 可 以 从 小 波 滤 波 器 以 一 种 
简单 的 方式 构造 出 来 . 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 可 以 一 起 用 来 确定 计算 (和 精确 
定义 ) 离 散 小 波 变换 的 塔 式 算 法 . 在 4.4、4.5 和 4.6 节 我 们 将 详细 讨论 这 个 算 
法 . 4.7 节 讨论 了 “部 分 ”离散 小 波 变 换 的 概念 ， 接 着 我 们 在 4.8 和 4.9 节 讨 论 了 
两 类 特殊 的 小 波 滤波 器 (分 别 是 Daubechies 滤波 器 和 Coiflet 滤波 器 )，4. 10 节 将 
给 出 离散 小 波 变换 分 析 心 电 图 数据 的 一 个 实例 .4. 11 节 讨 论 了 实际 中 计算 离散 
小 波 变换 中 会 磁 到 的 一 些 问 题 ( 如 何 选择 小 波 ， 边 界 条 件 的 处 理 问 题 ， 如 何 处 理 
不 是 2 的 整数 寡 长 的 时 间 序 列 ， 选 择 “ 部 分 ”离散 小 波 变 换 的 分 解 层 数 等 问题 )， 
4.12 节 总 结 了 这 一 章 的 内 容 . 


H+) mE HR 57 


sera HHH 


RA REAERARSEAL AEM 


图 57 SE FOR AR) UE AD BD i TT ew. HP N= 二 16， n=0 到 7( 左 图 从 上 
FF), n=8 到 15( 右 图 ) 


4. 1 离散 小 波 变 换 的 定性 描述 


和 3. 4 节 中 讨论 的 规范 正 交 离 散 傅 里 叶 变换 (CODFT) 一 样 ， 序 列 { X,} 的 离散 
小 波 变 换 (DWT) 也 是 一 种 规范 正 交 变换 .如果 我 们 用 {WW,: n=0, 1, NoD 
示 离 散 小 波 变换 的 系数 ， 则 可 以 将 序列 六 的 离散 小 波 变换 写成 W==W Xx, HP 
W 是 长 度 为 N= 二 27 的 列 向 量 ， 其 第 个 元 素 是 第 nn 个 离散 小 波 变换 系数 W,. W 
是 N XN PLEER, CELT AROE H AW EW W = IN (需要 限制 序列 
X 的 长 度 为 2!， 参 见 4.7、4. 11 和 5.0 节 的 讨论 )， 类 似 于 规范 正 交 离散 传 里 叶 
变换 ， 规 范 正 交 性 条 件 意味 着 X= WW 有 是 上 WI = WX. AW 表示 第 
个 离散 小 波 变换 系数 贡献 的 能 量 . 

规范 正 交 离散 全 里 叶 变 换 的 系数 是 和 频率 相 联 系 的 ， 而 和 离散 小 波 变 换 的 第 
nn 个 小 波 系 数 W, 相 联 系 的 是 某 一 特定 尺度 和 特定 时 间 段 ， 为 了 说 明 这 一 点 ， 
图 57 给 出 了 对 于 N=16 的 哈 尔 离散 小 波 变换 的 W 的 元 素 用 一 行 行 的 实心 方块 表 
示 出 来 ， 其 简单 的 结构 便于 我 们 说 明 问 题 (历史 上 哈 尔 离散 小 波 变换 可 以 认为 是 
第 一 个 离散 小 波 变换 ， 因 为 它 和 哈 尔 在 1910 年 构造 的 在 区 间 ( 一 2e，s) 上 的 平 
方 可 积 函 数 空间 的 规范 正 交 基 是 类 似 的 ， 细 节 请 参见 第 1 章 和 第 11 章 )， 在 这 幅 
图 中 ， 水 平 线 上 的 实心 方块 对 应 的 W 的 元 素 是 零 . 因此 我 们 看 到 每 一 行 个 数 不 
等 的 非 零 元 素 位 于 不 同 的 位 置 (与 时 间 段 相关 )， WR, WHO, 8, 12, 14 和 
15 个 元 素 为 


| l 1 1 1 
T —|— i 00 t 一 | 一 二 ,一 一 ,一 一 70，，…， 
Wo. | JE a2 oeno], Ws. | 2 ae Seale 0110] 
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WwW! 了 1 a . 1 o] 
8 8 V8 We A 
1% 4 个 
nd pee Ee ee ee S ee eee A 
wi, = | A PT’ ral Ww =| |, 
aoe crt = 


本 af 
剩 下 的 11 行 是 将 上 面 这 几 行 平移 后 得 到 的 结果 : 
Wi. = T’ Wo. W. STW. œ Wr. = TW. 
W. = TW. Wow = TË Wee Wia. = T Wi. 
Wis. = Tf Wi. 
通过 构造 ，W 的 每 一 行 都 具有 单位 能 量 ， 并 且 由 图 容易 看 到 任意 不 同 的 两 行 其 
内 积 均 为 零 ， 因 此 WW 就 是 一 个 规范 正 交 阵 . 
练习 [58] 对 于 六 一 2 ， 给 出 哈 尔 离散 小 波 变换 的 矩阵 W 元 素 的 形式 化 定 
义 ， 并 简要 说 明 为 什么 W 是 一 个 规范 正 交 和 矩阵 . 4 
现存 让 我 们 来 定义 尺度 这 个 概念 的 确切 含义 ， 对 于 一 个 正 整 数 4， 令 


A=] 
XQ) = TX 


表示 4 个 从 下 标 :一 4 十 1 到 1 这 几 个 相 邻 数据 的 平均 (注意 到 X, O) 二 X,， 可 认为 是 
单 点 平均 ， 叉 、,(N) 二 天， 即 所 有 数据 样本 平均 )， 我 们 称 下 (4) 是 在 尺度 A 上 从 时 
fa] 1 一 4 十 1 到 1 的 样本 平均 ， 由 于 W=W X, 考虑 WW 的 每 一 行 ， 我 们 可 以 写成 


i 
f2 
K gA E ore 
W, F(X +X 一 X Se 
W, : 
1 
= = — 5 一 着 3 一斑) 
W Wa | 2 (Xis 十 Xi xX 2 
Wil | Lex, +--+. 一 太一 … 一 2 
Wis ue 
Wi, poe eae — + — X,) 
Ws | 


CX 十 ke + X; = X: — se Xo) 
7 (Xs a S d 
使 用 义 ,(4) 的 定义 ， 可 以 重新 将 W, BA 
n = e 
= gA D SRU pte -X.N 
W, = X, (2) 一 总 (2) Wi = X15 (2) — X,;(2), 
W, = V2(X7(4) — X3(4)J,Wis = V20Xis (4) — Xu (4), 


W = 2[X1,(8) 一 X (8)]， 
Ws 一 4X,,(16). 
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注意 前 8 个 离散 小 波 变换 系数 WW,。，…，W; SX ) 在 尺度 1 上 的 相 邻 平均 的 差分 
成 正比 ; 接 下 来 的 4 个 We，…，VWm) 与 尺度 2 上 的 相 邻 平均 的 差分 成 正比 ; We, 
Ws 与 尺度 4 上 的 相 邻 平均 的 差分 成 正比 ; Ww 与 尺度 8 上 的 相 邻 平均 的 差分 成 正 
比 ; 最 后 一 个 系数 Ws 与 全 部 数据 的 平均 成 正比 . 

对 于 一 般 的 N=2) 和 哈 尔 离散 小 波 变换 以 及 本 章 所 讲 的 其 他 离散 小 波 变 换 ， 
W 的 元 素 可 以 按 特定 方式 排列 ， 使 得 离散 小 波 变换 的 前 N/2 个 系数 与 尺度 1 的 
相 邻 平均 差分 有 关 ， 接 下 来 的 N/4 个 系数 与 尺度 2 的 相 邻 平均 差分 相关 ， 依 次 类 
W, HIRA Wsu A Ws SRE N/4 AY FASB ES HK, We FRI N/2 
的 相 邻 平均 差分 相关 ， 最 后 一 个 系数 Wy 与 全 部 数据 的 平均 成 正比 . ERE r 
E, j=l, =, J, BA N/(2z;) 个 离散 小 波 变换 系数 与 差分 相关 (注意 二 三 1 和 
ri 一 N/2). 此 外 ， 最 后 一 个 系数 Wr- 与 尺度 N 的 平均 相关 . 前 N 一 1 个 与 各 尺 
度 的 相 邻 平均 差分 相关 的 系数 称 为 小 波 系 数 ， 而 系数 Wr-; 则 称 为 尺度 系数 ， 关 
于 某 一 尺度 的 多 的 各 行 是 其 中 任 一 行 的 循环 平移 ， 对 于 尺度 ye HWI EF 
移 的 跨度 为 2ri 一 2/. 

重要 的 是 注意 到 ，r, 是 没有 单位 的 标准 化 尺度 .在 实际 应 用 中 ， 我 们 必须 考 
虑 采样 间隔 At， 这 时 标准 尺度 o 就 相当 于 实际 的 物理 尺度 tj;At， 举 个 例子 ,在 
4.10 节 我 们 将 会 讨论 心电图 记录 的 时 间 序 列 ， 其 采样 率 为 每 秒 180 个 样本 ， 因 
此 采样 间隔 是 At 二 1/180 秒 ， 物 理 尺度 mA 因此 以 秒 为 单位 测量 ,例如 标准 尺 
度 的 r =4 对 应 的 物理 尺度 为 r At 二 1/45 $. 

每 个 尺度 上 的 每 个 小 波 系 数 在 时 间 上 也 具有 局 部 化 特性 . 在 上 面 的 例子 中 ， 
W, 的 值 只 涉及 :==0 和 1 处 的 时 间 序 列 值 ， 而 Ws 的 值 和 :==0，1，2，3， 的 时 间 
序列 值 都 有 关 ， 作 为 对 比 ， 回 想 规范 正 交 离散 传 里 叶 变换 的 变换 系数 在 任何 意义 
下 都 不 是 局 部 化 的 ， 这 是 以 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 为 代表 的 全 局 变换 和 局 部 化 
离散 小 波 变 换 的 重大 区 别 ， 小 波 系数 的 概念 只 和 {X,) 在 不 同 部 分 的 (加 权 ) 平 均 的 
(各 阶 ) 差 分 相关 ，{X,} 按 时 间 段 集中 不 仅 对 哈 尔 离散 小 波 变 换 是 特别 的 ， 而 且 也 
是 所 有 小 波 变 换 的 基础 (在 第 1 章 我 们 已 经 论证 了 这 一 点 ). 

作为 不 是 哈 尔 离散 小 波 变换 的 离散 小 波 变换 的 例子 ， 图 60 表示 相应 D(4) 小 
波 的 N=16 点 离散 小 波 变换 的 矩阵 MXV，D(4) 是 4 项 成 员 离散 Daubechies 小 波 
(这 类 小 波 将 在 4. 8 节 中 正式 定义 ; 哈 尔 小 波 是 2 项 成 员 小 波 ). 和 前 面 一 样 ， 短 
阵 W 的 前 8 行 对 应 于 尺度 为 1 的 情形 (参见 这 一 节 评 论 与 扩展 的 第 2 条 )， 这 些 行 
的 每 个 元 素 基 于 如 下 四 个 非 零 值 : 

nlo, + + 
~ af | 4/2 4/2 4/2 
例如 ， 我 们 有 
WwW). = Th, sho 0,20 Osh sh) 和 Wi. = [ha shz shi sho '0," 0]; 


12 个 0 12 个 0 
BIW. =T? Wo.. W 的 规范 正 交 性 要 求 
| Wo. ||? = hi4 kè +h? +h = 和 (Wo. Wi.) = hohe hih; = 0, 
(59b) 
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图 60 基于 D(Cd4) 小 波 的 离散 小 波 变换 的 矩阵 的 行 向 量 WI. ， 其 中 N= 二 16， n=0 到 7( 左 图 从 上 上 
A F), n=8 到 15( 右 图 ) 


这 一 点 读者 容易 验证 . 


现在 ， 在 单位 尺度 上 的 哈 尔 离散 小 波 变换 只 基于 两 个 值 ， 即 十 和 一 二 . E 
Vi AZ 


如 我 们 前 面 所 指出 的 ， 单 位 尺度 上 的 每 个 哈 尔 小 波 系数 可 以 通过 相 邻 ” 单 点 平均 ” 
之 间 做 一 阶 向 后 差分 乘 以 一 个 适当 尺度 得 到 ， 使 得 WocXzn+1 一 Xin 对 nn 二 0，…: 
7 成 立 ， 相 应 地 ， 在 单位 尺度 上 的 D(4) 小 波 系数 也 可 以 通过 做 相 邻 两 点 加 权 平 均 
的 二 阶 向 后 差分 得 到 ， 即 先 通过 式 Y = 一 aX, 十 5X,-: 得 到 加 权 平 均 ， 然 后 再 对 Y， 
做 二 阶 向 后 差分 ， 也 就 是 做 一 阶 向 后 差分 后 再 做 一 阶 向 后 差分 ， 于是， 如 果 Y = 
Y, 一 多 -表示 {Y,} 的 一 阶 向 后 差分 ， 则 二 阶 向 后 差分 可 表示 为 


Y® =YP YP =Y, — 2Y, +Y, 


选择 特定 的 a 和 5， 单位 尺度 上 的 D(4) 小 波 系数 由 下 式 给 出 : 
W, = Yori — 2Y an + Yor 
= AX 29s) + OX on 一 2(aXa + OX 1) 十 aX2 + OX omz 
= aX mi + (b— 2a)Xm + (a — 2b) Xm! + bX m SA 
= ho Xom thi Xz + ha Xom + hs Xom. 
其 中 ==0，…，7( 这 里 我 们 必须 定义 -三 Xis 和 XX-, 二 Xi,， 即 假设 序列 是 循环 
的 )， 式 (59b) 的 两 个 条 件 可 以 用 来 求 得 a 和 4 的 解 ， 由 此 得 到 在 前 面 式 (59a) 给 
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出 的 hos his he 和 h;3， 这 是 解 的 一 种 结果 (参见 练习 [4. 1]). 

现在 ， 让 我 们 直观 地 比较 一 下 哈 尔 离散 小 波 变换 的 W 相 应 单位 尺度 上 (图 57 
中 二 0 到 7) 的 行 向 量 和 对 应 尺度 2 上 (图 57 中 2=8 到 11) 的 行 向 量 ， 对 应 尺度 
2 的 行 向 量 的 非 零 元 素 都 是 单位 尺度 上 的 行 向 量 的 非 零 元 素 的 “伸展 和 压缩 ”( 在 
更 高 的 尺度 上 也 是 如 此 ).， 有 了 这 种 思想 (再 稍微 发 挥 一 下 想象 力 1) ， 观 察 一 下 
图 60， 我 们 会 发 现 D(4) 小 波 也 有 同样 的 模式 .我 们 将 在 4.5 节 和 4.6 节 中 看 到 ， 
尺度 大 于 等 于 2 时 对 应 的 行 向 量 的 非 零 元 素 确实 是 由 单位 尺度 的 行 上 的 非 零 元 素 
的 “伸展 和 压缩 ”得 到 的 (“伸展 和 压缩 ”的 相应 定义 也 在 这 两 节 中 讨论 ). 

我 们 上 面 看 到 的 对 于 蛤 尔 离散 小 波 变换 和 DA) 离散 小 波 变 换 的 模式 对 其 他 
的 Daubechies 小 波 也 是 成 立 的 ( 详 见 4.8 节 )， Ri, HFE LALN, ik 
hos his cts h 1 代表 WW 的 对 应 单位 尺度 的 行 向 量 上 的 非 零 元 素 ， 单 位 尺度 上 每 
一 个 小 波 系数 可 以 通过 对 相 邻 (1L/2) 个 数据 点 的 加 权 平 均 做 (L/2) 阶 向 后 差分 再 
乘 一 个 因子 得 到 . 知道 了 工 /2 个 权重 系数 ， 就 可 以 知道 所 有 的 h，h, 可 以 通过 
类 似 式 (59b) h L/2 RRE, MEELA = H 

hoh: + hih; ++ +hy-shi-1 = 0 
hohy + hihs to + his himi 5 0 ae 
hohi-2 + hihi- = 0 

( 即 {h,) 与 它 自 身 的 偶数 平移 是 正 交 的 )， 这 上 L/2 个 方程 的 解 并 不 是 唯一 的 ， 因 此 
还 需要 其 他 条 件 ( 比 如 极 值 相位 或 最 接近 对 称 ， 这 将 在 4. 8 节 中 讨论 ) 的 限制 来 得 
到 唯一 解 ， 单 位 尺度 上 的 非 零 元 素 可 以 通过 适当 的 “伸展 和 压缩 "唯一 地 确定 更 高 
尺度 上 的 行 向 量 . 

现在 我 们 把 向 量 W 分 解 成 J 十 1 个 子 向 量 ， 前 J 个子 向 量 记 为 Wj,，j 三 1,，…， 
J， 第 个 这 样 的 子 向 量 包含 了 全 部 关于 尺度 n 的 离散 小 波 变换 系数 .注意 W, 是 
N/2 个 元 素 的 列 向 量 ， 最 后 的 子 向 量 W RASREARW.. 之 后 ， 能 再 


(61b) 
当 N=2/=168t, J=4, RMA 
wi = [W, W, Ww, »W; W, „W; We W; | 
Ww: = LW, Ws Wio Wa] 
wi = [W Wai] (6lc) 


Wi z [Wa] 
Vi = [W:s]. 


n loga (7; ) 


图 62 图 42 中 的 两 个 时 间 序 列 的 哈 尔 离 散 小 波 变换 ， 离 散 小 波 变换 系数 W 在 左 图 中 给 出 ( 相 
应 的 离散 经 验 功率 谱 在 右 图 给 出 )， 细 的 点 划 线 描 出 了 子 向 量 W, We, W, W, 和 V, 
CHID); W, 在 Ws; MV, 之 间 , 不 过 由 于 空间 不 够 ， 我 们 没有 标 出 


我 们 现在 可 以 将 保持 能 量 的 条 件 写 成 
J 
Wx? = iwi? = Dd w+ v i’. 
于 是 |W, |? 表示 尺度 m 上 的 变化 对 {X,} 的 能 量 的 贡献 。 练习 [97J 建 立 了 对 使 用 


Daubechies 小 波 构 成 的 全 部 离散 小 波 变换 都 成 立 的 等 式 Wr-1/VN= 二 XX， 由 于 这 
个 结果 意味 着 |V || := 二 NX*， 因 此 我 们 能 将 样本 方差 分 解 为 


} 
zesty xpt—ea=tiwy re = .Wa 
a= VIX? -X= NIwl -X= NZ WI (62) 


Alte, IW I °/N 表示 {X,} 尺 度 o 的 改变 对 样本 方差 的 贡献 这 个 样本 方差 的 
分 解 式 可 以 用 来 把 序列 {X,}) 的 离散 小 波 变 换 的 经 验 功率 谱 {Pyw C): g =l, 2, 
和 N/2}) 定 义 为 


J 
Pul) = UW, 1 ， Pee, ED) PwC) = âh, 
2 


这 个 式 子 和 式 (48c) 给 出 的 规范 正 交 离 散 传 里 叶 变 换 是 等 效 的 . 
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作为 一 个 例子 ， 图 62 左边 的 图 形 表 示 图 42 中 的 两 个 16 点 时 间 序 列 {X } A 
{XX;.,}) 的 哈 尔 离散 小 波 变换 .图 62 右边 的 图 形 表示 相应 的 离散 小 波 变换 的 经 验 功 
率 谱 ， 注 意 这 两 个 序列 第 13 个 值 的 影响 的 差别 只 影响 Ww, W AW, 中 的 一 个 系 
BM, URW, AV, 中 的 一 个 系数 . 然而， 由 于 谱 是 由 给 定 尺 度 的 所 有 点 决定 的 ， 
因此 这 两 个 序列 的 谱 在 各 个 尺度 上 是 不 同 的 . 

和 离散 傅 里 叶 变 换 的 经 验 功率 谱 对 比 ， 离 散 小 波 变换 的 经 验 功 率 谱 一 般 在 XX 
的 循环 平移 中 不 是 不 变 的 ， 作 为 一 个 例子 ， 考 虑 单位 变 差 时 间 序 列 X 王 LO0，0， 

2, 2, 0, 0，0,，0j:， 其 离散 哈 尔 小 波 变换 的 经 验 功 率 谱 由 下 式 给 出 : 
fl, j=l; 


P(t) = io; - 一 2 或 4. (63a) 
而 循环 平移 序列 L0， 0, 0, —2, 2, 0, 0, Oo} A 
1/2, =l; 
Pyle) = en (63b) 


(练习 [4. 3] 将 验证 上 式 . ) 
现在 考虑 公式 (46b) 指出 的 X 的 小 波 重 构 : 
X= WW= Siw, W,. -5 WIW, + VV, (63c) 
ae ALV, JEW A947 oP E PE, 与 W ay Sp He Wi, +. W, V; 对 应 W 


此 了 N XN REW, 是 由 从 W 的 0 到 n= 他 一 1 行 构成 的 ; Ax N WEW.: 是 由 从 


Wit n= al n= 行 构成 的 ， 依 此 类 推 ， 最 后 到 1X N PEW, MV, E 
们 是 W 的 最 后 两 行 ， 因 此 我 们 有 
W: 
W: 
W = v ia (63d) 
W; 
V, 


其 中 W, ENX NERE, j=l, core J TV 是 有 N 个 元 素 的 一 行 向 量 (实际 上 


其 所 有 元 素 都 等 于 下， 参见 图 57 和 图 60 中 第 15 行 的 图 形 ， 并 见 练习 [97]). 


在 N=16 点 离散 小 波 变换 的 例子 中 ，W, 是 8X16 矩阵， 它 的 行 是 你 的 前 8 
行 ; Ell 
W, = [Woe > Wie sWe »Wae Wie Ws. s Wes Wi. J3 
Aes, W: 是 如 下 的 4X16 和 矩阵 : 
= [Ws. Ws. Wios Wn. J)’ 


ee Bit 


D, Af AN a} 


R, 


oe + ee 2 oe a 


和 


l 
+ Lael at 


~ 了 
» 


. i e lee 1 了 
i 


. 
iri 


图 64 :Xi.,}( 上 面 的 图 ) 和 {1X;.,}( 下 面 的 图 ) 的 j=0 FAR OR AAT DD, 、 光 滑 S 和 粗 
米 凡 ;,。 对 任意 给 定 的 7， 我们 有 S, 十 及 ; 二、 第 j 层 细节 可 以 认为 是 两 个 相 邻 尺度 的 
光滑 或 者 两 个 相 邻 尺度 的 粗粮 的 差 ， 即 人 D; =S 一 S 和 了 刀 王 太一 及 | 


MW:, W AV, 是 如 下 给 出 的 2X16、1X16 和 1X16 矩阵; 


Wi = [Wie Wi], Wi = Wi. V= WE 


现在 ， 我 们 定义 N HE HD, SW W,, j=l, =. J, CEN 维 列 向 量 ， 每 
个 元 素 与 尺度 为 t5 时 中 的 变化 相 联 系 ; 即 Wj 三 WX Ra W=W X ER c, 
LAHE, WW, WUE X = WW ERE 上 的 分 最 . SS =V, EA 
式 [97] 所 指出 的 ，S; 的 每 个 元 素 都 等 于 样本 平均 站 .现在 我 们 能 写 


J 
X= >) D,+S,, (64) 
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D; , 对 {Xi} 


Dj + 对 {X24} 


Ui 


bd 人 


图 65 {Xi,,}( 上 面 的 图 ) 和 {X;,,)( 下 面 的 图 ) 的 D(4) 小 波 的 细节 D,、 光 滑 S; MAR. RH 
图 和 前 面 哈 尔 小 波 的 图 是 相对 应 的 .比较 这 两 幅 图 我 们 可 以 发 现 对 于 一 个 给 定 的 时 间 
序列 来 说 ， 它 的 哈 尔 和 D(4) 的 光滑 S 完全 吻合 ， 因 为 这 两 个 变换 的 V 是 一 样 的 (由 
EXA, MPR 也 是 相同 的 ) 


它 定义 了 序列 X 的 一 个 多 分 辨 分 析 (MRA);， 即 我 们 将 序列 发 表示 成 了 一 个 
常数 向 量 S, AJARI KARD G=, = DHA, KF D 每 一 个 都 包 
含 与 在 某 一 尺度 上 的 变化 有 关 的 一 个 时 间 序 列 ， 我 们 称 D; 是 第 j 层 小 波 
细节 

图 64 中 顶部 与 底部 两 幅 图 的 最 左面 的 图 是 对 图 42 中 {Xi,,} 和 {X;,,} 做 哈 尔 
小 波 变换 得 到 的 细节 (这 里 了 一 4， 因 为 N=16=2). 我 们 来 比较 一 下 它们 在 单 
位 尺度 上 的 细节 D. 注意 这 两 个 序列 唯一 的 不 同 是 第 13 TE. M Xn = 
-Xn ED 这 表现 为 在 :==12 和 ==13 时 两 个 值 不 一 样 。 为 看 到 为 什么 这 种 现 


BRE, ERD, = WW, = XW, W.. ,并且 回 忆 这 两 个 序列 在 单位 尺度 上 的 小 


波 系数 只 有 W 是 不 一 样 的 (参见 图 62 中 最 左面 的 图 )， 因此 细节 了 人 只 在 上 一 12 
Alr=13 时 不 一 样 ， 因 为 Ws. 只 在 这 两 个 指标 (参见 图 57) 上 有 非 零 元 素 . 65 
中 顶部 与 底部 两 幅 图 的 最 左面 的 图 表示 相应 地 使 用 D(4) 小 波 变换 得 到 的 细节 图 . 
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这 时 两 个 序列 的 细节 DD 在 6 个 指标 上 都 不 一 样 ， 即 在 1 二 10，…，15 上 不 同 
(练习 [4.4j 说 明了 为 什么 会 这 样 )， 于 是 和 其 他 比 哈 尔 小 波 更 宽 的 小 波 相 比 ，D(4) 
的 多 分 辨 分 析 局 部 性 要 差 些 ; 另 一 方面 ， 通 过 图 64 和 图 65 的 比较 我 们 可 以 发 现 哈 
尔 小 波 变换 的 细节 的 光滑 性 比 DC4) 离 散 小 波 变换 的 细节 要 差 些 (注意 Di, 就 是 这 
样 )， 哈 尔 小 波 变 换 的 细节 由 于 受到 其 块 状 结构 的 影响 而 不 能 具有 很 好 的 光滑 性 . 
W 的 规范 正 交 性 意味 着 对 于 yj, kJ, 
了 k = j; 
D, D = W; W, W, W: = 
其 他 ， 
Aik || D, t= |W, ?, FFB. 利用 式 (62)， 我 们 有 
J 
=D Dl j=l, 
其 中 1 D ZN 可 以 解释 成 NN 个 元 素 的 了 Pi 的 样本 方差 . 离散 小 波 变 换 的 经 验 功率 
谱 P(r) 三 上 We */N， 因 此 可 以 用 细节 来 表示 ， 即 Pw(r)= || D, P/N. 
练习 [66] 我 们 定义 了 XX 的 样本 方差 是 
sk = 2X —X = SIX, 
firth X EX 元 素 的 样本 均值 ， | D N 可 以 认为 是 了 的 样本 方差 .但 是 这 和 
我 们 定义 的 a 是 不 一 致 的 : 我 们 没有 减 去 DD, 的 样本 均值 的 平方 ， 请 你 解释 为 什 
么 实际 上 这 两 个 定义 是 一 致 的 ! (可 以 参见 练习 [97] 的 结果 . ) a 
回忆 我 们 定义 了 S = 7V ， 这 是 一 个 向 量 ， 它 的 元 素 是 所 有 的 入， 对 OSs 
J 一 1， 令 
J 
S= >) D+S). (66a) 
HTX F jl 有 
X- S; = 3 Di» 
我 们 可 以 证 明 S, 是 光滑 化 后 的 和 X， 因 为 两 个 向 量 之 差 仅 涉及 尺度 二 2 ”的 细节 
并 且 更 小 ， 因 此 随 着 指标 7 的 增加 ，S, 应 该 看 起 来 更 光滑 (因为 我 们 注意 到 在 
j 三 时， 所 有 的 元 素 都 相等 )， 我 们 称 S; BX 的 第 j 层 小 波光 滑 . 类似 地 ， 我 们 
定义 六 的 第 j 层 小 波 粗糙 为 
le 人 0; 
=— J 66b 
i Ð D 1<i<7, l 
于 是 有 X=S, +R, 对 所 有 的 7 成 立 . 注意 Si 一 Si+ = P+ AR: as Ry Didis 
即 细节 是 相 邻 的 两 个 光滑 之 差 或 相 邻 的 两 个 粗糙 之 差 . 图 64 中 间 和 右边 一 列 给 
出 了 哈 尔 小 波 对 序列 {Xi.,}( 上 图 ) 和 {X,.,}( 下 图 ) 的 各 个 水 平 的 光滑 和 粗粮 ; 
图 65 则 给 出 了 D(4) 小 波 的 光滑 和 粗糙 . 


4. 1 节 的 关键 结论 与 定义 

在 限制 假设 时 间 序 列 的 长 度 是 N= 27 REF, NXN 的 规范 正 交 离散 小 
波 变换 矩阵 的 行 可 以 分 组 成 了 十 1 个 子 和 矩阵， 相应 的 离散 小 波 变换 系数 向 量 W 也 
被 分 块 : 


-W, W, 
W: W:X 

W X = 下 一 | : = = W, 
W; W,X 
Vy VX 


HPW, ft N/2’ XN HEADY, 是 1XNN HEBD; W 是 长 为 N/2’ 的 列 向 量 ; Vj 包含 
了 W 的 最 后 一 行 元 素 ， 在 每 个 W; 中 ， 每 一 行 都 是 其 中 任 一 行 的 循环 平移 ， 并 且 
是 两 两 规范 正 交 的 (因为 W 是 规范 正 交 矩阵)， 向 量 W, 的 小 波 系 数 是 在 尺度 ,= 
2 "上 对 序列 相 邻 的 (加 权 ) 平 均 后 再 做 (不 同 阶 的 ) 差 分 ,而 V, 中 的 尺度 系数 等 
于 序列 X 的 样本 平均 X 乘 以 WN. 由 于 W 的 规范 正 交 性 和 VV, 的 特殊 形式 ， 我 们 
可 以 将 天 的 样本 方差 (经 验 功率 ) 分 解 (分 析 ) 成 相应 太 度 m ，…，ri 上 的 分 量 : 


J J 
Ae ó _ 1 , 
a= 5 Ixl -X = wi?—* = dy IW I? = D PwC), 


其 中 序列 { Pr )} 是 离散 小 波 的 经 验 功率 谱 ， 对 W 和 WW 也 进行 相应 的 矩阵 分 块 ， 
我 们 可 以 将 天 表示 成 了 十 1 个 长 为 N 的 向 量 的 和 ， 其 中 前 J 个 是 各 尺度 上 的 变 
化 ， 最 后 一 个 向 量 S) 的 所 有 元 素 都 等 于 样本 均值 ， 


X= WTW = CWE, WY, , WIO VI] 


= as: WIW, + VV, = 3 Di + S;. 
AA ID, =W 上，j 二 1，…，J， 在 各 个 尺度 上 的 方差 分 析 (ANOVA) 可 
以 重新 表示 为 
= EI Dl 


细节 向 量 可 以 逐次 相 加 得 到 第 j 层 光滑 和 粗糙 
J j 
= 》 D+S), R= J, Ds, 


k=j+1 


借助 于 此 ,我 们 有 X= S; 十 RR;，j 二 1，…，J. 第 j 层 光滑 5S; MKF SF i 
尺度 有 关 ， 而 第 j 层 粗糙 及 和 小 于 等 于 的 尺度 有 关 . 


68 第 4 章 


4. 1 节 的 评论 与 扩展 

[对比 一 下 图 50 和 图 64 我 们 可 以 发 现 ， 正 交 离 散 健 里 叶 变 换 和 离散 小 波 
变换 的 粗糙 与 光滑 随 指 标 变 换 呈 相反 的 方向 ， 即 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 随 着 j 
的 变 小 而 变 得 更 光滑 ， 而 离散 小 波 变换 则 是 随 着 7 的 变 小 而 变 得 更 粗糙 

[2 尺度 nm 记号 对 哈 尔 小 波 来 说 定义 是 自然 的 ， 因 为 每 个 哈 尔 小 波 系数 ( 除 
了 最 后 一 个 ) 与 做 习 =2 和 点 的 相 邻 平均 后 的 差分 成 正比 ， 如 何 对 D(4) 和 其 他 
小 波 定义 尺度 我 们 还 不 是 很 清楚 ， 不 过 通过 序列 的 “等 价 长 度 ” 的 概念 可 以 给 出 
尺度 的 定义 一 一 具体 细节 见 4. 6 节 评 论 与 扩展 第 3 条 . “等 价 长 度 ” 的 概念 使 得 
对 所 有 的 Daubechies 小 波 都 可 以 定义 尺度 tr;， 因 此 我 们 可 以 放心 地 使 用 尺度 的 

[3] 注 意 D(4) 小 波 系数 的 两 步 构 造 ， 就 是 将 一 个 滤波 器 用 两 个 滤波 器 级 联 实 
现 ， 其 中 一 个 是 2 系数 的 {a1,o 二 a，aii = 一 5) ， 这 个 滤波 器 实现 加 权 平 均 过 程 ， 另 
一 个 滤波 器 是 {az,o。 =l, azi 二 一 2，az,z 二 1}， 其 功能 是 实现 二 阶 的 问 后 差分 (如 
何 确定 a，2 参见 练习 [4.1])， 如 果 用 X AY 作为 滤波 器 级 联 后 的 输入 和 输出 ， 
那么 滤波 过 程 就 可 用 下 图 表示 : 

X —> |{a,b}|—> |{1, —2,1}| YY 
或 者 等 价 于 单个 滤波 器 的 滤波 过 程 如 下 图 
X — [(ho shi shz shs | 一 = 了 


其 中 h。，…，h; 由 式 (59a) 给 出 ， 
4 2 小波 滤波 器 

在 这 一 节 我 们 开始 精确 地 定义 离散 小 波 变换 (到 现在 为 止 我 们 只 是 通过 
练习 [58] 做 了 这 件 事 ， 也 只 定义 了 哈 尔 离 散 小 波 变 换 )， 我 们 的 定义 将 形成 
一 种 允许 ) 分 解 成 非常 稀 朴 的 矩阵 的 乘积 算法 .这 个 算法 就 是 塔 式 算 法 
(pyramid algorithm) ， 在 小 波 文献 (1989b) 中 由 Mallat 首先 提出 . 这 个 算法 使 
得 W= 久 X 的 计算 只 需要 O(N) 次 乘法 ， 而 直接 计算 NXN 的 矩阵 W 和 问 量 
X 的 乘积 需要 N 次 乘法 (记号 O(an) 是 指 存在 一 个 常数 C 使 得 对 所 有 的 N, 
实际 的 乘法 数量 小 于 或 等 于 Cay). 与 此 相关 的 思想 对 于 规范 正 交 离散 传 里 
叶 变 换 或 快速 傅 里 叶 变 换 也 存在 ， 这 里 使 用 快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) 算 法 需要 
的 乘法 次 数 大 约 为 DO(Nlog:N) ， 因 此 离散 小 波 变换 的 塔 式 算 法 比 快速 傅 里 叶 
变换 的 计算 还 要 快 . 

我 们 将 用 两 种 方式 描述 塔 式 算法 ， 一 种 是 从 线性 滤波 运算 的 角度 ， 另 一 种 是 从 
矩阵 运算 的 角度 ， 我 们 从 滤波 的 角度 开始 描述 ， 它 是 关于 实 值 小 波 滤波 器 (hi: = 
0，…, 工 一 1} 建 立 的 ， 其 中 区 是 滤波 器 的 长 度 且 必 为 偶 整 数 ( 见 练习 [69])， 对 于 具 
有 长 度 工 的 {hi}, 一 定 有 ho 关 0 H h- FO. 对 1 过 0 MISL 定义 hh, 二 0， 于 是 (hi) 可 
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看 成 是 至 多 有 工 个 非 零 元 素 的 无 限 序列 .一 个 小 波 滤波 器 必须 满足 下 面 三 个 基本 
性 质 : 


L-1 
Doh. = 05 (69a) 
一 人 
L-1 
Sai = 1 (69b) 
I= 0 
和 

L—1 = 

D hihnan = Dy hihun 一 0 (69c) 

l=0 {=—o% 


对 所 有 的 非 零 整数 n 都 成 立 ， 换 句 话 说 ， 一 个 小 波 滤波 器 其 元 素 和 必须 是 零 ; 
必须 有 单位 能 量 ; 并 且 必 须 与 自身 的 偶数 平移 正 交 ， 第 一 个 条 件 只 是 保证 小 波 
的 基本 概念 (参见 第 1 章 )， 后 面 两 个 条 件 也 是 我 们 在 前 边 讨 论 的 离散 小 波 变换 
的 定性 的 描述 (参见 式 (61a) 及 其 讨论 ). 我 们 称 式 (69b) 和 (69c) 两 个 性 质 一 块 
是 小 波 滤波 器 的 正 交 性 质 ， 事 实 上 在 前 一 节 我 们 已 经 看 到 了 两 个 小 波 滤波 器 ， 
即 哈 尔 小 波 滤波 器 { 因 = 王 1/V2, 太一 一 1/V2} 和 式 (59a) 给 出 的 工 王 4 的 D(4) 小 


UR UE UK th. 
练习 [69] 假定 {h/: 1=0, +, 工 一 1} 是 长 工 为 奇数 的 滤波 器 (这 就 假定 了 


hl #0 目 六 ,天 0)， 对 于 /一 0 MISL, 定义 hi 二 0. 解释 为 什么 这 个 滤波 器 不 能 


满足 式 (69c). i 
4 五 (.) 是 { 的 传递 函数 ， Bf 


H(f) = SS hee = Se, 


并 且 令 好 (.) 表 示 相 应 的 平方 增益 函数 ， 即 
HO =| HCP |. 

导出 与 式 (69b) 和 (69c) 等 价 且 形式 上 更 简单 的 条 件 是 很 有 用 的 ， 而 这 是 借助 于 平 
方 增益 函数 1 (*) 来 表示 的 ， 即 

Hf) +Hu(f+>)= 2 (69d) 
对 所 有 的 f 成立， 为 了 建立 等 价 性 ， 首先 假设 {4,) 是 任 一 实 值 滤波 器 ， 它 的 平方 
增益 函数 满足 上 述 条 件 . S 

heh, = Thhes j= 10010 


是 这 个 滤波 器 的 自 相 关 序 列 ( 参 见 式 (25b)， 回 忆 由 于 h 是 实数 ， 我 们 有 
hi =h). ROSO SURAT (A *h;} SB BRA | HON "=H 
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出 的 ， 练 习 [23bj 指 出 {fh the, } CBIR {h *4;) 的 偶 指 数 的 无 限 序 列 ) 的 离散 
传 里 叶 变换 是 用 去 | (Lt (Ls) | 给 出 ， 对 其 进行 离散 传 里 叶 逆 变换 
( 式 (35a)) 可 得 

OE ee f fe Ae ek dy 
h thin = 3 E eue + x) le mdf. (70a) 


因为 我 们 假定 了 式 (69d) 对 所 有 的 f 成 立 ， 当 然 对 所 有 的 f/2 也 成 立 ， 因 此 上 式 
导出 了 


= 1/2 
b$ Ath tron = h xh w — f enn df ae | 
一 一 co 一 172 0, n = ooo, —2, — 1,1,2," 


I, n=0; 


这 就 证 明了 式 (69b) 和 式 (69c) 必 定 成 立 . 
练习 [70] 为 了 证 明 上 面 的 等 价 条 件 ， 现 在 假设 滤波 器 {h,} 满 足 式 (69b) 和 
(69c)， 证 明 式 (69d) 必 定 是 真 的 . < 
为 了 得 到 单位 尺度 上 的 小 波 系数 ， 我 们 对 时 间 序 列 {X,: t50, 1, N-1} 
AA } 进行 周期 滤波 ， 滤 波 后 的 系数 每 相 邻 两 个 只 保留 一 个 ， 这 里 要 求 N=?2’, 
J 是 某 个 整数 ， 将 用 {h,} 对 {X,}) 周 期 滤波 后 得 到 系数 记 为 


Ii—l 
QW, = >) AX 1 tmodN 9 i= OQ, N 一 1. (70b) 


我 们 定义 单位 尺度 上 的 小 波 系数 为 
Wi, = 2"? Wa = $ hX ten t= ope 1. (70c) 
N/2 个 小 波 系数 的 WOR 厂 ,,) 的 两 个 下 标的 第 一 个 记录 尺度 为 一 2 ， 因 此 
这 里 j=l 对 应 的 是 单位 尺度 ， 注 意 到 小 波 系 数 {Wi.,) 是 滤波 后 输出 的 {2'“W.,} 的 
N/2 个 奇数 指标 的 值 ， 每 相 邻 两 个 输出 取 一 个 输出 的 过 程 称 为 采样 因子 为 2 的 下 
采样 或 子 采 样 ( 参 见 这 一 节 的 评论 与 扩展 条 目 [1])， 式 (70c) 中 那个 因子 2“ 是 必 
需 的 ， 目 的 是 为 了 保持 能 量 不 变 . 
我 们 现在 可 以 将 {W,,) 的 定义 和 矩阵 公式 WW X 联系 起 来 ， 其 中 W( 像 前 
面 ) 是 对 应 离散 小 波 变换 系数 的 N 维 列 向 量 ，W 是 定义 离散 小 波 变 换 的 NXN 的 
ei Me, X 是 包含 时 间 序 列 {X,} 的 N 维 列 向 量 ，W 的 前 N/2 个 元 素 即 其 子 向 量 WW, 


是 由 元 素 Wi ，t 一 0，…， 六 一 1 定义 的 . 由 于 Wi 一 WiX， 其 中 Wi BD XN 阶 


矩阵 ,包含 JW 的 前 N/2 行 ， 我 们 如 此 定义 的 Wi 已 经 暗含 了 WW 的 定义 . 为 了 更 
清楚 地 看 出 这 些 行 的 维 数 ， 我 们 将 式 (70c) 重 写 为 
Wi. = Se t 一 0 全 一 1 


i=0 
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其 中 人 tj: 1=0，…，N 一 1) 是 {h,} 以 N 为 周期 扩展 得 到 (参见 2.6 7). MOS 
/过 他 一 1,W 或 W， 的 第 1 行 Wr 导出 


N-t AN 一 | 
Wi = WwW.. X = RIX ae1—tmod — D>) Aaeti-tmoanX 1. (7la) 
1=0 


{=0 


N=] 
Wo — Wi. X = DJ Ai -tmoanX 1 » 
I= 0 


因此 我 们 必 有 
Wy. = [Ai sho hy ,hn sho J. (71b) 
从 式 (71a) 可 以 看 出 JW 的 其 余 的 全 一 1 行 可 以 表示 为 Wi. 的 循环 平移 形式 ， 即 


w7. Spr" Wi. J's 一 1 一 1， 


firth 7 fest (52a) 所 描述 的 NX N 循环 平移 和 矩阵， 例如 ， 当 := 一 1 时 ， 我 们 得 到 
Wi. = [hs sh? shy ,ho An sh'N-2 大] 


现在 需要 证 明 W, 的 行 由 N/2 个 正 交 向 量 组 成 ， 当 LN 时 ， 周 期 化 的 滤波 
器 取 简 单 形 式 


his Ox f= L—-1; 
hi 
0; LINO 1. 


WwW). = [hy sho 0; -0s him tesh]. CALC) 


N 一 上 个 0 


在 这 种 情况 下 ， 由 于 7” 是 规范 正 交 变换 ， 我 们 有 

CW.. Wi) = IW. Ul? = 1 T” Wo. I? = I WwW.l = 5i = 
因为 一 个 小 波 滤 波 器 具有 单位 能 量 ( 式 (69b))， 对 于 了 关 +， 我 们 还 有 

(Wy. Wa) = WIL We = Wo. TOT W. = P hhm =, 


因为 一 个 小 波 滤波 器 是 和 自身 的 偶数 平移 正 交 的 ( 式 (69c))， 因 此 ， 当 工科 六 时 ， 
Wı 中 行 的 规范 正 交 性 的 证 明 直接 由 小 波 滤波 器 的 三 条 基本 性 质 中 的 两 条 直接 推 
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出 ( 求 和 为 零 - 式 (69a)- 的 性 质 这 里 并 不 需要 ). 
上 面 的 证 明 不 能 轻松 地 推广 到 工 二 NN 的 情形 ， 但 是 下 面 的 方法 对 LN 和 


L>N 都 是 有 效 的 ， 因 为 Wi 的 后 从 一 1 行 是 WI. 通过 偶数 次 的 循环 平移 得 到 的 ， 


AW). 是 由 式 (71b) 得 到 ， 我 们 只 要 证 明 


ls l= 0; 


N—1 
h° hi = D hsh nriman = i ka 2 4 N—2 (72) 


就 可 以 证 明 规 范 正 交 性 了 . 如 2.5 节 所 讨论 的 , RNA 


k 


J)k = 0 N1}, 


{ hisl 一 O,err N — j <> | H 


=H (É) SERGI). BME ORR FH 


因此 ts aide {| H(%) į 
h° *h' = Sy n(x jo 
= mp? n(x)" + > KH (各 十 吾 )e an j; 
练习 [72] B =, 10, e 分 一 1, 将 上 式 化 简 成 式 (72) 以 完成 正 
交 性 的 证 明 . 


因为 我 们 借助 于 滤波 器 的 输出 定义 了 单位 尺度 上 的 小 波 系 数 ， 现 在 就 能 够 利 
用 滤波 理论 同样 的 工具 来 解释 这 些 系数 . $ 


N-—i 
X= DX, k=0,.%…,N—1 
t=0 


是 {X,} 的 离散 傅 里 叶 变换 ， 应 用 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 定 理 ( 式 (36h)) 表 示 


于 是 | X, | :7N 定义 了 在 频率 &/N 处 的 能 量 谱 . 现在 考虑 用 {h,} 对 {X,} 滤 波 的 
结果 产生 


L- 
2 = DJ AX -imon = DY AIX -imon » t=0,--,N—T; 
PR FS) (2° W, E AXO MAKA N 的 滤波 器 序列 {hi) 进行 循环 卷 积 
得 到 的 ， 这 个 序列 的 离散 传 里 时 变换 是 | HH (x) |、 利 用 式 (37b) 青 考虑 循环 卷 积 


的 离散 傅 里 叶 变换 得 到 
(Wue (A(X) a} 


A Ahi TH 73 


KHL) RIK G() 


DAHO) > D(4) G(-) 


0.0 0.1 02 03 04 0500 01 02 03 04 0.5 
f f 


图 73 MRAR BR UB Ue AE BY OF A i 28 RAE). PARR BE a a OP He A C E), 
DC) hE eK 38 5 7 ARAE PFD, DORE W E ENIN RRMA). A 
划 线 描绘 的 是 频率 =1/4 处 ， 即 小 波 滤 波 器 通 带 的 下 端 ， 也 即 尺度 滤波 器 通 带 的 上 端 


HEL WE RE SEPE TTJ 2E 

"S N--1 2 =H N-i 
25 M= D |) = Nou 
上 式 说 明 从 滤波 器 输出 的 序列 在 频率 A/N 处 的 能 量 谱 由 X (E) | X | */N 给 


N~ 


EEEO 


0 


出 ， 且 刚好 是 输入 滤波 器 的 序列 在 频率 &/N 处 的 能 量 谱 的 X (六 ) 

对 {X,} 进 行 滤波 以 得 到 {2” 而 ,.,) 的 效果 能 够 作为 频率 &/N 研究 X (À) fh 
值 ， 图 73 左面 一 列 图 形 分 别 是 对 于 哈 尔 和 D(4) 小 波 滤波 器 的 平方 增益 函数 ( 因 
为 平方 增益 函数 满足 X( 一 户 =- HPAL 1 为 周期 ， 因 此 我 们 只 绘 了 << > 
上 的 图 形 )、 从 图 上 可 以 看 出 这 些小 波 滤波 器 可 以 认为 是 近似 的 高 通 滤波 器 ， 其 
带 通 范围 是 二 < | f| <A 其 中 D(4) 小 波 滤波 器 相对 来 说 是 个 更 好 的 高 通 滤波 
器 (从 工程 应 用 的 角度 ， 我 们 定义 带 通 的 下 界 是 平方 增益 是 其 最 高 平方 增益 的 二 处 ， 
即 3dB 处 ， 因 为 10logto(2)s*3dB;， WAAR AN D(4) 的 临界 频率 都 在 f= 地 处 ， 因为 


两 个 滤波 器 都 满足 2 X (地 )=2 一 7 (去 ))， 这 个 结果 对 所 有 的 Daubechies 小 波 
滤波 器 都 保持 ( 当 工 增 大 时 高 通 双 近 得 以 改善 -参见 图 107)， 如 同 ({2” Wiad, D 
此 单位 尺度 上 的 小 波 系数 {W,,} 可 以 认为 是 频率 标 称 绝 对 值 范围 在 | 十 ， “Un 
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4.2 节 的 关键 结论 与 定义 

由 定义 可 知 一 个 长 工 为 偶数 的 实 值 小 波 滤波 器 {h,: 1 二 0，…，L 一 1}) 满 足下 
面 三 个 条 件 : 

=, = 0, 5r = ] 和 一 0， 
其 中 及 三 0， 对 /二 0 MISL 均 成 立 ， 而 n 为 任意 非 零 整数 . SH) lh HOE 
方 增益 函数 ， 对 所 有 fe Ri 
Hif+H(f+>)= 2 

与 对 {h,}) 要 求 的 后 两 个 条 件 是 等 价 的 ( 即 ， 单 位 能 量 性 质 和 与 自身 的 偶 平 移 正 交 
性 质 ). 单位 尺度 上 的 N/2 个 小 波 系数 是 如 下 定义 的 : 


Wi = EW a » t= 0 =l, 


上 一 1 


22h, , = Dy RX -iman » r= 0, N — l; 
BD FH h O EX, BEAT MRD. a2 W), RaR W. 进行 下 采样 
得 到 小 波 系数 ， 我 们 可 以 不 通过 {2'“ 玉 \,,} 直接 得 到 小 波 系 数 : 


L 一 ] | N 一 1 N 
Q 
Ww, =; ST ALX inio = DJ AEX oe+1—tmodn 9 t 一 0 … "> a l; 
i=0 {=0 


其 中 {如 是 对 {hh 进行 周期 化 所 得 序列 ， 其 周期 为 N， 这 些 系 数 形成 了 W= WW X 
的 前 N/2 个 系数 ， 即 子 向 量 W = WX 的 元 素 ， 其 中 W; 是 他 XN 阶 矩 阵 ， 它 的 
行 是 W 的 前 N/2 行 ，W, 的 第 一 行为 

wi. _ Lh} sho shn- shn- sshd, 
MFN- 行 可 以 表示 成 Wi. HAAPE, MW. SCT” W.J, = ly oy 
六 一 1， 小 波 滤波 器 的 两 个 明确 的 性 质 (单位 能 量 性 质 和 与 自身 的 偶 平 移 正 交 性 质 ) 


意味 着 YW 的 各 行 构成 了 AN/2 个 元 素 的 规范 正 交 向 量 组 ， 对 Daubechies 小 波 系 中 两 
个 特殊 的 小 波 滤波 器 ( 哈 尔 和 DA) 小 波 ) 可 以 验证 这 些小 波 滤波 器 是 高 通 滤 波 右 ， 


其 标 称 通 带 为 1 了 | efi 去 | 
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4. 2 节 的 评论 与 扩展 

[D] 在 式 (70c) 中 ， 我 们 对 滤波 输出 { 廓 ,,} 进行 下 采样 ， 只 保留 奇数 指标 的 系 
数 ， 在 工程 文献 中 普遍 是 保留 偶数 指标 的 系数 ， 如 果 偶 数 指标 的 系数 保留 下 来 ， 
我 们 定义 哈 尔 小 波 滤波 器 是 {hs ， 户 }， 那 么 第 一 个 小 波 系数 就 是 

2) Wii — hy Xo +h, Xx ’ 
与 前 面 的 定义 
Wio = 2 Wi = ho Xi +h Xo 

不 同 ， 由 于 哈 尔 变换 的 好 处 就 是 没有 边界 效应 ， 因 此 保留 奇数 指标 会 导致 更 吸引 
人 的 哈 尔 离散 小 波 变换 ， 这 样 我 们 就 不 用 将 序列 {X,} 看 成 是 一 个 周期 序列 了 . 
4.3 ”尺度 滤波 器 

在 前 面 几 节 中 ， 我 们 用 小 波 滤波 器 { 包 } 构 造 离散 小 波 变换 矩阵 的 前 N/2 
行 ， 这 些 行 组 成 了 式 (63d) 中 表示 的 W 的 分 块 阵 W,， 为 了 通过 塔 式 算法 构造 W 
剩 下 的 N/2 个 行 向 量 ， 现 在 我 们 定义 第 2 个 滤波 器 以 构造 3 XN MEREV. R 


们 将 证 明 这 个 矩阵 的 各 行 和 JW 的 后 N/2 个 行 向 量 张 成 相同 的 子 空间 . 除去 对 于 
N=2 在 式 (63d) 中 使 J=1 的 情形 ，V, 的 各 行 通常 和 WW 的 后 N/2 行 是 不 一 样 的 ， 
但 是 通过 一 些 运 算 可 以 从 Vy 得 到 W 的 后 N/2 个 行 向 量 . 

需要 的 第 二 个 滤波 器 (g,}) 是 与 {h,} 相 应 的 正 交 镜像 滤波 器 (QMF)， 


gi = (— 1) hi~i (75a) 
为 了 进一步 参考 ， 我 们 注意 相 逆 的 关系 : 
hi = (— 1)'gi-1-. (75b) 


滤波 器 {g1} 称 为 尺度 滤波 器 ， 让 我 们 考虑 两 个 例子 ， 由 于 哈 尔 小 波 滤 波峰 是 由 
hh, 二 1/V2， hi 二 一 1/Y2 给 出 的 ， 相 应 的 尺度 滤波 器 的 非 零 系数 是 


go =— h = 1/42, g = ho = 1/ V2. (75c) 


对 于 D(4) 尺 度 滤 波 器 ， 我 们 有 go 一 一 js， gı = hz; 8: 一 — his Z3 = hos 由 
式 (59a) 可 得 


F — EEF 
go = 1 十 V3 g, 一 avs V3 g =r : V3 g, E be (75d) 
4/2 4/2 4V2 


让 我 们 首先 注意 关于 {gi}) 传 递 函 数 的 基本 事实 . 


练习 [76a] 设 ih,} 是 一 个 小 波 滤波 器 , 令 五 (') 是 它 的 传递 郴 数 .如 (75a) 
所 定义 的 那样 ， 令 {g1} 是 {hi} 相 应 的 尺度 滤波 器 .证 明 {g,} 的 传递 半数 G(*) 为 


GP) = een = Dae = ervey H(>— f), (76a) 
TRA 
GN =H(>-f), 
PG N= | GCP) |? 是 平方 增益 函数 . < 


HFG =H (LS), HIRIRA) 指出 的 条 件 的 另 一 个 方法 可 以 
写成 
GN +G(f+Z)=2 x GOP+H(P=2 KPA (76b) 


(这 里 我 们 利用 了 9(*) 和 KH(*) 都 是 周期 为 1 的 偶 周 期 函数 的 事实 )，、 上 式 中 第 二 
个 关系 对 于 图 73 中 表示 的 哈 尔 与 D(4) 平方 增益 函数 是 明显 的 ， 这 个 关系 意味 着 
如 果 小 波 滤 波 器 看 成 是 高 通 滤波 器 ， 那 个 尺度 滤波 器 就 可 以 看 成 是 低 通 滤波 器 . 
图 73 说 明 对 于 哈 尔 尺 度 函 数 和 D(4) 尺 度 函 数 确实 是 这 样 的 ,这些 尺度 滤波 器 可 
以 看 成 是 对 通 带 为 0 三 | f| 1/4 的 理想 低 通 滤波 器 的 近似 ，D(4) 尺 度 滤波 器 
是 更 好 的 近似 ， 高 通 滤波 器 {h,} 和 低 通 滤波 器 {g1} 有 时 被 称 为 是 半 带 滤波 器 ， 因 
为 他 们 将 频带 L0，172] 对 半分 割 了 . 

下 面 建立 尺度 滤波 器 的 一 些 基 本 性 质 . 

练习 [76b] 证 明 尺度 滤波 器 必须 满足 下 面 的 两 式 之 一 : 


se, =/2 或 者 ye = 一 V2. 


i=0 


进一步 证 明 
Dei =I, Dy Bg zn Dy BiB nan = 9 
对 所 有 的 非 零 整数 n 均 成 立 . qa 
从 现在 开始 我 们 约定 D gi = V2, 这 样 就 可 以 将 尺度 滤波 器 解释 为 局 部 加 权 
平均 的 系数 了 (而 没有 人 负 项 ). 


从 上 面 的 练习 我 们 看 到 ， 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 都 满足 规范 正 交 性 质 ( 即 
单位 能 量 性 质 和 与 自身 偶 平 移 规范 正 交 性 质 )。 因 为 {hi} 的 规范 正 交 性 质 是 WW 各 
行规 范 正 交 的 充 要 条 件 ， 和 用 { 矿 } 构 造 矩阵 Wi 相同 的 方式 我 们 用 (g,} 构 造 矩 阵 
Vo BATUEK, V 的 各 行 也 是 相互 规范 正 交 的 .因此 我 们 可 以 按 如 下 
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Fi APSE V. AA ge SX, REIT EB Ra Ric 


L=1 
A VAE = >) BX imoan » i= Otel 1s (77a) 
io 
定义 第 一 层 尺度 系数 为 
L=] AN 一 1 
= 2 Vien 一 D>) BX 2041-10 一 Da (77b) 
l=0 i~0 


1 一 0，…， 今 一 1， 其 中 (gi} 是 {g,} 的 周期 化 序列 ， 周 期 为 N. SV, 是 长 为 N/2 


的 向 量 ， 其 第 :个 元 素 是 Vi,， 令 是 究 XN 阶 矩 阵 ， 第 一 行为 
[et oN TET AL H 
参见 式 (71b)) 并 且 其 余下 的 分 一 1 个 行 向 量 是 CT* V. J, t= 1, =, 


FEA V =VX, HV: 的 行 向 量 构成 有 N/2 个 元 素 的 规范 正 交 向 量 组 . 
我 们 下 面 的 任务 是 要 证 明 V AW, 一 起 可 以 构成 N 维 规范 正 交 问 量 组 .由 
FV, AW, 的 第 1 行 分 别 是 [TY*V。.j” 和 [7”Wo. ] ， 因 此 需要 证 明 


CT” Vae T” Woe) = 05 o< <i <71. (170) 


a 
71. 


令 站 一 上 一 如 对 1 一 0，…， 今 一 1， 我 们 有 


(7 
l=0 
4 LSN HÄ gig Hh: =h, EATI A 


Ll 


(T Va. T” Wo. ) a > gihisven. 
练习 [77] 人 L<N, EBA 


Dehn È thnn =0 
对 所 有 的 整数 n 都 成 立 (使 用 一 个 好 的 时 间 参 数 )， 进而 建立 式 (77c). a 
上 式 说 明 尺 度 滤波 器 的 任 一 个 偶数 平移 和 小 波 滤波 器 的 任 一 个 偶数 平移 是 正 


交 的 . 
上 面 关 于 规范 正 交 性 的 讨论 不 能 简单 地 推广 到 包含 LN 的 情形 .下 面 的 方 


ER LIN ALON 都 适用 .我们 需要 证 明 


= uke N 
218i ismni = E thi, = 0, n=O >—I1, (77d) 
其 中 {g**h?) 是 {g*} 和 {h?} 的 循环 互相 关 ( 参 见 式 (37c)， 注 意 由 于 {g?}) 是 实 值 的 故 


有 = lNO. AAi e le$) aane [H(ġ)) TERNA 


{2° hier |G" (<)H(<)} (参见 式 (37d))， 


78 BAF 


练习 [78] 用 离散 傅 里 叶 逆 变 换 来 证 明 


e= WEL (AAE (Wt Z) iN tz) em" 
并 且 证 明 对 于 所 有 的 上 有 
c (AfA (B+ a) Hz) 
成 立 ， 且 直接 建立 了 式 (77d). 


HEERES., Vi 的 每 一 行 和 WY, 的 每 一 行 正 交 能 表示 为 
W, VT = VWI = One» 


JED Ov EN XN ERM. EMMA TREE. Aw RINE BMW: Wi 一 Tv 


AV V7 二 Ts。， 其 中 Ty JES XI MRE, FLL NXN GER 


W 
P= Py (78a) 
是 规范 正 交 阵 ， 因 为 
i W, Ww W, vi | 
P, PT = | Jom yj= |= In. (78b) 
V, Vw yvi] 


H BS A) E E EW th TE 2, WAP: 的 前 N/2 行 是 相同 的 ， 于 
BEUA P 的 后 N/2 DT. My, AWKI N/2 ANIT e KRH 8 8 
i], BY N=2 WHE. Vi 和 W 的 后 N/2 行 是 不 同 的 ， 但 是 我 们 可 以 通过 一 系 
Wie AAV: 得 到 W 的 后 N/2 个 行 向 量 ， 下 一 节 将 详细 讨论 这 个 问题 . 
4. 3 节 的 关键 结论 与 定义 

给 定 实 值 小 波 滤波 器 {h}， 尺 度 滤波 器 如 下 定义 : 

gi = (— 1) Ap. 

这 个 滤波 器 满足 如 下 条 件 : 


oo 


L-1 于 一 ! oe 
8 = 2, So gi 一 ]， SD) gig tt2n 一 0， SD gh tren = 0 
fe i=-0 一 jm —ve 


《= 一 CD 


对 于 所 有 的 非 零 整数 n 和 所 有 的 整数 n' 都 成 立 . 今 G(，) 和 9(*) 分 别 为 (gi) 的 传 
递 函 数 和 平方 增益 函数 ， 我 们 有 

Gf) = erin H(5— f), g(N+G(f+5)=2 GIN +H =2 
对 所 有 的 f 成 立 ， 在 实际 应 用 中 ， {g1) 是 一 个 低 通 滤波 器 ， 其 标准 通 带 为 
[—1/4, 1/4]. 
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前 N/2 个 第 一 层 尺度 系数 如 下 定义 : 
Viu = 2'? awe 9 t=0,°"", 


2,4 = Da, —imodN 9 t=0,--,N—1. 
我 们 也 可 以 直接 求 得 Vi. ,而 不 必 求 -A 


= Tax 24+ 1 一 ImodN 一 Siain -imodN， t = Ov, 
其 中 {} del gs} 以 六 为 周期 周期 化 的 结果 . 这 些 系 数 就 是 Vi 二 VX 的 N/2 个 元 
素 , 其 中 y, BN XN 阶 和 矩阵 ,第 一 行为 VI. Lets g go gi ty g] 


余下 的 他 一 1 行 可 以 通过 这 . 的 循环 平移 得 到 ， 即 [7T*V. J 151, e 他 一 1. 
尺度 滤波 器 的 两 个 性 质 ( 单 位 能 量 性 质 和 与 自身 偶 平移 规范 正 交 性 质 ) 意 味 着 了 
的 各 行 构成 了 一 个 规范 正 交 向 量 组 ， 另 外 ， 尺 度 滤波 器 和 小 波 滤波 器 及 他 们 的 偶 
平移 是 相互 正 交 的 ， 这 说 明 y， MW 是 相互 正 交 的 ， 当 两 个 矩阵 按 如 下 方式 乔 堆 
起 来 时 ， 


P=[w] 


得 到 的 NXN 阶 矩 阵 P, 就 是 规范 正 交 的 ， 
4. 3 节 的 评论 与 扩展 

[1] 另 一 种 定义 正 交 镜 像 滤波 器 的 方式 是 g 一 (一 1) hi-,， 相 反 的 关系 是 
有 二 (一 1)'g1-:/， 这 个 定义 用 得 很 普遍 ， 例 如 Bruce and Gao(1996a) 就 是 这 样 定义 
的 这样 定义 的 好 处 是 可 以 把 它 用 在 无 限 长 的 滤波 器 上 ， 因 为 定义 中 不 涉及 滤波 
器 的 长 度 LL， 我们 的 定义 (75a) 假 设 了 滤波 器 的 长 度 是 有 限 的 . 与 式 (75b) 比较 表 
明 ， 式 (75b) 中 的 g1-1_: 用 第 二 个 定义 就 变 成 了 g1.,， 也 就 是 偶 平 移 了 一 L 十 2. 
作为 结果 ， 给 定 尺度 滤波 器 {g,: /二 0，…，L 一 1}， 我 们 得 到 小 波 滤波 器 的 非 零 系 
Alh: /二 一 十 2，…，0，1}.， 对 比 另 一 种 方法 式 (75a) 给 出 {hi， l=0,，… 
L 一 1). 我 们 选择 这 种 定义 方式 只 是 因为 这 种 定义 强调 了 尺度 滤波 器 和 小 波 滤 波峰 
在 下 面 要 讨论 的 塔 式 算法 中 的 地 位 是 等 同 的 ; MARR AM, ADR 
阵 和 滤波 器 联系 起 来 ， 从 数学 的 角度 来 看 ， 这 两 种 定义 描述 的 是 同一 个 概念 . 
(注意 ， 对 于 哈 尔 小 波 滤 波 器 来 说 这 两 种 定义 会 导致 完全 一 样 的 尺度 滤波 器 . ) 

[2] 和 仔细 分 析 证 明 式 (78b) 的 PP 是 规范 正 交 阵 的 过 程 ， 我 们 会 发 现 只 要 N 是 
mH, P 就 有 定义 且 是 规范 正 交 的 ， 也 就 是 说 我 们 不 需要 假定 N=2’, MEE 
义 离散 小 波 变换 的 矩阵 JW 时 则 必须 有 这 个 假设 ， 这 个 问题 将 在 4.7 节 进 一 步 讨 
论 ， 在 那里 我 们 会 看 到 PP, 是 一 个 “部 分 离散 小 波 变换 ”和 矩阵 的 例子 . 
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图 80 HEX APR W AV 的 流程 图 ， 长 为 N 的 时 间 序列 用 小 波 滤波 器 循环 滤波 ， 其 循环 
周期 为 N{ 这 个 滤波 器 的 频 域 形式 为 | 本 (E): k= 0,，…，N 一 1))， 浊 波 输出 后 的 


奇数 指标 的 元 素 用 来 形成 第 一 层 小 波 系数 的 长 为 N/2 HRW. Cy 2 表示 因子 为 2 
的 下 采样 ); 类 似 地 ， 长 为 N 的 时 间 序 列 用 尺度 滤波 器 循环 滤波 ， 其 循环 周期 为 N， 
滤波 输出 后 的 奇数 指标 的 元 素 用 来 形成 第 一 层 尺 度 系数 的 长 为 N/2 的 向 量 V, 


[3j 尺 度 滤 波 器 有 时 候 被 称 为 是 父 小 波 滤 波 器 (在 法 语 中 是 le père), miih) 
有 于 被 称 为 是 母 小 波 滤 波 器 (在 法 语 中 是 la mere)、Strichartz(1994) 对 此 发 表 评 
论说 “…… 这 表现 了 人 们 对 人 类 繁殖 后 代 非 常 无 知 ， 小 波 的 产生 更 像 是 阿 米 巴 虫 
的 繁殖 方式 .” 因 此， 我 们 还 是 用 原来 的 术 诸 ， 虽 然 不 够 生动 ， 但 是 可 以 避免 遭 到 


44 塔 式 算法 的 第 一 步 


计算 离散 小 波 变 换 的 塔 式 算法 的 第 一 步 只 是 将 长 为 N= 二 2 的 时 间 序 列 夺 分 
解 成 N /2 个 第 一 层 小 波 系 数 W 和 N/2 个 第 一 层 尺度 系数 V1( 图 80 从 滤波 的 角 
度 图 解 了 这 个 变换 )， 塔 式 算法 还 有 J 一 1 个 后 继 步骤 . 对 于 j 二 2,，…，J， 第 j 
步 变换 就 是 将 长 为 N/2'”' 的 向 量 Vj;-; 分 解 成 向 量 W, 和 V;， 其 长 度 都 为 N/2. 
在 第 j 步 分 解 中 ,，V,- 1 就 相当 于 第 一 步 分 解 中 的 A: V;-'1 的 元 素 分 别 用 1h,} 和 
{g1} 这 两 个 滤波 器 滤波 ， 其 输出 分 别 是 W, 和 V;. V 的 元 素 称 为 是 第 j SERER 
数 ，W, 的 元 素 称 为 是 第 j 层 小 波 系数 .在 第 J] 步 ， 通 过 将 J 十 1 个 向 量 W;，…， 
W, 和 Vj 合并 起 来 得 到 离散 小 波 变换 系数 WW( 参 见 式 (61b)). 

上 面 描述 的 塔 式 算法 已 经 告诉 了 我 们 如 何 计算 离散 小 波 变换 ,但 是 没有 告 
诉 我 们 离散 小 波 变换 从 时 间 序 列 中 可 以 挖掘 到 什么 信息 . 为 了 理解 离散 小 波 变 
换 ， 我 们 在 这 一 节 和 下 一 节 会 仔细 分 析 和 解释 塔 式 算法 的 第 一 步 和 第 二 步 的 一 
些 关 键 的 地 方 ， 然 后 才能 在 4. 6 节 中 更 好 地 理解 离散 小 波 变换 .这 一 节 我 们 分 
析 塔 式 算法 第 一 步 的 最 关键 的 地 方 为 : 由 W, 和 Vi 重 构 时 间 序 列 X; XX 的 离散 
傅 里 叶 变 换 及 V, AW 的 离散 传 里 叶 变 换 之 间 的 关系 ; MARERA V 的 
度 为 和 一 2. 

让 我 们 先 考虑 于 的 重 构 过 程 ， 因 为 我 们 可 以 用 式 (78a) 中 的 矩阵 户 来 表示 塔 
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式 算法 的 第 一 步 : 


RAAP, 是 规范 正 交 矩阵， 我 们 可 以 通过 下 式 重 构 怀 : 
rw 
LV, 
回忆 4. 1 PRE SB-BAPD =WW,, BAXA S 使 S +D =X. 
比较 上 述 内 容 表 明 我 们 一 定 有 
S&S = VV, = Vi VX, 

因此 NXN MEREV Vi 可 以 认为 是 能 够 从 X 中 提取 第 一 层 小 波光 滑 的 一 个 算 
子 ， 类 似 地 ， 我 们 有 


axo [y= [yx) Ly 


W, g 
X= Pil ， |- [Wr vr] |- WIW, + VV.. (8la) 
i 


Di = Wi WX, 
Sek a RK TT fi] a MX 提取 了 ,. 
更 感 兴趣 的 是 刀 , 能 通过 滤波 运算 得 到 ， 为 了 方便 起 见 ， 我 们 考虑 如 下 的 息 
阵 ]A  ， 其 中 区 一 4 且 入 二 4， 
h h 0 0 0 - 0 0 0 0 0 h hz 


hs h h ho 0 0 0 0 0 0 0 0 
W, = |: : : : : : : f . (81b) 
io a oy y 0 h he h ho 0 0 
10 0 0 0 0 ~ 0 0 0 h he h ho 
HFED=WW, RNA 
h, 0 0 0 
h 0 0 0 W, 
hi h; 0 0 Wo 
hy he 0 0 W, 
E eo (81c) 
0 0 h, h; Wits 
0 0 ho h: Wix, 
0 0 0 hi 
0 0 … 0 h 


wW S D.D 的 第 上 个 元 素 ， 则 可 以 写 
hiWi.s +h Wi. trimo} » t = 0,2, N — 23; 
sia eee + he W, 41 moa¥ ， t=1,3,--,N—1. 
如 果 比 较 上 式 和 式 (37c) ， 我 们 将 看 到 Di 的 一 半 元 素 是 通过 Wi Mih, h, 08 
环 互相 关 形 成 的 ， 而 另 一 半 是 通过 W Miho h) OPA BAI A. AD, 
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的 元 素 不 是 简单 的 互相 关 运 算 而 是 从 W 的 两 个 互相 关 运 算 中 交替 得 到 的 结果 .由 
TV. AW, 的 结构 类 似 (g RET h,)， 于 是 第 一 层 光滑 5S, 可 以 解释 成 从 两 个 关于 
V, 的 互相 关 运 算 中 交替 得 到 的 结果 . 由 于 闫 = Di 十 5,， 我 们 能 使 用 对 于 D, AS, 
的 这 些 交 插 ， 对 于 一 般 工 写成 


-1 £ 


5 3 
X, = Sy ote Wi t-tmoa + D Be Vi stimedy i 
1-90 


i-—9 
/一 0， 2y ia | N-2, 日 
L L 


二 一 } k] 


2 
X, = > ha Wy ~tmod > + > BuV 114m : 
1-0 1=0 


t=1, 3, "e, N-1, 

然而 ， 第 二 种 关于 构造 P; 的 观点 只 涉及 一 个 互相 关 运 算 构 造 ， 假 设 我 们 在 
WI 中 再 加 入 N/2 列 向 量 ( 每 隔 一 列 插入 一 个 新 列 )， 且 在 W', 中 再 插入 零 ， 如 
FA: 


0 
Tho h he h 0 0 0 0 Ww 
1.0 
0 ho h, h} hz 0 0 0 0 
0 0 ha h, he hz 0 0 0 w 
Le 
0 0 0 hy A hə 0 0 0 0 
D, = Wii 
0 0 0 0 0 0 h, he hs . 
h; 0 0 0 0 0 ho hy h W N 
1, 信 一 2 
h; h 0 0 0 0 O he hi 0 
LA h h: 0 0 0 … 0 0 hol 
WiN- 


EW, 中 插入 零 的 过 程 在 工程 文献 中 称 为 上 采样 (采样 因子 为 2)， 在 某 种 意义 上 ， 
上 采样 对 下 采样 是 互补 的 过 程 (参见 练习 [4. SD. 如 果 我 们 定义 
i t = 0,2,°*,N— 23; 


Wi, = 
Wi, t= 1745507 Sk 


我 们 能 写成 
Diu = SW iis = SLAW in 1 一 0,1,…,N 一 1. 

如 果 和 上 面 的 式 (37c) 对 比 一 下 的 话 ， 我 们 会 发 现 D, 的 元 素 可 以 通过 W 上 采样 

后 再 和 滤波 器 (hi} 进 行 互 相关 运算 得 到 ， 由 于 {如} 一 | 玉 ( 褒 ))， 所 以 可 以 认为 
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83 MW. AV EH XA. 长 为 N/2 HRW, 经 过 一 个 因子 为 2 的 上 采样 (因子 
为 2 的 上 采样 即 在 W, 的 每 两 个 元 素 中 插入 一 个 零 ) 得 到 一 个 长 为 N 的 向 量 ， 这 个 向 


晤 再 经 过 淡 波 器 [H* (E) | 的 循环 滤波 得 到 一 个 输出 ， 类 似 地 ， 向 量 V, 上 采样 后 经 


过 |{G (E) } 的 滤波 也 得 到 一 个 输出 ， 将 这 两 个 输出 相 加 就 得 到 向 量 X 


Dy 是 W, 上 采样 后 通过 一 个 频 域 表 示 为 | 五 (六 ) | 的 周期 滤波 器 滤波 的 结果 ( 参 
见 练习 L31j). 
类 似 地 ，S, 的 元 素 可 以 认为 是 V 上 采样 后 通过 一 个 频 域 表示 为 [G* (六 ) | 


的 周期 滤波 器 滤波 的 结果 . 如同 Wt 我 们 可 以 类 似 地 定义 WW,， 现 在 可 以 写成 


L~) L-1 
入, 一 >. hiW t rs tmoan j > BV Hemad N 
本 (83) 


AN 一 1 N-1 
= DT hiW f rimoaN T EIV fedran ， t= 二 0,]1,.…, NN 一 1. 


t=0 {=0 / 


图 83 展示 了 从 W; AV, EH X HAA. 

现在 我 们 考虑 序列 X( 塔 式 算法 中 第 一 步 的 输入 序列 ) 的 离散 傅 里 叶 变 换 及 V， 
和 峡 , (输出 序列 ) 的 离散 傅 里 叶 变换 之 间 的 关系 .由 于 {X,)*({Xs)， 通 过 离散 傅 
里 叶 道 变换 ( 式 (36f)) 可 得 


| 一 


N 
N-1 1 z 
oe NEw/N = N pS em/N ， t=0,°°,N—1 
k=0 


pels 
kaSi 


注意 由 于 { 世 /和 {esw} 是 周期 为 N 的 序列 ， 因 此 它们 的 乘积 序列 { Xie} 也 
是 周期 为 N 的 序列 ， 所 以 它们 在 任意 相 邻 N 个 元 素 的 求 和 都 是 不 变 的 .由 于 
{212V,,) 是 用 标 称 通 带 为 [一 1/4，1/4] 低 通 滤波 器 ({g,} 对 序列 {X,} 滤 波 得 到 的 ， 
MANX, 是 在 频率 f, 三 &/N 处 的 频谱 ， 因 此 


N 


4 


oF 1l i2mek/ — 
Via HV by Xe ti=0,--,N—1. 
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N 
< > Xi etmtin’ ， jie he ate Net a] 


其 中 N' 三 N/2， 必 三 Xie*™wN/Y2， 从 序列 {Vi,,} 下 采样 得 到 的 近似 的 传 里 叶 序 列 
fs 的 元 素 是 和 频率 f 三 &/N' 相 联系 的 ， 其 范 用 为 


' ae 1 ae S 
从 figa- 到 fyah 


由 于 序列 {六 ,,) 可 以 称 为 是 半 带 序列 ， 因 为 它 是 一 个 通 带 为 [一 1/4，1/4] 的 低 通 
滤波 器 的 输出 ， 因 此 这 个 序列 没有 高 频 分 量 ， 对 {Vi,,) 下 采样 后 得 到 的 序列 是 “ 满 
带 序 列 ”"， 因 为 在 整个 f;E[ 一 1/2，1/2] 的 频率 范围 内 都 有 不 可 忽略 的 分 量 . 注 
BX, 和 长 是 相对 应 的 : 世相 应 于 频率 f, 一 k/N， 而 XX 相应 于 频率 fik N = 
2k/N=2f,. 因此 序列 {X,} 的 全 里 叶 表 示 在 频率 范围 [一 1/4，1/4j 内 的 fi 的 系 
数 和 {V.,} 的 传 里 叶 近 似 表示 在 频率 范围 [一 1/2，1/2] 内 的 f 1 的 系数 是 相对 
应 的 . 

现在 我 们 用 同样 的 方法 来 研究 小 波 系数 .因为 {2“ 玉 ,,,} 是 用 标 称 通 带 为 1/4 
| f | <1/2 的 高 通 滤波 器 {h,) 对 {X,} 滤 波 之 后 形成 的 ， 由 此 得 到 
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t=0, =t, Nt; 其 中 定义 


DP +5) = AL + AL. 
kel k=l k=l 
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对 于 下 采样 后 得 到 的 序列 | Wi.， t=0, =, ~1}, 我 们 有 


Iz 


N 
4 2 
Wi. = 2° Warm ( >; 十 bP ) Ae TUEN 
N k=- =y 
2 4 
_N N 
4 2 i2mk/ N 
— 2 by 2 > ve" eintk /(N/2) 
N 
ee ea V2 


其 中 现在 

vet (rE) > pi2nk/N 

v= Xr /N yy Xeye 

2 i 
和 前 面 一 样 ， 子 采样 序列 {Wi.,} 的 近似 传 里 叶 变换 {Xt*) 的 元 素 与 频率 (ADR H 
7 | ae ~ 

频率 fi: 范围 由 一 万 十 到 亏 ， 因 此 ，{ 郊 .,} 是 一 个 在 低频 部 分 能 量 分 布 很 小 的 半 带 序 
列 (因为 它 是 高 通 滤波 的 结果 )， 下 采样 后 得 到 的 序列 {Wi.,} 是 满 带 的 ， 即 这 个 序列 在 
所 有 频率 /; 上 的 能 量 都 不 可 忽略 ， 注 意 戈 ,和 必 是 一 一 对 应 的 ，t,,¥ 对 应 频率 


， k / - , + 
fay È tL, MIRAR f1=k/N'=2k/N=2f,. BR k I 0 变化 到 N'/2, fite 


区 间 [o，1/2] 上 变化 ， 而 fy A RAGH WERC, 3/4] EE. 


对 于 实 值 序列 ， 频 率 f 处 的 傅 里 叶 系 数 在 区 间 [1/2，3/4j 上 是 与 频率 1 一 fi( 存 区间 
[1/4，1/2] 上 ) 相 关 的 系数 的 复 共 恩 . 这 个 从 [1/2，3/4] 到 [1/4，1724] 的 映射 是 逆序 
的 ， 即 当 我 们 在 [1/2，3/4] 中 从 左 向 右 扫 掠 时 ， 在 [1/4，1/2] 中 是 从 右 向 左 扫 掠 的 . 
于 是 {X,}) 的 傅 里 叶 表 示 的 频率 f 01/4, 1/2) HRM Rs, 和 {Wi,,} 的 傅 里 叶 
近似 表示 的 频率 fi€ [0，1/2] 的 系数 的 复 共 示 率 : 是 一 一 上 映 上 的 (以 相反 顺序 ). 

塔 式 算法 的 第 一 步 从 长 为 N 的 满 带 序列 {X,} 开 始 ， 将 其 变换 成 两 个 新 的 满 带 序 
列 ， 即 第 一 层 尺度 系数 {Vi,,} 和 第 一 层 小 波 系数 {W,,,}， 这 两 个 序列 的 长 度 都 是 N/2. 
尺度 系数 是 序列 {X,) 低 频 部 分 的 近似 ， 而 小 波 系 数 是 序列 {X,) 高 频 部 分 的 近似 ， 图 86 
用 长 为 32 的 时 间 序 列 形象 地 表示 了 以 上 思想 . 对 本 0，…，31， 


， 一 XEN, 
k=0 
而 
0.96 一 0.03k， 上 二 0,…,13 或 16; 
0. 84， k= 14; 
Ae = 40.735, bm 15) oy 
X 32-4» k = 17,..,31., 


最 后 ， 让 我 们 考虑 和 尺度 系数 {V1,,} 相 关 的 尺度 的 概念 。 对 于 喻 尔 离散 小 波 


变换 的 特殊 情形 ， go=g1=1/V2,， 我 们 有 
Vie = 2M, sets = go Xm + gi Xx = oc AR 


E, (V) 与 {X,} 在 尺度 2 上 的 平均 成 正比 ， 类似 地 ， 对 于 离散 Daubechies 系 的 
其 他 有 限 长 度 的 小 波 类 来 说 ， 序列 {Vi,,} 也 都 可 以 认为 是 与 尺度 2 上 的 加 权 平 均 
成 正比 的 (详情 参见 4. 8 节 )， 下 面 举 个 例子 来 说 明 这 一 点 ，D(4) 尺 度 滤波 器 ( 选 
择 了 适当 的 权重 a 和 65) 相当 于 用 两 点 滤波 器 {a，5) 光 滑 {X,} 得 到 序列 (aX, 十 
bpX,_,}， 然 后 用 滤波 器 {1/4，1/2，1/4) 对 这 个 新 序列 进行 光滑 ， 注 意 {Vi,,} 相 当 
于 在 尺度 2 上 进行 平均 ， 而 {Wi,,} 则 是 对 尺度 1 上 变化 率 的 某 种 度量 ， 因 此 输出 
的 尺度 系数 和 小 波 系数 的 尺度 总 是 相差 两 倍 ， 在 塔 式 算法 中 这 一 点 区 别 非 常 重 
要 ， 我 们 用 A, =H?’ 表示 尺度 滤波 器 输出 序列 的 尺度 ， 而 用 c= 2’ 表示 小 波 滤波 
器 输出 序列 的 尺度 (因此 在 第 一 部 分 解 中 ， A =2 M n=l). 
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图 86 式 (85) 中 的 时 间 序 列 {X,} 的 离散 傅 里 叶 变 换 值 的 平方 ( 左 图 )， 和 哈 尔 小 波 滤 波 器 和 尺度 
滤波 器 的 输出 { 态 ,,} 和 { 殉 ,, )} 的 离散 传 里 叶 变 换 值 的 平方 (中 图 )， 还 有 了 哈 尔 小 波 系数 和 
尺度 系数 (Vi A (Wu ERD. HF {X} 和 它 的 滤波 输出 是 实 值 的 ， 因 此 所 有 的 离散 
健 里 叶 变 换 是 关于 零点 对 称 的 ， 因 此 图 中 只 显示 了 非 负 的 傅 里 叶 频 率 ，{,) 和 {WW,,,} 
的 离散 健 里 叶 变 换 值 的 平方 函数 是 通过 将 {X. } 的 平方 幅度 函数 乘 以 fg, /Wy2)} 和 {hj/Y2} 的 
平方 增益 函数 (定义 为 9( 有 /2 和 XH(/)/? 一 一 它们 的 图 形 在 图 73 中 给 出 ) 后 得 到 的 .注意 
到 (六, ) 为 序列 {X,} 的 低频 成 分 ， 而 { 殉 ),, ) 为 序列 {X,} 的 高 频 成 分 ，{V;,,} 在 高 频 部 分 
能 量 很 小 ，!{ 丈 ,,,} 在 低频 部 分 能 量 很 小 .因此 这 两 个 序列 都 是 半 带 序列 ， 下 采样 后 得 到 
的 序列 {V1,,} 和 {Wi,,} 都 是 满 带 滤波 器 ，{V.,} 保 留 了 (Xu HEMRA, (Wu RET 
{Xi.,) 高 频 部 分 ， 但 是 (V RRT {X,} 的 频率 的 顺序 ， 而 {Wi,,} 的 频率 和 {X,} 的 频率 


差 了 一 个 反 序 ， 例 如 ，{X,) 的 离散 仿 里 叶 变 换 的 高 频 成 分 fu = IS A fay = gE OW 


的 离散 传 里 叶 变 换 中 表现 为 低频 成 分 /二 让 和 太一 起 


4. 4 节 的 关键 结论 与 定义 

堪 式 算法 的 第 一 步 是 对 {XX ，! 二 0，…，N 一 1} 进 行 正 交 分 解 ， 变 成 两 个 新 
的 序列 ， (Wo,: [一 0，，…， So Vie: t=0, =, ae 关于 第 一 层 
ABCC AM FE, 


(1]W, 是 一 个 X XN 阶 矩 阵 ， BW EW, W= Ino, FH h R BU E R R 


矩阵 W 的 前 N/2 a 的 每 一 行 包含 {已} 日 ( 坊 ) 的 元 素 )。 即 小 波 滤波 器 
(hi 以 六 为 周期 进行 周期 化 ; 第 一 行为 LA ， hos hn-19 hN-z， dh hz J» 剩 下 的 
六 一 1 行 是 由 第 一 行 通过 右 平移 得 到 的 ， 平 移 长 度 分 别 为 2，4，6，…，N 一 2 


[2] 向 量 W =W X 的 元 素 个 数 为 N /2. 
[3] 第 一 层 细节 了 = WW, = 二 WIW,XX 可 以 通过 对 Wi 进行 因子 为 2 的 上 采样 


然后 用 | 五" (Å) } 进 行 滤波 得 到 . 
ANW ,表现 的 是 尺度 n =1 的 变化 率 . 
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[5j{W.,} 是 对 时 间 序 列 {X,} 近 似 在 [1/4，1/2j 内 的 高 通 滤波 结果 再 通过 因 
子 为 2 的 下 采样 得 到 的 . 

L6j{W.,} 对 应 {XX,} 的 离散 傅 里 叶 变 换 在 [1/4，1/2] 内 的 那 部 分 ， 只 是 频率 
上 顺序 颠倒 了 . 

对 于 第 一 层 尺度 系数 则 有 如 下 结论 : 

OM BOE XN MEE, HMEVV =I, WVT=VW =x, H 


BITAR A EB E E RE WKN /2 行 张 成 相同 的 RY 的 子 空间 . CV, 和 W 
有 相同 的 结构 ， 只 需 将 hi 换 成 g 1 就行 了 ， 其 中 {gi} 是 尺度 滤波 器 {g1) 以 N 为 周 


期 进行 周期 化 的 结果 ， 即 有 (gj (G(x). 


[2JV 二 VX 的 元 素 个 数 为 N /2. 

[3]{(V 的 第 一 层 光 滑 S HVIVIKV VX， 可 以 通过 对 Vi 进行 因子 为 2 
的 上 采样 然后 再 用 |G (X) | 进行 滤波 得 到 

[4]{Vi.,} 表 现 的 是 对 时 间 序 列 以 尺度 = 2 进行 平均 . 

[5]{V.,) 是 对 时 间 序 列 {X,} 近 似 在 [0，1/4j 内 的 低 通 滤波 结果 再 通过 因子 为 
2 的 下 采样 得 到 的 . 

[6]{Vw.,) 是 {X,) 的 离散 傅 里 叶 变换 在 频率 L0，1/4] 内 的 部 分 . 

EFW ,组 成 小 波 系数 多 向 量 的 前 半 部 分 ; 余下 的 一 半 由 {V1.,) 在 塔 式 算 
法 相继 的 步骤 中 得 到 . 
4. 4 节 的 评论 与 扩展 

[1 如 果 我 们 对 用 离散 傅 里 叶 变 换 的 方法 做 一 些 修改 ， 直 接 将 采样 间隔 Ar 考虑 
进去 ， 就 会 对 {XX,} 和 {Vi,,) 的 频 域 关系 有 更 深刻 的 认识 ， 现 在 有 ff. =k/ (NAD, At 如 
果 是 1 秒 的 话 ，f 就 是 每 隔 一 秒 得 到 的 采样 数据 ， 考虑 了 a, (XIHA 
叶 变 换 和 离散 傅 里 叶 逆 变换 就 成 了 如 下 形式 : 


x, = ard) Xe X, = Nay XE, 
这 里 频率 满足 一 及 二 fi 三 f、， 其 中 fv 三 1/(2A) 称 作 是 奈奈 斯 特 频率 ， 用 {8g,} 对 
时 间 序 列 循环 滤波 的 结果 可 以 近似 地 表示 成 
Vi ~ ner > Xela, 


频率 范围 满足 一 fu/2 二 fi 过 f-/2， 由 于 对 ,的 采样 间隔 和 义 , 相同 ， 所 以 下 末 
样 序列 的 采样 间隔 为 2At 三 At ， 因 为 {V1.,) 的 长 度 为 N' 二 N/2， 所 以 它 的 离散 传 
里 叶 变 换 的 健 里 叶 频 率 为 &/(N’ At) =R/CNAL) 二 ff， 其 中 的 取 值 范围 现在 为 从 


-Nyi 到 个， 因此 {X,Y 和 {V,) 的 伟 里 叶 变 换 形式 是 相同 的 ， 但 是 前 一 种 情况 
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满足 一 fv 二 三 fw， 而 第 二 种 情况 则 满足 一 fv/2 二 所 fv/2( 注 意 fy /2= 
1/(2A )， 正 好 是 下 采样 序列 的 奈 奎 斯 特 频 率 )， 现 在 我 们 能 写成 : 


Via ra D tet, 其 中 现在 X== V2 Xe. 
2 


使 用 包含 物理 意义 下 单位 的 频率 的 离散 傅 里 叶 变 换 ， 我 们 发 现 {X,} 的 傅 里 叶 表 示 
的 频率 f EL 一 fr/2，fwv/2j 和 {Vi,,} 的 近似 全 里 叶 表 示 的 频率 范围 是 一 样 的 .将 
{XX,} 和 {Vi,r} 表 示 的 物理 频率 映射 到 标准 的 频率 区 间 [ 一 1/2，1/2] 上 ， 就 得 到 了 
我 们 在 这 一 节 前 面部 分 描述 的 方式 了 (类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 {X,} 的 傅 里 叶 表 示 
频率 fi EL[fw/2，f\] 以 相反 顺序 映射 到 {Wo,,} 的 近似 传 里 叶 表 示 的 频率 f; ELO, 
fy /2)b). 


4.5 塔 式 算法 的 第 二 步 


就 像 我 们 在 前 面 一 节 开 始 所 描述 的 那样 ， 塔 式 算法 的 第 二 步 就 是 将 {V1,,} 看 
成 是 第 一 步 中 的 {X,}， 直观 上 看 这 样 做 是 很 自然 的 ， 阁 将 {X,} 看 成 是 单位 尺度 
上 的 平均 ，{V,,} 是 在 尺度 2 上 的 平均 ，{X,} 和 {1,,} 是 在 不 同 尺 度 上 的 平均 € 
们 应 该 是 很 相似 的 因此， 我 们 对 {Vi,,} 用 {h} 和 1{g,) 进 行 循环 滤波 并 下 采样 得 
到 两 个 序列 ， 即 


L} L-1 


W = SD) AV zert—teaoa’ » Vz, = Dd) gV itimat ? (88) 
/=0 


{=0 


/二 0，*…， 注 一 1， 注 意 上 式 和 式 (70c) 及 (77b) 滤波 形式 是 相同 的 ， 只 是 将 


“modN” 换 成 了 “mod 从 ”对 尺度 2 Be j= 2 层 上 的 离散 小 波 变换 的 小 波 系数 用 
Wits 即 
W= [We ,Wy Wp J 
= [Wazo Wiat Woah ]T. 
定义 j==2 层 时 包含 尺度 系数 的 向 量 为 
Va = [Vz o Van Van J 


4B, MA 是 立 X 立 阶 敌阵 ， 其 行 向 量 分 别 包含 了 { 包 } 和 {&i} 的 周期 为 N/2 的 循 


环 平移 ， 我 们 可 以 将 V ERA W 和 V:: 


|= PV; = p | ， 其 中 P; = [$ | 


2 2 2 


A Hk I we XR 89 


k 
CINA) | -7 Wa 


C) n 
pg N 
x H (x3) > Ws 
N 
HÑ) |- ™ 


图 89 Hi XAH Wi, We AV, 的 流程 图 
类 似 M AV 的 情形 ，B。 MA, 的 各 行 也 是 规范 正 交 的 : 
B.A; = A.B} =03, BB) = AA = Ix. 


pit XA MERE P: 是 规范 正 交 的 ， 所 以 我 们 可 以 通过 下 式 重 构 Vi : 


2 
V: 


将 上 式 代 人 式 (81a) 得 
X = W'w, + VT BIW. + VI A V: =BIW + A; BW +A; 4:V:， 


2 
= [BI aaf- BW, + A, V2. 
V: 


为 了 以 后 描述 塔 式 算法 方便 起 见 , 令 Al 三 y;，B, 二 Wi， 对比 式 (63c)， 我 们 可 
以 得 到 W; 三 B,.A!， 于 是 


D: — WIW, = A BiW.. 

HPD = BTW, ， 我 们 得 到 如 下 两 式 : 
X=Di+D+A AV. 和 X=D +D: + Ss 

由 此 得 到 

S> = AAY; = VIV, ’ 
其 中 二 .A, A. A 89 5 90 BMA RAK X RW, W 和 
V, RARA EAW, W: A V: EH X HR. 

因为 序列 {W,,,} 和 {V2,,) 是 对 {V1} 滤波 之 后 再 下 采样 得 到 的 ， 又 由 于 {VV,} 


也 是 对 {X,} 滤 波 之 后 再 下 采样 得 到 的 ， 因 此 我 们 可 以 用 包含 下 采样 的 级 联 算法 来 
描述 如 何 从 {X,} 得 到 {WW;,,} 和 {V2,,}， 为 此 定义 {ht ) 是 宽 为 2L 一 1 的 具有 系数 


W: |) soy 


Wi | H°(4) 
图 90 从 Wi, W 和 YVY: 重 构 X 的 流程 图 


Ry» 0, hi» Oy. = 5 hyo 0, hi-1 的 滤波 器 ， 即 通 过 在 {h,} 的 工 ACR PAS 
KBB hi}. + 


21-2 


2W.., = Shi 21/2 ee ’ i= 0, N = E (90a) 
{=0 


式 (77a) 告 诉 我 们 {2'“*V,,} 是 用 {g,) 对 {X,} 进 行 滤波 得 到 的 ， 因 此 {2 玉 ,,, } 是 级 联 
滤波 器 的 输出 ， 即 是 对 {X,} 先 用 {g,} 滤 波 再 用 {ht } 滤 波 的 结果 .我 们 要 求 


W,, = 2W, as = 0,%%,——1], (90b) 
即 {W,,} 可 以 从 {2 殉 ,,} 中 每 四 个 抽取 一 个 得 到 ， 第 一 个 抽取 的 元 素 为 2 环 ,., (用 
工程 的 术语 来 说 这 就 是 对 {2 歼 ,,, } 进行 因子 为 4 的 下 采样 )， 为 了 证 实 上 述说 法 ， 
注意 有 


2L—2 


th? = foley 
2W ua = Jhr 2! Vi ats- 


i=0 


L-} 
2 W275 
= > 1h, 2 Vi aet3—2t mod 


t=0 


L-1 
=N 1/20 
= h,2 Vi 2c2ee1—0+1 modN 
i=0 
L—1 
= Xhi Vi ,arimody = W3., 
1=0 


推导 过 程 中 我 们 用 了 式 (77b) 和 (88 ). 4 {he} = g* hi } 是 {g} 5 (hi } 的 卷 积 . 
由 于 {gi) 的 长 度 为 而 {ht } 的 长 度 为 2L 一 1]， 因 此 用 练习 L28aj 的 结论 可 得 {h.,? 


的 长 度 为 : 
L,=L+(2L—1)—-1=3L—2. 
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Haar H»(-) 


Haar Gy(-) 


D(A) H2(-) 


D(4) 92( 
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R91 哈 尔 滤波 器 (hot A (182 的 平方 增益 图 数 ( 分 别 为 丰 上 图 和 右上 图 ) 及 D(4) 滤波 器 
{hs} 和 {gz} 的 平方 增益 函数 (分 别 为 左下 图 和 右 下 图 ). 图 中 用 点 划 线 标记 出 了 频率 
paar 


练习 [91] With: é=0, tte; 了 一 1} 是 一 个 滤波 器 ， fE ih PHA H Cey: 通 
过 在 {h,} 的 元 素 中 插入 m 个 零 定义 新 的 滤波 器 为 
hy 90,°°* 0h; 2°* * shi- 205° **0; hı- T 
— 


m0 m om 
证 明 这 个 滤波 器 的 传递 函数 是 (Lm +1) f). 4 
今 上 面 的 m 二 1， 我 们 可 以 得 到 {h;,,} 的 传递 函数 由 下 式 给 出 : 
H,(f) = HHGP). 
用 类 似 的 方法 ， 得 到 {g;.1) 是 对 {X,) 滤 波 后 得 到 {V,.,) 的 滤波 器 ， 其 宽度 为 La, 
通过 将 {gr} 和 
{ot} = { gos0sgi 0 50 gi) 
进行 卷 积 得 到 ， 其 传递 函数 为 
G,(f) = G2f)G(f). 
图 91 给 出 了 哈 尔 滤 波 器 和 D(4) 滤 波 器 作为 卫 图 数 的 
Hf)=| HN A GG 
WEW. EE (h) 是 一 个 带 通 滤波 器 且 其 近似 通 带 为 1/8 委 | f| 1/4, (ged 
是 一 个 低 通 滤波 器 其 通 带 近似 为 0 三 | f | <1/8. 图 92 给 出 了 直接 从 天 计算 W.: 


和 VV 的 流程 图 . 

为 了 方便 起 见 ， 我 们 称 {h,.,} 和 {gz.1) 是 第 二 层 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 ， 因 
为 它们 可 以 产生 第 二 层 小 波 系数 和 尺度 系数 .在 下 一 节 我 们 将 这 个 概念 推广 到 第 
j 层 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 .我 们 可 以 定义 第 一 层 小 波 滤 波 器 {h.,} 和 尺度 滤波 
器 {g1.1} 就 等 于 {hi} 和 {g). 
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Ho(4) | —+ p: 
2N) P W2 


图 92 MOX HRAN We 和 V 的 流程 图 ， 长 为 N REEI X 用 以 N 为 周期 进行 周期 
化 后 得 到 的 j 一 2 层 的 小 波 滤波 器 he) GUERRO 月 (*)) 进 行 循环 滤波 ， 然 后 保 
留 所 有 的 指标 ! 满足 :十 1 为 4 的 倍数 的 系数 ， 得 到 向 量 W C | 4" 表 示 每 4 个 系数 保 
留 一 个 的 下 采样 )、W 的 NA 的 系数 是 j= 层 上 的 小 波 系数 ， 类 似 地 ， 长 为 N/4 的 
RV. 包含 了 j 一 2 层 上 的 尺度 系数 ， 它 是 对 x 用 频 域 表示 为 {G, ($) } 的 尺度 滤波 


器 进行 循环 滤波 再 进行 因子 为 4 的 下 采样 得 到 的 


练习 [92] 证 明 {h;.,} 求 和 为 零 且 有 单位 能 量 ,但 它 不 满足 小 波 滤 波 器 定义 
中 的 最 后 一 个 性 质 ， 即 与 自身 偶 平 移 的 规范 正 交 性 质 (69c)， 通过 一 些 特 殊 的 哈 
尔 小 波 的 第 二 层 小 波 滤波 器 的 例子 说 明 这 一 点 ， 提 示 : 考虑 小 波 滤波 器 的 规范 正 
交 性 质 的 频 域 表 达 式 . 4 
如 上 述 练习 所 表明 的 ， 第 二 层 小 波 滤波 器 事实 上 不 必 是 小 波 滤波 器 ! 类 似 的 
观察 对 于 第 二 层 尺度 滤波 器 也 成 立 ( 对 于 将 在 下 一 节 定义 的 j 宇 3 层 小 波 滤波 器 与 


尺度 滤波 器 也 成 立 ). 
因为 W, WICK he: L=0, oe, Le 一 1) 对 {X,} 进 行 循 环 滤波 得 到 的 ， 


滤波 得 到 . MRNA 
= ahaa X ttt 9 i= 0,“ : 一 1 


(参见 练习 [4. 10])， 因 为 我 们 还 有 Wi =W:X, W: 的 行 一 定 包含 {h2.1} 的 循环 平 
移 变型 。 如 果 我 们 注意 到 W 的 第 0 个 元 素 是 


N-1 


Wio = Phx LimodN 9 


很 明显 )A， 的 第 一 行 (或 等 价 地 W 的 第 N/2 行 ) 由 下 式 给 出 ， 
[hoi hg hta vho hin-i Atn- 有 sj. = Wy, $ (92) 


剩 下 的 六 一 1 GAT WY, s k=l, ore Tol BOL AS SEAT ED 4 的 


循环 平移 得 到 ， 同样， 我们 从 练习 [33] 知 道 {hi.,} 的 离散 储 里 叶 变 换 是 对 {hz.1} 的 
传递 函数 在 六 =&/N(A=0，…，N 一 1) 处 进行 采样 得 到 ， 由 于 它 的 传递 函数 定 


义 为 HOPG N+ BATA >| (x5 )G (ay) | 用 类 似 方法 ， 周 期 滤波 器 


gido le aae ( N) 这 个 序列 生成 了 的 各 个 行 向 量 . 


4. 5 节 中 的 关键 结论 与 定义 
塔 式 算法 的 第 二 步 将 中 的 NV 2 个 基 向 量 转换 成 两 组 有 N74 个 基 向 量 的 矩阵 ， 
BIW: = BV, = B.A, AV, = AV = AA ,其 中 我 们 定义 了 Ai =V. BMW BTR 
| EB (h) 以 N/2 为 周期 进行 周期 化 ( 即 对 | (5B) k= 050+ 1 | at 
行 离散 傅 里 叶 逆 变 换 ) 且 相 邻 行 相差 一 个 跨度 为 2 的 平移 ， 类 似 地 ，.4; 的 各 行 是 由 尺 
HERE EEA, SUL N/2 为 周期 进行 周期 化 得 到 的 ， 这 一 步 将 { Vi : :一 0， < 
解 成 两 个 新 的 序列 , 即 | W::z 一 0 ,全 一 1 和 | Vi: 一 0,… ,人 一 1} .就 像 
第 一 步 通过 小 波 滩 波 器 和 尺度 涉 波 器 将 允 正 交 分 解 成 高 频 成 分 (了 上 和 低频 成 分 
{Vi,,}， 第 二 步 也 将 { Vi. ATIRE i W, } Al Vaa}. 头 的 低频 部 分 {Vi,,}) 被 第 二 二 层 小 波 滤 
波 器 和 尺度 滤波 器 分 解 成 了 两 部 分 ， 这 两 个 滤波 器 的 通 带 分 别 为 /8s | f | 过 1/4( 相 
alee dy 因此 关于 第 二 层 小 波 系数 {W:,} 有 如 下 事实 ; 


[1] IW. = Bz A, 是 一 个 XXN HERE ELE W: WE 一 Iw， HIR T R hk AE a 


ici O T )}， 即 第 
二 层 小 波 滤波 器 (h.) 以 长 度 N 为 周期 进行 周期 化 得 到 ;， 第 一 行 向 量 由 式 (92) 给 出 ， 
剩 下 的 六 一 1 行 是 通过 循环 平移 第 一 行 得 到 的 ,平移 跨度 为 4，8，12,…，N4). 
[2] 向 量 W; 二 WX 的 元 素 长 为 N74. 
[3] 第 二 层 细节 D; = W; W, = W, W:X. 


[4j 尺 度 为 cr, =2 的 平均 变化 率 . 
[5j 对 第 一 层 尺度 系数 {Vi,,} 高 频 在 [1/4，1/2] 半 通 带 进行 因子 为 2 的 下 采样 


得 到 的 结果 . 

[6]{X 的 离散 傅 里 叶 变 换 在 频率 范围 Li/8，1/4] 内 的 部 分 ， 只 是 频率 顺序 相反 ， 

类 似 地 ， 第 二 层 尺 度 系数 序列 {V:..} 有 如 下 事实 : 

[1iV;= A; A 是 一 个 全 XN BAE RF H W E Ve V; = Tyn » URW, vi =v: w = 
ov,， 其 各 行 和 离散 小 波 变换 矩阵 的 后 N/4 行 向 量 张 成 RY 中 同一 个 子 空间 ( V 
的 结构 和 )]4， 类 似 : 只 要 将 h: 4 换 成 g2., 就 行 了 ， 其 中 {g2.1) 是 {gz,1} 以 N 为 周期 
周期 化 的 结果 ， 即 {82 一 (G (Nz)G( 襄 ))) 

[2] 长 为 N/4 的 向 量 V: 二 VX 的 元 素 . 

[3] 第 二 层 光 滑 S; = VIV: = Vi VX. 

[4j 在 尺度 4, 二 4 上 的 平均 . 

[5] 对 第 一 层 尺度 系数 {Vi} 频率 在 [0，1/ 4 部 分 进行 因子 为 2 的 下 采样 的 结果 . 


[6]{X,) 的 离散 全 里 叶 变 换 在 频率 范围 [0，1/8j 内 的 部 分 . 


46 塔 式 算 法 的 一 般 步 又 
通过 前 面 两 节 的 讨论 ， FATA ATC RAE AER, Hp yl. e J 


94 #1 


— W; 


12 


图 94 HEV, DR W, 和 VV， 然后 再 用 Wi AV, AR V,- Hes 


(前 面 几 节 都 假定 样本 长 度 N 为 2); 定义 Vo H Ais 第 j 步 输 入 就 是 {V,_1,,: t= 
0，…，N- 1}, SEN, =N/2), 第 j 步 输 和 人 可 以 看 成 是 在 尺度 -1 二 2 ER 
度 系 数 的 平均 ~。 第 j 步 输 出 是 第 j 层 小 波 系 数 和 尺度 系数 : 


L-1 L-1 
Wj = D hu V j-1,2-imodN, ; Va = DJ BV j-1.2441-1modN,_, ’ (94a) 
t=O i=0 


t=0, «+, Niji. 尺度 二 2 “上 的 小 波 系数 是 Wo BI 


W, =z LW y-n, i Wyn UE sW y-n,- T a LW,,.0 W; s Win ] . 


l 


如 果 定 义 V 的 元 素 为 V,,,， 那 么 从 Vj-1 分 解 成 W; 和 V;， 可 以 写成 


;| rB, B, 
= PV ja 一 | 9 其 中 P; = | | ? (94b) 
V; A; A; 


B; 和 .4 是 Ni XN; BRB RE. HITE h k dE Bh, AR BE Bg) 以 
N,-1 为 周期 进行 周期 化 得 到 的 ，N;-, XN,-; 阶 和 矩阵 PP, 是 规范 正 交 的 ， 即 


BB! BA 


B, 
PP = | |es; A l= 


in 


AB AA 


B, l 
P; P; = [B; anl |- B; B; +A A; = Ís 
A; 
mR AIA V SAX, 反复 用 公式 V= A, V; 可 得 
W, = B;Aj;-1°°° A X = W;X ; H. V; -e A; Åj aa A,X = VX, 


其 中 
W; = B; Å; … Als y; = A; Aj oe Á. 
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由 于 Nj-; XN, BRE P, 是 规范 正 交 的 ， 所 以 可 以 用 下 式 重 构 VV, 


TW, age WAL x . 
V; = P, l |= (B; A; i J= B, W, 全 A; V;. (95a) 
V, V, 
借助 于 滤波 运算 V 的 第 上 个 元 素 可 以 通过 类 似 式 (83) 重 构 ， 即 
L-1 L-1 
Vj- = > AW e+tmoan, T D BIV A ortmN, ’ (95b) 
{=0 1=:0 
1=0, i eee Ner ly 其 中 
wt 0, t = 0,2,*, Nj.. — 2} 
jt = Wied i= 1,3,..… ,Ni — ]. 


(我 们 用 类 似 的 方式 定义 V,)， 用 式 (8la) 并 反复 应 用 (95a) 得 到 
X = BW + A’ BW, +A A, BIW, + 
+ Ale AT BIW, + Als ALA, V;. 
细节 和 光滑 Si 是 上 式 的 最 后 两 项 ， 即 
D; = A pv Ana BW, = WW, 


(95c) 
S; = Al + AL, AV; = VV. 
P; 的 规范 正 交 性 告诉 我 们 
lY t? = IW, + iv; i’. 
因此 V =X, RW EA E 
Ix? = 5 w, 上 1: 十 v, 17. (95d) 
练习 [95] 利用 上 面 的 式 子 和 式 (95c)， 证 明 我 们 还 有 
Ix? = Sb B+ SW. 
ry 
和 {XX,) 的 第 j 层 的 小 波 系 数 {W,.,} 相 关 的 等 价 滤波 器 {h,.,) 是 由 下 面 ;7 个 滤波 
器 的 卷 积 得 到 的 : 
滤波 器 Ls googie + B12 Bi-13 
滤波 器 2:goy,0,gi,0, ser» 0081-13 
滤波 器 3 so 0.050521 0.050529" pgp -2 905050, 81-1 5 
: (95e) 


滤波 器 了 Lege Oot 100g Oars Oo rine Or Orgs 


2 “一 1 个 0 2i-t_i 4g 272-140 
滤波 器 Jiho 9O,°"° ,0 shy 03°“ 03 shi sO ys Oshii. 
—— pe SS one S gp 
2! 140 2 '-140 27-140 


注意 对 于 上 二 2，…，j 一 1， 第 上 个 滤波 器 是 对 前 一 个 滤波 器 元 素 之 间 插 入 零 得 
到 的 . 
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R6 MX ARITA W, AV, 的 流程 图 ， 长 为 N 的 时 间 序 列 用 第 j 层 小 波 滤波 器 (及 ,, E 
KAO H,(*)) 进 行 循环 滤波 ， 得 到 一 个 输出 ， 然 后 保留 所 有 的 指数 可 以 被 2 整除 的 
系数 ， 形 成 长 为 N/V 的 向 量 W, MB j 层 小 波 系 数 (“ + 2 表示 每 2 个 系数 保留 一 
个 "的 下 采样 ); 类 似 地 ， 长 为 N/Z 的 向 量 VY; 包含 了 第 j 层 尺度 系数 ， 它 是 对 X ALF 
递 函 数 为 G(*) 的 尺度 滤波 器 进行 循环 滤波 再 进行 因子 为 2 的 下 采样 得 到 的 


练习 [96] 证 明 滤 波 器 (hj,,} 的 宽度 为 


L; = (2 一 1)(L 一 1) +1, (96a) 
并 且 其 传递 函数 为 
j—2 
H,(f) = H f) [[ GQ's). (96b) 
1=0 
本 


滤波 器 {hj;.,} 的 标 称 通 带 为 1/2” 夺 | f | 过 1/2， 且 有 


=l 
2° W = S AnA imodN 3 t=O," »N a l, (96c) 
{<0 
我 们 有 
E=l 
W; =p Wiii Dy hia Xcel) i tmoaN » (96d) 
tr 


1 二 0，]，*…，N, 一 1， 因 为 我 们 还 有 Wi; 二 WX， 很 明显 W; 的 行 包含 {hj.,}， 由 
定义 知 它 是 {hj,,} 以 N 为 周期 进行 周期 化 的 结果 . 
同样 地 ， 和 {X,) 的 第 j 层 的 尺度 系数 {V;.,} 相 关 的 等 价 滤波 器 {8g,.,} 是 由 下 面 
j 个 滤波 器 的 卷 积 得 到 的 : 
滤波 器 1 ;go ,gi ogi- Bi-13 
滤波 器 2: go 9521 03t 585-2 0581-13 


滤波 器 3:go,0,0,0,g1,0,0,0，…,g 105050, 81-3 
(96e) 


滤波 大 J =] : go 905° 50,81 104207 05% 9 81-2 05009 gim ; 
21 ?一 1 个 0 21 2 一 1 个 0 21 一 1 个 0 


滤波 器 j :go je 0.g1 05% Os" pL 2 ,0，…， 0, gi. 
27 '-i40 21 '_140 21 一 1 一 1 个 0 


这 个 等 价 滤波 器 (hi;.,) 的 宽度 为 Lj» 其 传递 函数 为 
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ST 


Gf) = [[ Gf). (97) 
f{=0 


滤波 器 {gj.1/} 近似 于 一 个 通 带 为 0 夺 | f | 过 172 ”的 低 通 滤波 器 ， 由 


Ln} 
i) 


27? Vja = 人 》 BitX -imaan » t=0,-°,N—1 


{=0 


我 们 有 


L.—! 
1 


— 9/2 = > 
Vja = 2? Vice — Ej AX 2 c-1)—1-tmodN 9 
{=0 


1 二 0，]，…，NN, 一]. 因为 我 们 还 有 Vj 二 VX， 很 明显 VV WITRE! gu HE 
义 知 它 是 {g,.1} 以 NN 为 周期 进行 周期 化 的 结果 . 

我 们 现在 来 看 看 随 着 j 的 增 大 ( 除 1 外 ) 高 层 的 尺度 滤波 器 (8g,.,} 和 小 波 滤波 
器 { 记 .小 是 什么 样子 的 . 图 98a 给 出 了 DOM gu EEA hj AMR, R 
度 标号 分 别 为 j=1，2，…，7， 滤波 器 长 度 为 /二 0，…， 上 ;一 1( 图 中 单位 脉冲 
相应 的 各 点 用 直线 连 了 起 来 )， 我 们 看 到 当 j PEAKI, (gth F 
个 特殊 的 曲线 ({h,,,} 的 极限 曲线 看 起 来 有 点 像 效 鱼 的 鳍 )， 我 们 将 在 11.4 和 11.6 和 节 
详细 解释 这 一 点 ， 图 98b 的 图 形 是 Daubechies 小 波 滤波 器 的 长 为 8 的 最 接近 对 称 
(least asymmetric) 的 小 波 ( 参 见 4.8 49). 注意 当 j 增 大 时 ，{g,,,} 收 敛 于 一 个 类 
似 高 斯 函数 的 曲线 ， 而 {hj.,} 则 收敛 于 类 似 图 3 右面 的 墨西哥 帽 小 波 y“(*) 的 曲 
线 . 图 99 给 出 了 这 些 滤波 器 的 平方 增益 函数 1 CG Hl, oe, DAG CORA 
形 ， 其 中 的 紧 线 表示 其 标 称 通 带 范围 . 

回忆 假设 N=2:!， 我 们 发 现 塔 式 算 法 的 第 次 迭代 得 到 的 输出 问 量 Wj = 
[WsJ] 和 Vj 二 [Vi.wj 都 是 一 维 向 量 .， 于 是 塔 式 算 法 到 这 一 步 就 结束 了 ，W,).。 和 
Vj, 构成 了 W==WX 的 最 后 两 个 离散 小 波 变 换 系数 Wy AW, RB Ww-: 和 
CX AER JE =V =N/2 上 的 变化 有 关 . 下 面 这 个 练习 说 明 我 们 总 是 会 得 到 
Wy. =X VN ， 其 中 XX 是 序列 {X,} 的 样本 均值 . 

练习 [97] 证 明 离散 小 波 变 换算 阵 W 最 后 一 行 V) 的 元 素 都 等 于 1/VYN， 用 
这 个 结果 给 出 S; 的 显 式 表 示 式 . 提示 : SRV, 中 各 元 素 和 1/VN 的 差 的 平方 


和 ， 并 且 利 用 练习 [76b] 的 结论 Dg. = v2. a 


图 98a D(4) 尺 度 滤 波 器 gj 和 小 波 滤波 器 {hi}, j=l, Zs | 7( 这 里 脉冲 
响应 序列 各 个 值 用 直线 连 了 起 来 ) 


图 98b LA(8) 尺 度 滤波 器 {g.,) 和 小 波 滤波 器 {有 .1}，j 三 1，2，…，7( 这 里 脉冲 响应 
序列 各 个 值 用 直线 连 了 起 来 )， 这 些 滤波 器 将 在 4.8 节 中 定义 
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图 99 LACS) JEW AR {AL}. G1, ce, 4 和 {g41) 的 平方 增益 函数 (这 些 滤波 器 
将 在 4.8 节 中 定义 ) 


在 最 后 一 步 中 ， 我 们 还 得 到 了 离散 小 波 变 换 和 矩阵 的 各 行 表 示 ， 即 
Bı 
W; | B: A, 


W= |w|= BA A; |. 


W3 B; Aj- see A, 
Vi A; Ajat A; 


46 节 的 关键 结论 与 定义 

我 们 前 面 假设 了 样本 的 元 素 个 数 为 N=, J 为 某 个 整数 . 对 于 7 一 1，…， 
JAN,;=N/2’, 塔 式 算法 的 第 j 步 将 N;-1 XN MERV- PKA N,- TT 
量 分 解 成 两 组 N, 向 量 ， 即 Wi = B, V WV = A Vio AFB AA; HN, Xx 
N,;-1 阶 矩阵 ， 分 别 包含 了 尺度 滤波 器 {h,) 和 小 波 滤 波 器 {gi} 关于 周期 N,-1 周 期 化 
后 的 序列 (这 里 我 们 定义 = TIvw)， A, MB 的 行 向 量 形成 了 NN,-; 个 规范 正 交 问 
AY. Vo =X, 第 j HEAR Va 1 二 0，…，N;-1 一 1 } 为 两 个 新 序列 ， 即 第 j 
层 小 波 系 数 {Wj,: 1 二 0，…，Nj; 一 1} 和 第 j 层 尺度 系数 {Vj,: C= 05 os 
N, 一 1}， 第 j 层 小 波 系数 {W,.,) 与 下 述 结论 有 关 : 

OIW =B, Ajit Ars NXN MERR EW, W = Ty ， 组 成 了 离散 小 波 变 


换 第 阵 W 从 第 SUN, 行 到 第 STN, 一 1 行 向 量 (j = 1 的 时 候 算 第 0 行 ), W, 的 各 


100 HAF 


FER T {h A N 为 周期 的 循环 平移 ， 即 


asad [u(y eR) 
(序列 {A EW, 中 是 以 相反 顺序 出 现 的 ， 相 邻 的 两 行 差 一 个 跨度 为 2 的 平移 ). 
[2 长 为 N; Hie) at W, 二 MW,X 的 元 素 . 
[3] 第 7 RAPD, =Wiw,=w' WX. 
[4j 在 尺度 rm = 王 2 一 :上 的 平均 变化 . 
[5j 对 尺度 系数 (Vj;-;,,} 在 高 频 范围 为 [1/4，1/2j 内 的 部 分 下 2 采样 的 结果 . 
[6] 序 列 {X,} 的 离散 侍 里 叶 变 换 在 频率 范围 为 [1/2''' ，172 内 的 部 分 ， 是 关 
于 频率 的 一 个 反 序 . 
相应 地 ， 第 7 层 尺度 系数 {Vj.,} 与 下 述 结论 有 关 : 
[1]V,=A, Aji A 是 N; XN 阶 和 矩阵 ， 同 时 满足 VV = Is, 和 WV = 
VW = 二 0 ， 其 各 行 和 离散 小 波 变 换 矩 阵 ) 人 的 后 N, 行 张 成 RX 中 同一 个 子 空间 . 
V; WET le) KFS N 循环 平移 后 的 结果 ， 即 
uele a lel T e 6(N) 
CFI g) EV, 行 中 是 以 反 序 出 现 的 ). 
[2] 长 为 N 的 向 量 V; 二 VX 的 元 素 . 
[3158 j BMS, =V V =V; VX. 
(JRE AaS 上 的 平均 . 
[5] 尺 度 系 数 {V ;1.,}) 在 低频 范围 [0，1/4j 部 分 的 下 2 采样 结果 . 
[6] 序 列 {X,) 的 离散 傅 里 叶 变 换 在 频率 范围 L0，172”' 内 的 部 分 . 
4.6 节 的 评论 与 扩展 
[1 在 这 里 我 们 将 给 出 由 Mallat(1989b) 引 和 人 的 计算 离散 小 波 变换 的 塔 式 算 法 
及 其 逆 运 算 ( 重 构 算法 ) 的 伪 代 码 . S Vo =X, t=0, +, N-1, Ht N=. 
Dlh, n=0, +, 上 一 1} 是 一 个 宽 为 L 的 小 波 滤波 器 ， 令 {g,}) 是 由 式 (75a) 定 义 
的 相应 的 尺度 滤波 器 .如 4. 1 节 那 样 ， 将 离散 小 波 变换 系数 向 量 W 分 解 成 子 向 
HW, j=l, =, JAV; WW, MV, WERE Wu, 1 二 0,，…， N/2 一 1 和 
Vj,，t 二 0，…，N/2! 一 1， 给 定 长 为 M=N/2 一 的 向 量 V-,， 下 面 的 伪 代 码 用 
来 计算 长 为 M/2 的 向 量 Wi 和 Wi (基于 式 (94a) ) : 
对 1 二 0，… M/2 一 1， 进 行 下 面 的 外 循环 : 
eu? =2t+1. 
B W, § =hVj- JF BB Vj. :一 goW -iv 
IF n=l, =, L-1, HA FEAA: 
u 减 小 1. 
如 果 x 二 0， 置 w :一 M 一 1， 
RW, EFW Hh, Vj- 
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E VYF Vje tE Vj- 
跳出 内 循环 . 

跳出 外 循环 . 

首先 ， 对 于 7 一 1 利用 上 面 的 伪 代 码 ( 即 由 VY 二 出 发 )， 之 后 对 j= 二 2，…，J， 
我 们 得 到 离散 小 波 变 换 分量 的 向 量 ， 即 W;，W;，…，Wj 和 Vj)， 以 及 中 间 向 量 
Vis Vos e+, Vja. 

a FOC] Ux it AE He BE He ae We aw, Wl, oe, W AV, RX. 给 出 
长 为 M=N/2) 的 向 量 Wi 和 W， 下 面 这 段 伪 代 码 用 来 计算 长 为 2M 的 向 量 V, -， 
(基于 式 (95b) ) : 

al:=—2, &m:=~—1. 

对 1 二 0，… M 一 1， 进 行 下 面 的 外 循环 ; 

Bel: =l+2,m?:=mt2. 
But=t, 1: 三 ], k: 50. 
H Vj- 5h W ja tE V ju 
BV 5-10 = hW; EEV ju 


mR 上 之 2， 那 么 对 于 n 二 1，…， 元 一 1， 进 行 下 面 的 内 循环 ; 


u 增加 1. 
WR >M, Ñ u: =o. 
i 增加 2, k Hohn 2. 
a V-11 FF hiW jau tgiVj.u- 
置 V i-i F hW jua tT EV iu 
跳出 内 循环 . 
跳出 外 循环 . 
通过 对 W, AV, 用 上 面 的 伪 代 码 处 理 ， 我 们 得 到 W-:， 将 这 个 过 程 描述 成 
把 W 和 Vj 放 进 一 个 盒子 里 ， 输 出 Vi: 


Wy em | — Fia 
A 


W, 
通过 对 W A V ELARRE, RAE V- PIAA TF E GS i E R 


描述 这 两 步 伪 代 码 处 理 : Bi 
V 一 [L_ FeLi} 
人 


W, W; 
如 果 按 这 种 方式 继续 ，J 一 2 次 应 用 上 面 的 伪 代 码 ， 将 会 得 到 Vo 二 XX( 注 意 V-;，…， 
V, 是 计算 的 中 间 数 据 ): 


一 一 =X 


wW W, W, 
第 j 层 细节 D; 通过 对 0, es k 0;-1 9 W, 和 0; EFT BS AL) ae E 1G BI, 其 
HO, k=l, =s 是 一 个 有 N/24 个 零 的 向 量 ( 当 j=1 时 ， 我 们 解释 为 9 ，…， 
0; 1? W, 就 是 W). 这 些 细节 可 以 依次 对 j， ps nets 1 应 用 逆 塔 式 算法 得 到 ， 
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起 始 向 量 是 W; MO RET ERDRE PH V). EB j KEREP, RNG 
到 卫 , : 


一 ; | 一 > ~— UL D, 


W. 0 0 


j pol t 


类 似 地 ， 光 滑 S 可 以 通过 对 0 ，…，0) Vy 进行 离散 小 波 逆 变 换 得 到 


ne E a E aaa WR 
A 4 人 
0, 0, 0, 

[2 我们 现在 讨论 一 下 高 层 的 小 波 滤 波 器 { 太 .小 和 尺度 滤波 器 (18 ， 我 们 看 
到 ， 在 图 73 中 {g1.1)= 二 {gi: 1 二 0，*…， 上 一 1} 是 一 个 半 带 的 低 通 滤波 器 (是 通 带 为 
o< | f | <1/4 的 低 通 滤波 器 的 近似 )， 从 图 91 可 以 看 到 {g;,,}) 是 一 个 四 分 之 一 带 的 
低 通 滤 波 器 (是 通 带 为 0 三 | f | <1/8 的 低 通 滤波 器 的 近似 )， 按照 这 种 方式 继 
续 ， 我 们 会 发 现 {g;.,} 是 一 个 通 带 为 0 三 | f | 三 1/2Y' 的 2 ' 带 的 低 通 滤波 右 。 同 
样 会 看 到 ， 在 图 73 PA} = thi: 1 二 0，*… ,上 一 1) 是 一 个 半 带 的 高 通 滤波 器 ， 
或 高 通 滤 波 器 (是 通 带 为 1/4 三 | f| 三 1/2 的 高 通 滤波 器 的 近似 )， 而 从 图 91 中 
可 以 看 到 {h,,} 是 一 个 四 分 之 一 带 的 带 通 滤波 器 (是 通 带 为 11/8 三 | f | 1/4 的 高 
通 滤波 器 的 近似 )， 类 似 地 ，{h;.,} 是 一 个 通 带 为 1/2"' 达 | f | 三 1/2’ 的 2 R 
( 倍 频 程 ) 带 通 滤波 器 . 

有 两 个 等 价 的 方法 可 以 得 到 {hj.,} 和 {gj.,}， 第 一 种 方法 : EE AL) AM ge} 
元 素 之 间 分 别 插入 2-' 一 1 个 零 得 到 {hj,,} 和 {gj..}， 然 后 按 下 述 方法 应 用 2" 
带 的 低 通 滤波 器 {g;_1.1)( 见 式 (95e) 和 (96e)).， 

练习 [102a] 给 定 {g,-1.,}， 证 明 可 以 通过 下 式 得 到 (hj.,1 和 {gj.1}: 


hi. = S aii Bu = Siga- (102) 
1=0, =, L,—1( Rioul, 1992). 还 证 明 ， 通 过 定义 GSG), 对 任意 
的 7 之 2， 有 

H,(f? = H(i" Gp, Gf) = G(27"' f)G;a (f). 4 
第 二 种 方法 : 下 - - 层 的 小 波 滤 波 器 和 尺度 滤波 器 是 通过 在 {fh;-1,.10 或 {g,-1.1} 
中 插入 单个 零 得 到 ， 然 后 应 用 半 带 低 通 滤波 右 {g1}. 
练习 [L102b] 证 明 


二-1 一 1 Ea 


| 
J 
h;i = yy Eih j-1.4 9 jiu = > Bi-2eB ) 一 1 ， 
k= 0 kw 


l=0, =, | ee 4 


BH) E HR 103 


注意 {hj,1} 的 建立 不 涉及 (gi)} 和 {hh;-1.1) 的 卷 积 (将 上 式 中 的 2k 用 上 代替 即 
AT). 将 (hj;-1.,} 映 射 为 {hj.,} 的 过 程 在 工程 中 有 时 候 被 称 为 是 “插值 算 子 ”( 参 见 
Rioul and Duhamel，1992)， 这 个 术语 在 这 里 是 适用 的 ， 因 为 我 们 用 低 通 滤波 器 
{g1} 对 新 的 滤波 器 进行 插值 ， 将 尺度 为 rj- 的 滤波 器 {h;-1,,})“ 拉 长 ”成 尺度 为 
T; =2r;-1. 

L3j 现 在 证 明 我 们 的 结论 : KR REWER eS OF RAB A= 2). 虽然 {g,.,} 是 
由 工 ; = 二 (2' 一 1)(L 一 1) 十 1 给 出 ， 由 图 98a 和 图 98b 可 以 看 到 ， 随 着 j 的 增 大 ， 
gi 在 1=0 和 = 万 一 1 处 的 很 多 值 非常 接近 于 零 ， 因 此 用 L; 来 度量 (gj 的 宽度 
显得 有 点 不 合适 ， 一 个 更 好 的 表示 序列 宽度 的 度量 是 基于 “ 自 相 关 ” 宽 度 的 概念 
的 ， 自 相关 宽度 在 这 里 定义 如 下 : 


on 


( gay 
width, {g;..) = “= 


a gi. 


[一 一 oo 
(详情 参见 Bracewell, 1978 或 Percival and Walden, 1993). 考虑 前 7/ ERR 
度 滤波 器 : 


(103) 


l= 0,°+,2’ —1; 
2 其 他 . 
这 个 滤波 器 的 输出 值 和 有 2 个 输入 的 样本 均值 是 成 比例 的 ， 因 此 哈 尔 {gj.,} 很 明 


显 对 应 于 尺度 2’ =A,. 
练习 [103] 证 明 哈 尔 {g;.,}) 的 自 相关 宽度 为 2?， 直 观 上 这 很 自然 . < 
对 于 所 有 的 尺度 滤波 器 ， 我 们 有 


oo 1-1 4 
S gu = ig = G0) = J] Go) = 2”, 
— t=O he=0 


L-} 
由 于 G0) = wy? = f2, 而 


上 ,一 1 
} 


> gja = l, 
1=0 


因为 对 任意 的 NZL, WARRE O EV 中 行 的 非 零 元 素 ， 而 V; 满足 规范 正 
XMV; Vi 二 Ts ， 因 此 可 得 width, (g;0} =2’=a;. 

进而 ， 因 为 小 波 滤波 器 {h,.,} 和 {gj.1} 的 宽度 都 为 L;， 两 个 滤波 器 正 交 ， 且 小 
波 滤波 器 的 系数 和 为 零 ， 每 个 小 波 系数 可 以 看 成 是 广义 的 局 部 平均 后 进行 差分 的 
结果 ， 每 个 系数 的 有 效 长 度 都 是 4 的 一 半 ， 即 和 {hj.1} 的 相对 应 的 尺度 心 /72 三 已， 
这 个 结果 我 们 前 面 已 经 一 直 在 用 了 . 
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4.7 部 分 离散 小 波 变换 


对 于 时 间 序 列 {X, c= 0, +, N-1}, ERKA N= COAT PIR 
的 那样 ) ， 塔 式 算法 WER SH ST RB RERARM WHEW X. RESO 
J SR IL. MEAT XI. 层 的 部 分 离散 小 波 变 换 系 数 


W, ] W, B, 

W: | W: B, A; 
E : : 

W, 一 W, X = B, A,-: cig A) X. 
: | : 

W Wi, B; Ar- A 

Vi V, As, As,- ... A, 


这 里 W,，j =1，…，J， 是 离散 小 波 变 换 系 数 向 量 W 的 子 向 量 ， 最 后 的 那个 子 
向 量 为 N/2% 个 尺度 系数 的 最 后 子 向 量 Vi REW 的 后 N/2”* 个 系数 .所 有 尺 
度 系数 代表 在 尺度 A, =2% 上 的 平均 ， 因 此 包含 了 三 在 大 尺度 (或 低频 ) 上 的 特征 
(包括 样本 平均 入 )、 作 为 比较 ， 完 全 离散 小 波 变换 只 有 一 个 斥 度 系数 ， 这 就 只 包 
含 了 样本 均值 (参见 练习 [97]). 

部 分 离散 小 波 变换 在 实际 中 应 用 比 完全 离散 小 波 变换 更 为 普遍 ， 我 们 可 以 只 
分 解 到 指定 的 某 一 尺度 ， 因 为 更 大 尺度 上 的 小 波 系数 我 们 并 不 关心 。J。 层 的 部 
分 离散 小 波 变换 使 得 我 们 可 以 放宽 以 前 的 限制 N= 二 2/，J 为 某 一 整数 ， 现 在 NN 只 
需 是 2 的 整数 倍 就 行 了 . 采样 的 数量 并 不 是 我 们 要 考虑 的 最 重要 的 因素 ，J。 可 
以 根据 特定 的 应 用 来 确定 (参见 4. 10 和 5. 8 节 ). 

对 于 分 解 层 数 J <J 的 部 分 离散 小 波 变换 ， 我 们 得 到 如 下 分 解 ( 即 多 分 辨 分 
析 ): 

Jo 
X= >) 了 十 S1， (104a) 
如 前 所 述 ， 细 节 人 D; RARER, =2 LHE, MS), 表示 在 斥 度 ij 52 E 
的 平均 ， 能 量 分 解 为 
Jo Jo 
Ixi = BW AHV t= Dell D N SNE Goad) 


由 于 样本 方差 为 下 二 大 上 一 X* ， 所 以 样本 方差 的 分 解 如 下 ， 
i Jy | 
#=- Ld Iw ESTIA E E t yl Ss, lt ®, 


(104c) 
其 中 上 式 的 最 后 两 项 可 以 认为 是 Jo EAM S, 的 样本 方差 (参见 练习 [4. 20)). 
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4.8 Daubechies 小 波 滤 波 器 和 尺度 滤波 器 : 形式 和 相位 


我 们 在 前 面 几 节 已 经 看 到 ， 可 以 根据 小 波 滤波 器 满足 的 性 质 来 构造 正 交 离散 
小 波 变换 和 矩阵 J4 ， 即 求 和 为 零 性 质 ( 式 (69a) ) 和 规范 正 交 人 性 质 ( 式 (69b) 和 (69c) ). 
对 于 哈 尔 和 D(4) 小 波 滤波 器 ， 我 们 从 图 73 可 以 看 出 他 们 都 是 标 称 通 带 为 [1/4， 
1/2] 的 高 通 滤波 器 . 这 个 事实 表明 相应 的 尺度 滤波 器 是 低 通 滤波 器 ， 并 且 第 j 层 
小 波 系 数 相应 的 频率 在 通 带 [1/2;*'!，1/2;] 上 . 值得 注意 的 一 点 是 ， 小 波 滤波 器 
的 这 个 带 通 特性 不 是 小 波 滤波 器 定义 中 性 质 的 推论 ， 如 下 述 练 习 所 表明 的 . 

练习 [105a] 证 明 滤 波 器 {ao= 一 1/V2，ai; 二 0，as 二 0，a; 二 1/Y2}) 是 一 个 小 
波 滤波 器 . 计算 它 的 平方 增益 函数 ， 论 证 这 个 小 波 滤波 器 不 是 高 通 滤 波 器 的 一 个 
适当 的 通 近 . < 

上 面 这 个 练习 中 的 小 波 滤波 器 除了 不 是 一 个 高 通 滤波 器 外 ， 用 这 个 滤波 器 进 
行 小 波 变 换 得 到 的 小 波 系数 不 能 像 哈 尔 小 波 滤波 器 和 D(4) 小 波 滤波 句 那 样 可 以 
将 结果 解释 为 先 将 相 邻 加 权 平 均 后 再 进行 (广义 ) 差 分 得 到 .因此 如 果 想 用 类 似 前 
面 的 方式 来 解释 得 到 的 小 波 系数 ， 还 需要 对 小 波 滤 波 器 加 入 额外 的 限制 条 件 . 

通过 加 入 一 组 正则 性 条 件 ( 将 在 11. 9 节 讨 论 )，Daubechies(1992，6. 1 节 ) 得 
到 了 一 类 很 有 用 的 小 波 滤波 器 ， 这 类 小 波 滤波 器 生成 的 离散 小 波 变换 都 可 以 表示 
成 对 相 邻 平均 做 差分 . 这 类 小 波 滤 波 器 可 以 用 Daubechies 尺度 滤波 器 {g,: 15 
0，…， 工 一 1}) 的 平方 增益 消 数 来 定义 : 


$- 


G” (f) = 2cos' (xf) >) 


i= 0 


L 
guilt 
l 


sin” (xf), (105a) 


其 中 工 是 一 个 正 的 偶数 ， 


a 


|= sin? (nf) 一 1 对 所 有 的 了 成 立 . 
b H H 


用 关系 ?to (=G? (f+), 我 们 可 以 看 到 Daubechies 小 波 滤波 器 的 平 
方 增益 函数 满足 


E 


H” (f) = 2sin' (xf) >) 
i=0 


ie 
Fi cos” (xf). (105b) 
l 


就 像 下 面 将 要 指出 的 那样 ， 我 们 可 以 将 KH'™(*) 作 为 小 波 滤 波 器 的 平方 增益 函数 . 
练习 [105b] 证 明 对 于 差分 滤波 器 {a =l, a 一 一 1}， 其 平方 增益 函数 为 
D(f)=4sin’ (xf). P 


106 RAF 


利用 这 个 结果 ， 我 们 可 以 写成 KH =D) .AL(f)， 其 中 


2 一 1 


Af) = 元 > 


t=0 


—1 +: 


cos” (xf). 


图 107 4M TIF L=2, 4, +, UMD). AOMH? OWAE. F L> 
4， 我 们 看 到 滤波 器 .AL(*) 近 似 于 一 个 低 通 滤波 器 ， 因 此 它 的 作用 就 是 光滑 或 加 权 
平均 (对 于 工 =2， 即 哈 尔 小 波 的 情形 ， 这 个 滤波 器 是 全 通 滤波 器 )， 

练习 [106] 证 明 式 (105b) 的 平方 增益 函数 72 (*) 对 所 有 的 正 偶 数 工 满足 


HO PHHP (十 译 )==2( 回 忆 这 个 条 件 保证 了 任何 具有 平方 增益 函数 Hw O 


小 波 滤 波 器 {h,} 具 有 单位 能 量 并 且 与 它 的 偶 平 移 正 交 ).， 提示: 可 以 通过 数学 归纳 
法 证 明 . a 

随 着 工 的 增 大 ，9 2 COT Ae AAR BB EK BE BY) OF y i é PCC Lai, 1995), 
并 且 满 足 平方 增益 函数 为 922 CORRER AIEA g: /二 0，…，L 一 1} 也 越 来 
越 多 (将 在 11. 10 节 详 细 讨 论 这 样 的 滤波 器 的 个 数 )， 这 些 不 同 的 {g'} 的 传递 柄 数 
G(") 一 定 也 是 不 一 样 的 ， 不 过 差别 仅仅 是 他 们 的 相位 函数 不 同 ， 即 OC) ANTAL 
用 极 坐 标 表示 为 

Gf) = [GP NPE, 

给 定 9'”(，)， 我 们 可 以 通过 谱 分 解 的 方式 得 到 所 有 可 能 的 {g,) (将 在 11. 10 节 详 
细 介 绍 )， 不 同 的 分 解 将 得 到 不 同 的 相位 函数 6(*)， 那 么 自然 会 有 这 样 的 问题 : 
在 这 么 多 分 解 方 式 中 我 们 采用 哪 种 分 解 好 呢 ? Daubechies 最 初 用 的 分 解 方式 是 选 
择 极 小 相位 ， 得 到 了 工程 中 称 为 是 最 小 延迟 的 滤波 器 (Oppenheim and Schafer, 
1989，5. 6 节 ). MRA ei } 记 极 小 相位 滤波 器 ， 设 {g,}) 是 另 一 个 种 分 解 得 到 的 
滤波 器 ， 则 有 
Dsi< Le Ts m=0.--,L-1 


(Oppenheim and Schafer, 1989, 式 (5. 118))， 注 意 m=L—1 时 等 式 成 立 ， 因 为 
所 有 的 滤波 器 都 有 单位 能 量 . 对 于 mm 二 L 一 1， 类 似 上 面 的 求 和 定义 了 一 个 部 分 能 
量 序 列 ， 这 个 序列 可 以 得 到 最 小 延迟 滤波 器 . 

我 们 称 Daubechies HKA L 的 极 小 相位 滤波 器 为 D(L) 扩 度 滤波 器 , L= 
2，4，…( 这 些 滤波 器 被 Bruce and Gao, 1996a 称 为 是 “daublets”). D(2) VBE A 
BRIAR RUBE PRB, SPIE. gi =1//2B ei? =1//2}; D(4) 尺 度 滤 
波 器 系数 在 式 (75d) 中 已 经 给 出 了 ，D(6) 和 D(8) 滤 波 器 系数 在 表 109 中 给 出 (这 个 
表 的 数据 来 自 Daubechies, 1992, p. 195 表 6.1). Daubechies 的 工 一 2，4，…，20 
的 极 小 相位 滤波 器 在 图 108a 中 给 出 了 ， 而 相应 的 小 波 滤波 器 (由 式 (75b) 得 到 ) 在 
图 108b 中 给 出 . 
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图 107 L=2, 4, =, 14 的 Daubechies 小 波 滤波 器 的 平方 增益 函数 Im CO ( 右 列 的 图 )， 每 
HP (,) 是 另外 两 个 平方 增益 函数 的 乘积 ， 即 DE C+) EADM A C+) CHER 
积 . 第 一 个 滤波 器 是 亏 阶 差分 滤波 器 ， 当 La 时 第 二 个 滤波 器 是 一 个 加 权 平均 滤波 


器 ( 即 低 通 滤波 器) 


第 二 种 分 解 9'™(') 的 选择 得 到 了 最 接近 对 称 (LA) 的 一 族 尺 度 滤波 器 ， 我 们 
记 为 {gf }( 这 些 还 被 称 为 “symmilets”， 见 Bruce and Gao 1996a， 或 Hirdle 等 ， 
1998)， 为 了 理解 这 种 分 解 的 原理 ， 我 们 需要 引入 零 相 位 滤波 器 和 线性 相位 滤波 
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图 108a Daubechies 极 小 相位 尺度 滤波 器 fa}. L52., 4, oe, 200% Daubechies 的 值 ， 
1992，p. 195， 表 6.1) 


图 108b 相应 于 图 108a 的 极 小 相位 尺度 滤波 器 的 Daubechies 小 波 滤 波 器 


器 的 概念 。 考 虑 滤波 器 {u} 的 传递 消 数 为 


U) = >) wee". 


{ug L=0, 1, N—1} Se tu) BA N 为 周期 进行 周期 化 的 结果 ， 并 且 令 
{002} 是 它 的 离散 传 里 叶 变 换 : 


Ui= J yue wy =U(f), fi 


=—0 


k 
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表 109 
l 对 DG6) 的 gg 对 C66) 的 gg 对 D(8) 的 名 
O 0. 332 670 552 950 082 7 一 0.015 655 728 528 984 8 0. 230 377 813 307 443 1 
] 0. 806 891 509 311 092 8 一 0.072 732 621 341 051 1 0.714 846 570 548 405 8 
2 0. 459 877 502 118 491 5 0. 384 864 856 538 113 4 0. 630 880 767 935 878 8 
3 一 0.135011 020 010 254 6 0. 852 572 041 6423900 —0. 027 983 769 416 683 4 
4 —0. 085 441 273 882 0267 0. 337 897 670 9511590 —O. 187 034 811 717 913 2 
5 0. 035 226 291 885 709 6 — 0, 072 732 275 741 188 9 0. 030 841 381 835 366 1 
6 0. 032 883 011 666 677 8 
oe tt —0. 010 597 401 785 002 1 
l 对 LA(8) 的 g; 对 LA(12) 的 gi 对 LA(16) 的 g 
o —0.075 765 714 789 3407 0.015 404 109 3273377  —0.003 382415 951 3594 
1 —0. 029 635 527 645 954 1 0. 003 490 712 0843304 —0. 000 542 132 331 6355 
2 0. 497 618 667 632 457 8 一 0.117 990 111 148 4105 0. 031 695 087 810 345 2 
3 0. 803 738 751 805 216 3 —0. 048 311 742 585 998 1 0. 007 607 487 325 284 8 
4 0. 297 857 795 605 542 2 0. 491 055 9419276396 —0. 143 294 238 351 054 2 
5 —0. 099 219 543 576 9354 0. 787 641 1410287941 —0. 061 273 359 067 908 8 
6 一 0.012 603 967 262 261 2 0. 337 929 421 728 240 | 0. 481 359 651 259 201 2 
7 0. 032 223 100 604 071 3 ~0. 072 637 522 786 600 0 0. 777 185 751 699 747 8 
8 —0. 021 060 292 512 695 4 0. 364 441 894 835 956 4 
9 0. 044 724 901 7707482 —0. 051 945 838 107 875 1 
10 0. 001 767 711 864 3983 一 0.027 219 029 916 8137 
11 一 0. 007 800 708 324 765 0 0. 049 137 179 673 476 8 
12 0. 003 808 752 014 060 1 
13 一 0.014 952 258 336 792 6 
14 — 0. 000 302 920 514 551 6 
15 0. 001 889 950 332 9007 
注 ，- 一 些 Daubechies 尺度 滤波 器 的 系数 和 coiflet 尺度 滤波 器 (将 在 4.9 节 讨 论 ) 的 系数 ， 这 个 表 中 的 
系数 来 月 Daubechies(1992，1993)， 这 些 系 数 ( 还 有 其 他 的 滤波 器 {gi)) 在 本 书 的 网 站 上 可 以 
找到 . 
考虑 时 间 序 列 {X,: (=0，…，N 一 1}、 其 离散 傅 里 叶 变 换 为 
N-1 N=] 
Xt = Se 因此 X, = 3 rere’, 
t-=0 EN ket 
4> 


Y, = Se eee t= 0e, N1 
BUILA, 进行 循环 滤波 的 结果 ， 于 是 1Y,) 的 离散 侍 里 叶 变 换 为 {Us e), 
离散 傅 里 叶 逆 变换 告诉 我 们 


Y, 


— 


N-1 
Bs > U` X re AN 
k- 0 


N 


-8 -4 0 4 8 -8 -4 0 4 8 -8 -4 0 4 8 
t t t 


图 110 用 零 相 位 滤波 器 滤波 的 例子 . 左 图 给 出 了 一 个 时 间 序 列 {X,}, 它 在 := 一 1 和 1 一 0 处 
不 连续 .中 图 和 古 图 的 实心 点 表示 对 这 个 序列 分 别 用 滤波 器 {ui}( 式 (110a)) 和 
{uzt}( 式 (110b)) 进 行 滤波 的 结果 ， 只 有 第 一 个 滤波 器 是 具有 和 零 相位 的 . 这 两 幅 图 中 
的 细 线 表示 床 始 的 时 间 序 列 . 注意 用 零 相位 滤波 器 {ui.,} 不 连续 点 发 散 开 了 一 一 但 在 
立 置 上 没有 平移 . 但 是 用 iu;.,} 滤 波 结果 使 得 不 连续 点 发 散 了 且 在 位 置 上 有 一 个 平移 


让 我 们 把 传递 函数 U(，) 写 成 U( 有 = | U(f) | er, 其 中 0(*) 是 相位 函数 . 
如 果 9(f)==0 对 所 有 的 成立， 那么 UCf)= 二 1U(f) | ， 于 是 LU 一 | UC). A 
以 我 们 有 

-45 | U3 | Yre, 

因此 用 {ui} 对 {X,} 进 行 滤波 得 到 一 个 序列 ， 它 的 重 构 和 序列 {X,) 只 在 幅度 上 有 差 
别 ， 相 位 是 一 样 的 ，9(fi) =0 的 实际 含义 是 事件 {Y,} 和 事件 {X,}) 可以“ 对齐 ”. 
这 在 物理 上 解释 {Y,)}) 的 意义 的 时 候 是 非常 有 用 的 . _ 个 滤波 器 的 相位 函数 对 所 有 
的 f WE OC) =0 时 称 为 是 零 相位 滤波 融 . 

下 面 是 一 个 零 相 位 滤波 器 的 例子 : 

1/2, L= 0; 


ui =31/4, L=+1; (110a) 
0, 其 他 . 
从 练习 [2. 3]， 我 们 有 U (站 =ecos:(xP) 是 实 值 非 负 的 ， 并 且 对 所 有 的 fA ACA = 
0、 作 为 对 比 、 考 虑 滤波 器 


1/2, £=0,1; 
| (110b) 


0, ”其 他 . 
其 传递 郴 数 为 


1 e E si 
UD = 5 7 = @ "cos(xf) =| U: f) |e™. 


由 于 b( 记 = 一 zfr， 所 以 这 个 滤波 器 不 具有 零 相 位 ， 这 两 个 滤波 器 滤波 时 间 序 列 
的 例子 见 图 110. 
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为 了 引入 线性 相位 滤波 器 ， 现 在 考虑 实现 间隔 为 vy 单位 的 循环 推进 滤波 器 输 
出 {Y,}， 形 如 


Pon = Ys 4+ymodN 9 t = 0, N — l, 


其 中 v 是 一 个 整数 且 满 足 1 三 |v | 三 N 一 1( 用 向 量 的 记号 {YY ERT TY 的 元 
素 ， 参见 关于 式 (52a) 的 讨论 ). 举 个 例子 ， 如 果 v=2 H N 三 11， 那么 Y 和 2 一 Yio， 
因此 {Y”} 中 的 事件 比 4Y,} 要 早 两 个 事件 单位 .现在 


N~1 


CH) a = © 
ry == Y moin = DUX preteen 


f=0 


N-1—> 


o 
= > l u pth t—imodN 


l=—y 


Se er ee 
于 是 将 滤波 输出 提前 v 个 单位 相当 于 用 一 个 系数 前 移 vy 单位 的 滤波 器 .周期 滤波 器 
(tars smo: 4 二 0，*……，NN 一 1) 可 以 通过 将 滤波 器 (ul? =u lL 三 …*， —1, 0, 1, e 
以 N 为 周期 进行 周期 化 ， 这 样 由 {ur”} 的 相位 性 质 就 去 掉 ， 成 了 新 的 滤波 器 
{ li smodN } + 


练习 [111] 证 明 前 移 滤波 器 {ui”} 的 传递 明 数 为 
U” (f) 三 PPU f). 4 
因此 如 果 {uw} 具 有 零 相 位 ， 即 U(f)= | U) |l, WAU) = 
1U(f) | exp(i2xfv), 于 是 {ur1”"} 的 相位 明 数 为 
0(f) = 2nfr. 
对 某 个 实 值 常数 ,， 相 位 函数 满足 上 式 的 滤波 器 称 为 是 线性 相位 滤波 器 . 如果 v 
是 一 个 整数 ， 那 么 线性 相位 滤波 器 很 容易 就 可 以 变 成 零 相 位 滤波 器 ， 
作为 一 个 例子 ， 假 定 


172, i= l; 
uz; = 41/4, L=OR 2; 
0, Ft fth. 
i UB UK EY 18 E RRO 
_. ev taf e` E ， ey 
UA =r 9 十 4 cos (xfoe ’ 


显然 是 线性 相位 的 ， 且 y= 一 1， 于 是 将 {xw.} 前 移 ( 即 左 移 )1 个 单位 就 变 成 了 
式 (110a) 中 的 零 相 位 滤波 器 {ww.1); BD usi =a. 
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KX L 的 Daubechies £ BE UE XT PK AY FRE ER AE FEN. IFRA FI H a eK 
数 G'™”(。) 的 所 有 可 能 的 序列 {g,: 150, +, 了 工 一 1}， 给 定 一 个 平移 7， 计 算 


ps ({g1}) = _max , |a@(f>) —2xrfy |. (112a) 


其 中 9 (+) LRT) BS EH g) 的 相位 函数 (我 们 必定 有 pr (1g. })>0, AAR 
支撑 尺度 滤波 器 不 可 能 具有 严格 线性 相位 ， 参 见 Daubechies 1992, 定理 8.1.4). 
对 于 给 定 的 {g,}， 令 是 使 得 上 式 最 小 的 平移 (实际 上 ， 由 于 我 们 的 假设 (4g, 的 非 
零 值 只 可 能 在 !=0 BI L—1 中 ， 所 以 必 有 一 (L 一 1) 志 v0)， 因 此 我 们 只 需要 计 
算 p;({g1)) 的 有 限 个 平移 )， 最 接近 对 称 的 滤波 器 {gi1”} 使 得 o Ces} Sev). HRA 
话说 ， 最 接近 对 称 的 滤波 器 的 相位 函数 和 线性 相位 偏差 最 小 我们 以 后 称 
Daubechies 的 长 为 L 的 最 接近 对 称 的 滤波 器 为 LA(L) 尺 度 滤波 器 ， 其 中 ==8， 
10，…， 对 于 LA(8)、LA(12) 和 LA(16) 滤 波 嚣 在 表 109 中 给 出 ( 表 中 的 数据 是 
从 Daubechies 1992, 第 198 页 ， 表 6. 3 计算 得 到 ， 但 是 我 们 的 数据 和 Daubechies 
给 出 的 不 一 样 , 原因 将 在 评论 与 扩展 第 一 条 给 出 )，LA(8)，LA(10)，…，LA(20) 
尺度 滤波 器 在 图 113a 中 给 出 ， 相 应 的 小 波 滤波 器 在 图 113b 中 给 出 . 
由 于 vy 是 使 得 式 (112a) 最 小 的 z， 我 们 有 
be Cf) ~ rfv. (112b) 


练习 [112] 利用 式 (76a) 证 明 


H(f) = eonG (Z f). 


<q 
于 是 对 于 相应 的 小 波 滤 波 器 的 相位 函数 为 
a (f) = 一 2xf(L 一 D) +n t+0°(4—-f). 
由 式 (112b) 推 出 
a (f) ax rft) roD, (1120) 


因此 ， 如 果 y 是 奇数 ， 小 波 滤波 器 的 相位 函数 还 是 近似 为 线性 的 (回忆 相位 函数 
是 模 2x 定义 的 ). 通过 计算 表明 对 所 有 的 最 接近 对 称 滤波 系数 v 确实 是 奇数 ， 因 
此 所 有 的 最 接近 对 称 尺 度 滤波 器 和 小 波 滤波 器 的 相位 函数 可 以 取 近 似 线性 相位 

0 (f) ~ 2rnfvs OP x—2af(L—1+y), (112d) 


其 中 vy 总 是 奇数 .特别 地 ， 通 过 计算 表明 下 式 成 立 ， 
一 所 十 1， L = 8,12,16 或 20( 即 L/2 是 偶数 ); 


L = 10 & 18; (112e) 


+2, L=14. 
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图 113a Daubechies 最 接近 对 称 的 尺度 滤波 器 (gih), L=8, 10, «+, 20(4 F Daubechies, 
1992，p. 198， 表 6. 3， 有 些 变动 ， 参 见 本 节 评 论 与 扩展 [11) 


0 5 10 15 20 
l l 


图 113b 相应 于 图 113a 给 出 的 最 接近 对 称 的 Daubechies 尺度 滤波 器 的 小 波 滤波 器 


注意 v 总 是 为 负 ， 因 此 我 们 可 以 通过 前 移 | v | 个 单位 获得 近似 零 相 位 的 矿 
度 滤 波 器 ， 类 似 地 ， 因 为 一 ( 工 一 1 十 几 总 是 为 负 ， 我 们 可 以 通过 前 移 | L-1 | 
个 单位 得 到 零 相位 的 小 波 滤波 器 ， 

现在 考虑 在 更 高 尺度 4 二 2’ 和 j= 二 2 '(j 二 2，3，…) 的 尺度 滤波 器 {8,.1) 与 
小 波 滤 波 器 {h,.1) 的 相位 函数 ， 在 4.6 节 我 们 已 经 指出 ， 这 些 滤波 器 的 传递 函数 


G,() Al H, COW E 


jml 
GA = J[G@p, HA = H HG). 
iO 
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上 人 述 关系 及 式 (112d) ， 证 明 


OO Cf) aœ nfv, 其 中 三 (2 一 1)v (114a) 

和 
BP Cf) 27 及， Bp? =— [2L — 1) +y]. (114b) 
q 


HPE Ag Mih SH L, 可 以 表示 成 Lj; 二 (2 一 1)(L 一 1) 十 1( 参 见 
练习 [96])， 我 们 可 以 将 上 式 重 写 为 
| L/2 是 偶数 ; 


IT 
Te | P = (1 一 1) 
4 EI") 2k = 1)" eee 
= De® = 
Rea A AAM 
和 
i 
E E L 
CH —_ [ti d ise a À — ay : 
yi? =— (+7 +1) 十 1， 工 二 10 或 18; (1140) 
L 


Xf AF UR EME RR Ay) i 总 是 为 负 ， 内 此 我 们 通过 将 {h.,} 前 移 | yw”| 个 
单位 得 到 了 最 接近 零 相位 的 滤波 器 . 这 些 滤波 器 的 相位 函数 在 图 115 中 给 出 了 ， 
频率 范围 (也 是 其 标 称 通 带 范围 ) 为 [1/2'”，1/2’」，j 二 1，2，3 和 4. 很 明显 ， 
当 LL/2 为 偶数 时 这 些 滤波 器 更 好 地 双 近 了 零 相 位 滤波 器 (注意 D(4) 滤 波 器 的 相位 
特性 相当 于 L/2 的 最 接近 对 称 滤 波 恬 ). 

在 实际 应 用 中 我 们 用 位 移 yw” 和 yw- 一 为 了 绘图 一 一 -使 成 为 基于 Daubechies 
最 接近 对 称 小 波 滤波 器 之 一 的 J。 层 部 分 离散 小 波 变换 小 波 的 系数 和 尺度 系数 W, 
和 V， .注意 

Wi = HRe t=0,0N,—1= ED 
其 中 ， 对 于 /==0，…，N 一 1， 


oe W, = Da A. eee 
现在 需要 将 第 j BE RE (A AS | P| 个 单位 以 达到 近似 的 零 相位 .或 者 
等 价 地 ， 我 们 将 滤波 器 输出 { 殉 .,} 前 移 | vw” | 个 单位 ， 如 果 令 W, 是 N 维 向 量 ， 其 
THW.. THER <0, AUR = — | | 以 保持 方向 ， 这 个 前 移 的 
输出 可 以 用 向 量 形 式 表 示 了 - ”|! WW ， 其 中 第 1 个 元 素 和 X, 相关 联 ; 即 我 们 将 输 


BH) RETR 115 


~~ EF. 
-= 一 一 一 -一 一 - 


图 115 平移 后 的 最 接近 对 称 小 波 滤 波 器 { 帮 .GO1=1，2，3，4) 的 相位 函数 (同时 也 给 出 了 
D(4) 对 应 的 相位 函数 ， 其 中 平移 因子 为 v= 一 1)， 相 位 晃 数 1h,,} 只 绘 出 了 在 区 间 
[I2 1/2 ] 上 的 部 分 一 -这 些 区 间 由 垂直 的 点 划 线 标 出 


Wan moaw 和 输入 X, 相关 联 ， 或 者 等 价 地 ， 将 WFX- mas HRE. 
BA, MFW = 2 Woes RIAR W, A Xvarn-i-i moan AR. 
JED AYE ERA, RERA V, u F Xar- 1M | moan HRE. 

现在 假设 时 间 序 列 的 第 上 个 值 X, 实际 上 和 了 时间 o Hear 相关 联 ， 其 中 
(单位 可 以 是 秒 ) 是 采样 起 始 时 间 ，A 是 两 个 采样 之 间 的 时 间 间 隔 ( 和 的 
单位 相同 )、 因此， 时 间 序 列 的 实际 图 形 是 纵 坐标 为 X,， 横 坐标 为 wp 十 tat， 
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SC 


1 一 0,…， 人 一 1， 上面 的 论证 说 明 ， 为 了 绘 出 时 间 序 列 的 真实 图 像 ， 我 们 需要 绘 
出 横 坐 标 为 kk 十 (2(t 十 1) 一 1 一 | | mod NDIAC=0O0，…，N 一 U) 的 序列 网，， 
以 及 横 坐 标 为 me 十 (2"( 十 1) 一 1 一 | | mod NAUS, e, Ni 一 1 的 序 
列 V a. 

练习 [116] 作为 这 种 调整 过 程 的 具体 说 明 ， 考 虑 一 个 时 间 序 列 {X,: c= 0, + 
127}， 长 度 N==128， 使 :一 63 n}, Xa =1, t 为 其 他 值 时 ，X =0. 假定 =17 A 
Al 王 1， 于 是 X, 和 实际 时 间 :十 17 相关 联 ， 计 算 关 于 这 个 序列 {X,} 的 层 数 = 3 的 
LACS) AUER} BUDE ER, FFA REE UY GH=1, 2, DMO. MPI—1, 2, 
3 EMV to + (2 (t+1)—1— | of” | mod NN) 为 模 坐 标 (1 二 0，…NN; 一 1 圭 N/2’ 一 1) 的 序 
NW, 的 元 素 WwW, WAI: AV; 的 元 素 Vs ARAMA. 说 说 看 绘 出 来 的 {X,} 的 
小 波 系数 和 尺度 系数 通过 直线 连接 起 来 后 看 起 来 光滑 程度 怎么 样 . < 

正如 上 述 练习 所 表明 的 ，W, 的 元 素 顺 序 和 实际 画 出 来 的 顺序 是 不 同 的 ， 然 
而 通过 循环 平移 Wi 一 定 的 位 数 ， 即 T-” W, ， 其 元 素 顺 序 反 映 了 绘 出 来 的 W, 
的 元 素 顺 序 ( 如 何 确定 这 个 整数 yy 将 在 4.11 讨论 )， 在 后 面 的 图 127 和 图 138 
中 ， 我 们 给 出 了 以 实际 时 间 为 横 坐 标的 W, 的 图 形 ， 我 们 将 这 些 图 形 认 为 是 
T) W 而 不 是 Wi; ， 主 要 是 为 了 强调 我 们 不 是 简单 地 绘 以 ! 一 0，…，N 一 1 为 
横 坐 标的 W,.,( 对 Vj, 也 是 一 样 ). 
4. 8 节 的 关键 结论 与 定义 

Daubechies 尺度 滤波 器 {gi: L50, 


| 
| 


-DERA FI iH ii PR 


= By 
G (f) = 2cos' (xf) >) sin” (xf) 


l 


) 


的 任意 滤波 器 ， 其 中 工 是 一 个 正 偶数 ， 相 应 的 Daubechies 小 波 滤 波 器 {h,: L= 
0，…， 上 一 1} 可 以 用 正 交 镜 像 滤 波 器 关系 从 式 (75b) 得 到 ， 并 且 其 平方 增益 销 
数 为 


L 
2 
l 


Li 
LF 
H® (f) = 2sint (nf) >) 

{=0 


cos” (rf). 


上 式 可 以 重新 表示 为 HP (P=D?I NAP, HPD (+) wea 1, — 1) 
平方 增益 函数 ， 而 . 心 (*) 是 某 个 低 通 滤波 器 的 平方 增益 函数 ( 见 图 107). 
对 于 固定 的 上 ， 平 方 增益 函数 9G”(，) 不 能 唯一 决定 尺度 滤波 器 .所 有 以 
GD (,) 为 平方 增益 函数 的 滤波 器 {g1) 可 以 通过 “ 谱 分 解 ” 得 到 .我 们 的 目的 是 找到 
传递 函数 G(,) 满 足 1 G(f) 1 := 二 9 (.)，、 从 某 种 意义 上 说 ， 就 是 找 出 9”(*) 的 
“平方 根 ”， 举 个 例子 ， 当 世 = 王 2 时 ， 存 在 两 种 可 能 的 分 解 ， 一 个 是 哈 尔 尺 度 滤波 
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wl Gl 另 一 个 是 | 一 万， 一 二、 当 工 =4 时 ， 我 们 得 到 式 (75d) 中 的 
D(4) 尺 度 滤波 器 ， 男 外 三 个 滤波 器 只 在 方向 和 符号 上 有 所 不 同 ， 对 于 L 宇 6， 就 
有 很 多 不 同 的 滤波 器 了 ， 相 互 之 间 的 差异 也 没有 上 面 两 种 情况 那么 简单 ， 因 此 我 
们 需要 另外 的 标准 来 从 多 种 分 解 方式 中 选择 其 中 一 种 .其 中 一 种 标准 是 极 小 相 
位 ， 这 种 标准 导致 了 最 小 延迟 滤波 器 ， 这 个 标准 选择 尺度 滤波 器 {g1"”) 满 足 平方 
增益 滑 数 为 0"”(，)， 使 得 
Dei < Deir, Sy ne a TA 

其 中 {g'} 是 任意 另外 满足 平方 增益 函数 为 9”(*) 的 滤波 器 ， 我 们 记 满 足 这 个 标准 
的 滤波 器 为 D(E) 尺 度 滤波 器 , L=2, 4, =. 这 些 滤波 器 在 图 108a 中 给 出 了 ( 相 
应 的 小 波 滤波 器 在 图 108b 中 给 出 ). 

另 一 个 标准 是 选择 尺度 滤波 器 {g!”)， 其 传递 函数 为 G(1)=[9 (CD]*e ?7 
是 使 相位 函数 0'2 (,) 最 接近 线性 相位 (在 式 (112a) 的 意义 上 ) 的 滤波 器 ， 我们 记 
这 个 标准 下 选择 的 滤波 器 为 LA(L) 尺 度 滤波 器 ，L 二 8，10，…， 其 中 “LA” 是 
least asymmetric( 最 接近 对 称 ) 的 缩写 (这 个 名 称 是 合适 的 ， 因 为 真正 的 线性 相位 
都 是 关于 它 的 中 点 对 称 的 )， 这 些 滤波 器 在 图 113a 中 给 出 了 (最 接近 对 称 小 波 滤 
波 器 在 图 113b 中 给 出 )， 最 接近 对 称 尺度 滤波 器 的 相位 函数 是 9" (有 f) 守 2xfv， 
其 中 yy 依赖 于 式 (112e) 中 的 工 . 
4. 8 节 的 评论 与 扩展 

[1]Daubechies(1992) 的 表 6. 3 给 出 了 宽 工 是 从 8 到 20 的 偶数 的 最 接近 对 称 


尺度 滤波 器 系数 ， 且 系数 都 规范 化 为 > g == 2, 而 不 是 我 们 这 里 用 的 28! = /2, 


计算 表明 式 (112c) 中 的 v 对 LL 二 8，12，18 和 20 HAR, RW L=10, 14, 16 则 为 
偶数 ， 因 此 ，LA(8)、LA(12)、LA(18) 和 LA(20) 四 个 尺度 滤波 器 系数 具有 近 
似 线性 相位 ， 而 另外 三 个 滤波 器 则 称 为 是 具有 近似 广义 线性 相位 ， 广 义 线性 相位 
定义 为 : 线性 相位 加 上 一 个 非 零 的 中 间 项 (Oppenheim and Schafer, 1989); 这 里 
非 零 中 间 项 可 以 取 成 9 路 (0)==x， 下 面 这 个 练习 的 结果 可 以 用 来 消除 这 个 非 零 中 
间 项 . 

练习 [1171] 证 明 如 果 滤 波 器 {go，g1，……*，gL-2， gL-1} 具 有 传递 函数 GC), 则 
反 序 的 滤波 器 {g,_1，gi_s，…， 和 后 ， 即 } 具 有 传递 消 数 exp[ 一 2xf(L 一 DJG* Pa 

于 是 ， 如 果 Daubechies 尺度 滤波 器 的 系数 反 序 之 后 ， 相 应 的 反 序 的 尺度 滤 
波 器 的 传递 函数 是 exp[ 一 i2xF(L 一 1)]G" (JP) ， 因 此 得 到 的 相位 函数 为 

— 9 (f) —2nf(L — 1) ~ 2nf(—y»y—C(L—-1]) = 2rfv, 

其 中 v 在 反 序 之 前 是 偶数 ， 反 序 之 后 的 vy 就 是 奇数 了 . 我们 在 图 113a WF L= 
10, 14, 16 给 出 了 图 示 ( 对 于 工 = 16 其 值 在 表 109 中 给 出 了 ). Atle} BM 
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表 118 
f: | y| —elg,} L | v| —ei gi} 
8 0. 153 6 14 一 0. 1615 
10 0. 450 0 16 0.1546 
12 0.1543 18 0. 447 1 


20 0. 154 7 


注 : Daubechies 最 接近 对 称 的 小 波 滤波 器 的 前 移 因 子 | ps | 和 a | 的 比较 AF p. l 


yj | = | vl 一 efgi} 对 所 有 的 指标 了 了 成立， 上面 的 表 说 明 当 四 售 五 人 到 -个 整数 后 这 两 个 前 
移 是 相同 的 ， 为 了 比较 相应 的 尺度 滤波 器 的 前 移 ， 上 面 的 值 必须 乘 以 2 一 1， 因 此 当 j 增 大 时 这 
个 前 移 是 发 散 的 


Daubechies(1992) 给 出 的 尺度 滤波 器 经 过 一 个 反 序 得 到 的 . 

[2 ]Wickerhauser(1994, pp. 171 和 341) 和 Hess-Nielsen and Wickerhauser( 1996) 
给 出 了 前 移 量 | py”| 与 | ps | ， 它 们 可 以 同时 对 极 小 相位 和 最 接近 对 称 滤 波 器 
同时 适用 (也 包括 其 他 滤波 器 ). 这 些 前 移 量 为 

| py? |= (2 — le{fg}, | ph |= 2°" (elg}+eth})— eigi?» 


其 中 
> lai 


=i 


efar) = 二 一 
Dai 
表示 滤波 器 {a,: /二 0，…，L 一 1}) 的 “能 量 中 心 ”. 
练习 [118] 因为 知道 尺度 滤波 器 {g,} 和 小 波 滤 波 器 {h,} 具 有 单位 能 量 且 满 
足 式 (75a) 的 正 交 镜像 滤波 器 关系 ， 证 明 必 有 elgi) telh =L—1. 4 
对 于 所 有 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 ， 我 们 有 
| pi” |= (2 —le{g,}, | 5s | = 2 让 1 (L — 1) —e(g;}. 


我 们 能 够 把 上 述 滤 波 器 与 通过 使 用 式 (114a) 与 (114b) 的 右 部 分 得 出 的 最 小 对 称 滤 
波 器 进行 对 比 : 

Lx? 1= ZD iyl 1y? l= 2 LD-lvl, 
其 中 ， 对 于 不 同 的 滤波 器 长 度 L，v 由 式 (112e) 给 出 ， 于 是 我 们 看 到 


(H) i 


|X | 一 | pf? |= (7—1) vil~ elg, Lay? [-ly 
WE L=8 到 20， 差 |v | 一 e{g1} 的 值 在 表 118 中 给 出 了 ， 从 表 中 我 们 可 以 看 出 
其 绝对 值 总 是 小 于 0. 5 的 ， 这 说 明 ， 当 | pf? | 四 舍 五 人 成 一 个 整数 时 ， 小 波 系 
数 的 前 移 同 样 由 | vy | RAP | 决定， 另 一 方面 ， 当 j 增 大 时 尺度 系数 的 前 
移 变 得 分 散 (我 们 将 在 第 6 章 考虑 离散 小 波 包 变 换 时 继续 讨论 滤波 器 前 移 ). 
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图 119 最 接近 对 称 的 尺度 滤波 器 {gi”}( 左 图 ) 和 最 优 局 部 的 尺度 滤波 器 
{gi }CA PA), L=14, 18, 20 


[3 |Doroslovacki( 1998) Xf} Daubechies JX J we IE #8 AY OF Tr I hi PR A h T “iR 
优 局 部 ”(BL) 的 分 解 一 一 这 个 方案 试图 进一步 改善 最 接近 对 称 的 滤波 器 . 最 接近 
对 称 分 解 是 对 线性 相位 的 相位 函数 在 频 域 上 最 大 偏 移 量 进行 极 小 化 得 到 的 ; 然 
而 ， 由 于 尺度 滤波 器 是 低 通 的 ， 高 频 部 分 的 相位 其 实 不 是 很 重要 ， 更 重要 的 是 低 
频 部 分 的 相位 ， 在 Doroslovacki 的 工作 中 他 用 了 一 种 新 的 度量 来 衡量 滤波 器 和 线 
性 相位 的 偏离 程度 ， 这 个 度量 对 低频 部 分 乘 一 个 较 大 的 权 值 ， 对 高 频 部 分 乘 较 小 
的 权 值 ， 对 于 工 二 8，10，12 和 16， 这 种 新 的 度量 得 到 和 最 接近 对 称 一 样 的 分 
fe. XIF L=14, 18 和 20， 这 种 最 优 局 部 分 解 和 最 接近 对 称 分 解 得 到 的 结果 就 
不 同 了 ， 这 些 新 的 尺度 滤波 器 在 图 119 的 右 图 中 给 出 ， 而 对 应 的 最 接近 对 称 尺 度 
滤波 器 则 在 左 图 中 给 出 (注意 到 我 们 这 里 给 出 的 工 =14 和 18 的 最 优 局 部 和 
Doroslovacki 在 1998 年 给 出 的 系数 差 了 一 个 反 序 ， 同样 ， 我 们 的 LA(10)、 
LA(14) 和 LA(16) 也 和 Daubechies 给 出 的 差 了 一 个 反 序 ). 

如 果 对 工 =14 取 y= 二 一 5; 对 工 =18 取 v= 一 11; 对 上 二 20 取 v= 二 一 9， 通 过 计 
算 表明 这 时 这 些 滤波 器 的 相位 函数 99(，) 近 似 有 OO (fy ~2anfv. Al 120 右面 一 
列 图 给 出 了 这 些 最 优 局 部 小 波 滤波 器 {h;.,}，j 二 1，2，3，4 在 标 称 通 带 中 的 精确 
的 相位 函数 图 像 ， 而 左面 一 列 图 中 给 出 了 相应 的 最 接近 对 称 小 波 滤波 器 的 相位 函 
数 图 像 ( 这 些 是 从 图 115 提取 的 )， 因 为 理想 情况 下 由 于 这 些 曲线 应 该 非常 接近 于 
零 ， 我 们 看 到 BL(14) 很 明显 比 LA(14) 更 接近 于 线性 相位 ; 然而 ， 对 于 BL(18) 和 
BI.(20) 滤 波 器 情况 就 不 是 这 样 了 ， 这 两 个 滤波 器 看 起 来 都 要 比 相应 的 IA(18) 和 
LA(20) 差 一 点 (由 于 BL(18) 和 LA(18) 的 相位 函数 符号 相反 ， 因 此 我 们 同时 绘 出 了 
负 的 LA(18) 的 相位 函数 一 一 即 那 条 较 粗 的 线 ， 这 样 更 容易 比较 ). 

Taswell(2000) 讨 论 了 另 一 些 分 解 的 标准 和 系统 的 求解 相应 滤波 器 的 方法 . 

[4] 让 我 们 更 仔细 地 讨论 一 下 最 接近 对 称 小 波 滤波 器 的 相位 性 质 ，Koopmans 
(1974, pp. 95 一 96) 定 义 了 一 个 时 间 平 移 函 数 ， 可 以 将 相位 函数 0(") 给 出 的 角 偶 
移 根 据 指标 t 进行 平移 : 


Of) 
Io gor f0. 


ds RAR 


LA( 14 ) 


图 120 平移 后 的 最 接近 对 称 的 小 波 滤波 器 和 最 优 局 部 的 小 波 滤波 器 的 精确 的 相位 函数 
(参见 图 115 及 其 说 明 ) 


例如 ， 设 00CP) 一 2x 疡 ,为 某 个 整数 ， 即 2(*) 是 线性 相位 滤波 器 的 相位 函数 .于 
是 时 间 平 移 函 数 为 r(f) 二 v， 即 我 们 为 了 得 到 零 相位 滤波 器 而 需要 将 输出 前 移 
的 量 . 

在 图 115 中 我 们 看 到 最 接近 对 称 滤 波 器 被 前 移 之 后 比较 接近 于 零 相 位 ， 如 
果 前 移 后 的 滤波 器 是 真正 的 零 相位 滤波 器 ， 图 上 所 有 的 曲线 都 成 了 水 平 线 ， 且 
纵 坐 标 恒 为 零 ， 由 于 只 是 近似 逼近 于 水 平 线 ， 因 此 就 可 以 将 角 偏 移 用 指标 上 来 


表示 .图 121 给 出 了 四 使 五 人 后 的 时 间 平移 函数 ， 注 意 对 于 单位 尺度 ( 即 频带 为 


[十 ,去 ])， 四 含 五 人 后 的 平移 函数 总 为 零 一 因为 前 移 量 总 是 使 得 滤波 器 在 单 


位 尺度 上 更 接近 于 零 相位 ， 随 着 尺度 的 增加 ， 四 使 五 人 之 后 的 时 间 平 移 函 数 的 非 
零 开始 出 现 ， 特 别 是 图 121 左 图 中 的 值 ， 这 些 结 果 意 味 着 我 们 实际 上 可 以 通过 额 


外 的 由 通 带 内 时 间 平移 函数 的 平均 四 含 五 人 后 得 到 的 前 移 获得 在 | Ss gy | 上 一 
个 更 好 的 到 近 于 线性 相位 的 滤波 器 . 


BB) KTR 121 


LA(12) 


x .LA(14) 上 


3s ; LA(18) 


! 
f f 
图 121 相应 于 图 115 给 出 的 相位 函数 的 时 间 平 移 函 数 ( 四 舍 五 人 为 整数 ) 


例如 ， 这 时 我 们 需要 将 j= 二 3 层 的 LA(8) 滤 波 器 的 输出 前 移 一 个 单位 . 

[5] 让 我 们 仔细 考虑 Daubechies 小 波 滤波 器 的 平方 增益 函数 1 (+). E 122 
对 工 =2，4，…，14 和 尺度 j= 二 1]，2 和 3 给 出 了 这 些 函 数 的 图 像 . 垂直 的 细 线 
表示 通 带 (1/2;+!，1/2’]， 函 数 是 在 分 贝 尺度 (dB) 上 绘 的 ; 即 我 们 绘 的 是 以 f 
为 横 坐 标 ，10， logio (Hj (了)) 为 纵 坐 标的 图 像 ， 坐 标 刻 度 间 隔 为 10dB( 即 单位 
长 度 的 大 小 )， 注 意 随 着 工 的 增加 ， 通 带 双 近 于 (1/2””'，1/2’]， 注 意 这 些 滤 激 
器 随 着 虐 增 加 ， 其 通 带 也 到 近 于 理想 滤波 器 ， 实 际 上 这 种 通 近 不 是 偶然 的 ， 但 
是 一 旦 我 们 给 出 哈 尔 滤 波 器 ， 在 由 工 到 工 十 2 的 改进 中 不 是 引 人 注 目的 ， 因 为 
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E122 H L=2, 4, =, 140A EBNF) AY Daubechies 小 波 滤波 器 的 平方 增益 函数 ?7 C+), 
j= 二 1，2，3( 分 别 是 左 列 图 、 中 列 图 和 右 列 图 )， 每 幅 图 中 的 垂直 细 线 标记 了 滤波 器 
的 通 带 范围 ， 纵 轴 坐 标 刻度 为 分 贝 ( 即 我 们 绘 的 是 纵 轴 为 10， logyo( KH,”( 让) 横 轴 为 


了 的 图 ) 


H(A=H(2' NG, (fA AM FA Ff RRAG(N~2?', HOO f= 
1/2i+1 处 衰减 到 零 的 速度 主要 由 人 (') 的 衰减 速度 控制 . 由 式 (105b)， 这 个 误 
减速 度 又 是 由 其 中 工 /2 阶 差分 的 阶 数控 制 ， 因 此 对 于 小 的 六 RNA ACN 
Il. EROS PAM HS RRR. 4 增 大 时 ， 这 些 右面 的 
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图 123 coifler 尺度 滤波 器 1g 和 上 ( 左 图 ) 和 相应 的 小 波 滤 波 器 (0 | ATID, L=6, 12, 18, 
24, 30(Daubechies, 1992, p. 261, # 8.1) 


SMM KM. 对 于 IS3. HOA 2 —1 PRA RGR EEN HP 
PAYG (26) de — AAAA 1/2 的 函数 )， 就 像 我 们 将 要 在 8. 9 节 看 到 的 那样 ， 
H, (+) 对 理想 带 通 滤波 器 的 通 近 对 我 们 解释 小 波 方差 有 重要 影响 (参见 第 8 
Ñ). 


4.9 Coiflet 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 : 形式 和 相位 


重要 的 是 认识 到 ，Daubechies 小 波 滤波 器 不 是 可 以 导出 离散 小 波 变 换 且 可 以 
解释 为 对 序列 加 权 平 均 进 行 广义 差分 的 唯一 的 小 波 滤波 器 . 这 样 的 小 波 滤波 器 的 
第 二 个 例子 是 “coiflets”， 这 个 词 是 Daubechies(1992, 8.2 节 ) 首先 提出 来 的 ， 因 
为 是 Coifman 先 给 出 这 种 构造 的 想法 .虽然 我 们 是 通过 平方 增益 函数 来 定义 小 波 
滤波 器 的 ( 式 (105a) 和 (105b))， 但 实际 上 我 们 是 通过 加 上 完全 由 尺度 波 波 器 决定 
的 小 波 函 数 的 消失 矩 条 件 来 得 到 这 些 条 件 的 (参见 11. 9 节 )， 构 造 coiflets 的 想法 
就 是 对 尺度 函数 也 加 上 消失 和 矩 条 件 ， 这 种 构造 最 终 得 到 了 一 组 有 着 很 好 的 线性 相 
位 性 质 的 小 波 滤波 器 . 

图 123 X} L=6, 12, 18, 24 和 30 给 出 了 coiflet 尺度 滤波 器 {g1"} 和 相应 的 
小 波 滤 波 器 {h'” }， 它 们 最 早 是 由 Daubechies(1992, p.261, X 8.1) 给 出 一 一 我 
们 以 后 用 C(L) 表 示 宽 为 L 的 coiflet 滤波 器 ， 表 109 给 出 了 尺度 滤波 器 C(6) 的 系 
数 ， 注 意 我 们 这 里 给 出 的 系数 和 Daubechies 的 系数 是 差 一 个 反 序 的 ， 原因 和 前 
面 给 出 的 LA(10)、LA(14) 和 LA(16) 的 尺度 系数 是 反 序 的 原因 是 一 样 的 (参见 
4. 8 节 的 评论 与 扩展 第 1 条 ). 

{hi%}) 的 平方 增益 函数 可 以 写 为 
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cos” (nf) + cos? PFD) : 


其 中 F(.) 是 三 角 多 项 式 ， 满 足 式 (69d) ， 即 Ht +H” (F ts )=2 对 所 有 的 


f OL. TERE Daubechies 小 波 滤 波 器 的 宽度 为 工 , 且 包 含 了 上 /2 个 差分 运算 ,而 
coiflet 滤波 器 包含 了 上 L/3 个 这 样 的 差分 ， 因 此 包含 加 权 平 均 的 项 将 更 多 ， 计 算 表 


HH (eio } 的 相位 函数 近似 为 2xfyv， 而 v 一 一 条 十 1( 注 意 当 工 一 6， 12，18，24，30 
时 ,这 个 数 总 是 奇数 )， 从 式 (114a) 和 (114b) 可 以 得 到 平移 因子 


Veen et XC a2 124) 
用 图 115 中 对 最 接近 对 称 小 波 滤波 器 同样 的 方法 ， 图 124 给 出 了 对 应 于 上 二 6， 
12, 18 和 30 的 平移 后 的 coiflet 小 波 滤波 器 精确 的 相位 函数 ( 工 一 24 没有 给 出 ， 
因为 它 与 上 二 18 和 工 一 30 很 类 似 )， 对 比 图 115 和 图 124 可 以 发 现 coiflets 是 滤波 
器 比 最 接近 对 称 滤波 器 更 好 的 允 近 零 相 位 滤波 器 . 

图 125 给 出 了 基于 C(6) 的 尺度 滤波 器 {g,.,} 和 小 波 滤波 器 {h.1} 的 图 形 ，j = 
1，.…，7. (图 98a 和 98b 给 出 了 D(4) 和 LA(8) 的 类 似 的 图 形 . ) 注 意 随 着 j 的 
增加 ,{g,,) 收 敛 于 近似 的 加 权 方 案 三 角形 ， 只 是 在 项 上 有 一 个 尖端 ， 类似 于 闭 
鱼 鳍 的 D(4) 滤 波 器 能 引入 多 分 辨 分 析 的 人 工 痕迹 ， 内 此 C(6) 也 有 可 能 会 这 样 . 
这 个 滤波 器 具有 比 LA(8) 更 好 的 相位 性 质 ， 其 三 角形 外 形 却 不 能 像 LA(8) 那 样 
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Ve] 125 在 尺度 指标 j 王 1. 2，…:. 7 时 的 C(G6) RE EDR AB gu) A ER AR jd. (对 十 
DOA) A LACS) 滤波 器 的 类 似 的 图 见 图 98a 和 98b) 


可 以 很 好 地 刻画 时 间 序 列 的 特征 ， 因 此 C(6) 和 LA(8) 滤 波 器 ,一 个 具有 好 的 相 
位 性 质 ， 另 一 个 不 会 引入 人 工 痕 迹 ， 我 们 需要 根据 实际 应 用 在 这 两 者 之 间 进 行 权 
衡 .( 另 一 个 考虑 是 C(6) 滤 波 器 用 两 个 戏 和 的 差分 运算 而 LA(8) 用 四 个 嵌入 的 老 
分 运算 ， 这 意味 着 LA(8) 的 平方 增益 函数 在 减 小 通 带 外 的 旁 辩 的 意义 上 可 以 更 好 
地 逼近 于 理想 低 通 沪 波 器 . ) 


4.10 例子 : 心电图 数据 分 析 


作为 使 用 离散 小 波 变换 分 析 实 际 数据 的 第 一 个 例子 ， 我 们 现在 考虑 图 127 中 
的 心电图 CECG) 数 据 的 时 间 序列 .这 些 数据 是 对 心率 不 齐 的 病人 在 正常 的 时 候 测 
得 的 脉搏 数据 ， 我 们 有 N=2 048 个 观察 数据 ， 其 单位 是 毫 伏 ， 并 且 这 些 数据 是 
用 At=1/180s 的 采样 间隔 得 到 的 .整个 数据 覆盖 了 11. 37 秒 的 时 间 长 度 ( 为 了 绽 
图 的 方便 ， 我 们 将 X 的 数据 的 第 一 次 采集 时 间 定 为 6 二 0. 318). 这 个 序列 是 进 
行 多 分 辨 分 析 的 很 好 的 候选 者 ， 因 为 它 的 成 分 在 不 同 尺 度 上 都 有 分 布 ， 例 如 ， 
对 于 大 尺度 (低频 ) 的 波动 --- 即 基线 仿 移 --- 主要 来 自 病 人 的 呼吸 ， 而 明显 的 
小 尺度 (高 频 ) 的 间歇 (3 一 4 秒 之 间 ) 性 的 波动 显然 是 病人 的 其 他 动作 ， 这 些 波 
动 都 和 心脏 没关系 ， 但 是 心脏 的 跳动 决定 了 这 个 序列 的 剩 下 的 大 部 分 特征 .在 
0.7 秒 时 刻 的 长 钉 状 波动 是 正常 心跳 的 RR 波 ; 另 一 个 在 R 波 前 面 的 小 的 尖峰 被 
称 为 是 P 波 ,在 P 波 和 R 波 后 最 宽 的 尖峰 称 为 工 波 (这 样 的 PRT 复合 体 在 图 
127 右边 底下 有 标记 ). 
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图 126 心电图 时 间 序 列 的 分 别 对 应 哈 尔 、D(4) C6) 和 LACS) 小 波 的 Jo =6 层 部 分 离散 小 
波 变换 系数 W. 图 上 绘 出 了 纵 轴 为 W 的 元 素 W,, HRA n=0. +, N-1=2 047 的 
KG. 6 条 垂直 点 划 线 标记 W Ar, BW, es W A V FEBRE, W 和 
Ws 没有 标记 出 来 ) 


对 /= 二 6， 图 126 展示 了 基于 哈 尔 、D(4) 、C(6) 和 LA(8) 小 波 的 部 分 离散 小 
波 变换 系数 向 量 WW 的 元 素 ， 垂直 划 线 描绘 了 子 向 量 Wi，…，W。 AV. GAF 
向 量 W, 的 小 波 系 数 的 个 数 为 2 048/2 ， 其 中 Yes 中 有 2 048/2°=32 个 尺度 系数 ， 
总 共有 2 048 个 系数 . W 中 的 各 元 素 的 平方 和 与 心电图 时 间 序 列 的 各 元 素 的 平方 
和 相等 (保持 能 其 );， 对 于 每 个 小 波 ， 最 大 的 小 波 系数 总 在 W 的 最 后 ， 也 就 是 在 
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127 心电图 时 间 序 列 (数据 来 自 Gust Bardy 和 Per Reinhall, 华盛顿 大 学 ) 
的 LA(8) 离 散 小 波 变换 系数 
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图 128 规范 化 部 分 能 量 序列 ， 左 图 分 别 绘 出 了 原始 时 间 序 列 的 规范 化 部 分 能 量 序列 ( 粗 的 点 
划 线 )、 规 范 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 的 规范 化 部 分 能 量 序 列 ( 细 的 点 划 线 ) 和 哈 尔 离散 小 
波 变 换 的 规范 化 部 分 能 量 序列 ( 实 线 )， 右 边 的 图 表示 哈 尔 离散 小 波 变换 的 规范 化 部 分 
能 量 序列 的 比值 图 ( 实 线 ) 和 D(4) 的 规范 化 部 分 能 和 量 序列 的 比值 图 (虚线 ).，C(6) 和 
LA(8) 离 散 小 波 变 换 的 规范 化 部 分 能 量 序列 基本 上 和 D(4) 的 规范 化 部 分 能 量 序列 
一 样 


尺度 系数 向 量 Vs 中 ， 这 些 系数 和 在 尺度 XsAt= 二 64 Ar=0. 36s 上 的 心电图 序列 的 
平均 相 联系 ， 因 此 反映 了 基线 偏 移 ， 实 际 上 我 们 选择 J = 6 使 得 偏 移 可 以 通过 部 
分 离散 小 波 变 换 分 离 成 一 个 单独 的 成 分 : 如 果 Jo 取 小 的 话 将 混合 部 分 的 P、R 
和 工 波 的 成 分 ， 而 Jo 取 大 的 话 将 导致 基线 偏 移 成 分 被 分 解 ， 这 个 分 解 不 是 我 们 
在 做 心电图 分 析 时 所 关心 的 ， 

图 127 给 出 了 调整 使 接近 零 相 位 (参见 4.8 节 讨 论 ) 的 LA(8) 系 数 子 向 量 
Wi (= 一 1，…，6) 和 Vs， 这 个 平移 的 结果 使 得 图 上 画 的 凤 的 元 素 Wi.,( /= 
0，…，Ni 一 1) 的 顺序 和 序列 顺序 有 所 不 同 ， 而 是 由 循环 平移 向 量 T-” W, 的 
WAH, yO 的 值 已 在 图 中 给 出 (我 们 将 在 下 一 节 讨 论 如 何 确 定 这 个 值 )， 例 
如 ， 当 j= 二 5 it, N: = 64, RNA YY =3， 这 意味 着 我 们 是 从 左 到 右 绘 Wia, 
多， Wess Wios Ws Al Ws. 这 些 系数 和 零 的 偏差 在 纵 轴 上 标记 出 来 了 
(因此 W, 系数 是 从 一 1.5 到 大 约 2. 5; W 系数 是 从 大 约 一 1.5 到 大 约 1. 5; 依次 
类 推 )， 注 意义 轴 上 Wc。 和 W;( 这 些 系 数 与 物理 尺度 tr, At 二 2At 二 0.011 Al rs A= 
4At 二 0. 022 之 间 的 变化 相应 ) 的 R 波 事件 主要 是 和 长 钉 形 相 联系 一 一 但 不 完全 
是 .水 平 的 时 间 间 隔 随 着 尺度 增 大 而 增 大 ， 对 第 j 层 小 波 系数 时 间 间 隔 为 2r; Ae = 
21At 二 2'/180s， 对 第 j 层 尺度 系数 时 间 间 隔 为 和, At 王 21 At=0. 36s， 粗 略 地 讲 ， 某 
个 系数 的 位 置 加 上 或 减 去 时 间 间 隔 的 一 半 意 味 着 用 心电图 序列 以 某 种 方式 相 加 的 
结果 (不 论 是 小 波 系 数 对 应 的 对 平均 做 差分 还 是 尺度 系数 对 应 的 某 一 尺度 的 平 
均 )， 注 意 由 于 尺度 系数 和 在 尺度 0.36s 上 的 平均 成 正比 ， 它 们 的 形状 大 致 和 基 
线 偏 移 差 不 多 . 


BR) KEM 129 
为 了 研究 不 同 的 离散 小 波 变换 对 时 间 序 列 的 刻画 ， 图 128 给 出 了 原始 时 间 序 
列 和 小 波 变换 后 的 时 间 序 列 ( 为 了 比较 还 给 出 了 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 变 换 后 
的 序列 ) 规 范 后 的 部 分 能 量 序列 .对 于 一 个 实 值 或 复 值 的 序列 {U,: t= 0, 
M 一 1;， 一 个 规范 化 部 分 能 量 序列 (NPES) 是 通过 下 述 方式 形成 的 . 首先 ， 形 成 
序列 的 平方 |U, | *， 然 后 将 这 些 量 按 大 小 排序 8 
| Uo) i =| Ua, | ° ae ee => | Uw») |? = | Uim- or 
其 中 | U |? 表示 其 中 M 个 值 中 最 大 的 ;| U0, i? 是 第 二 大 的 值 ， 如 此 下 去 直 
到 最 小 的 观察 值 | Uw) | .规范 化 部 分 能 量 序列 定义 为 
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Cı, = 元 一 一 一 2 一 0,1,… AT 一] 
x ea I 

EEDA ETER PRU, ) 的 平方 的 和 ).， 由 定义 ， 规 范 化 部 分 能 量 序列 是 单 
调 非 降 的 序列 ， 且 0 二 C, 夺 1 对 所 有 的 工 成 立 ，Cw 一 1， 如 果 -- 个 特殊 的 规范 正 
交 变 换 可 以 抓 住 时 间 序 列 的 关键 特征 ， 并 用 一 些 系 数 表示 出 来 ,我 们 希望 C, 对 
于 很 小 的 n 会 接近 于 1， 从 岁 128 左边 的 图 可 以 看 出 ， 因 为 抓 住 了 心电图 序列 的 
特征 ， 哈 尔 小 波 变换 可 以 将 这 个 序列 中 的 能 量 集中 起 来 ， 用 哈 尔 小 波 变换 表示 比 
序列 本 身 或 规范 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 的 结果 能 量 都 更 集中 ， 从 右面 的 图 可 以 看 出 
D(4) 离 散 小 波 变换 比 蛤 尔 离散 小 波 变 换 能 更 好 地 集中 能 量 ( 相 应 于 CC(6) 和 LA(8) 
的 规范 化 部 分 能 量 序列 这 里 没有 给 出 ， 不 过 它们 的 结果 基本 上 和 D(4) 的 规范 化 
部 分 能 量 序列 差不多 )， 显然 ， 序列 针 自身 的 规范 化 部 分 能 量 序 列 增长 非常 组 
慢 ， 主 要 是 由 于 基线 偏 移 的 影响 ， 规 范 正 交 离散 傅 里 时 变换 的 规范 化 部 分 能 量 序 
列 比 序列 X 自身 的 规范 化 部 分 能 量 序列 要 好 一 些 ， 因 为 它 用 很 少 的 几 个 系数 就 
能 抓 住 总 体 的 基线 偏 移 特征 ， 但 是 它 不 能 很 好 地 表示 局 部 化 的 P、R 和 工 波 ; 部 
分 离散 小 波 变换 可 以 同时 很 好 地 刻 划 基线 偏 移 特征 和 局 部 特征 P、R 及 工 波 ， 其 
中 基线 偏 移 特征 用 尺度 系数 表示 ， 局 部 特征 P、R 和 工 波 用 小 波 系数 表示 ， 

图 130、131、132 和 133 分 别 给 出 了 哈 尔 、D(4)、C(6) 和 工 A(8) 的 Ju 三 6 
层 的 多 分 辨 分 析 ， 细节 D; MES, 用 类 似 图 127 的 方式 给 出 ， 在 这 4 幅 图 中 其 
纵 轴 上 相 邻 的 标记 都 为 单位 长 度 ( 然 而 ， 与 小 波 系数 不 同 ， 我 们 没有 进行 相位 矫 
iE, EPX D; AS, 进行 前 移 )， 对 于 这 四 个 滤波 器 ， 每 个 细节 人 D; 都 有 零 均 值 ， 而 
每 个 光滑 5。 的 均值 都 和 原始 序列 X 的 样本 均值 相同 ， 每 个 小 波 相应 的 多 分 辩 分 
析 满 足 如 下 附加 条 件 : 

We ES 


吉 观 地 看 ，LLAC8) 的 多 分 辨 分 析 从 视觉 上 看 比 其 他 的 三 个 小 波 都 要 好 : 哈 尔 
的 高 层 细 节 和 光滑 有 呈现 出 明显 的 块 状 ， 而 DOA C(6) ik A SE" fa A” AN 
“二 角形 "的 痕迹 ， 在 细节 Ds 和 光滑 ss 中 表现 得 很 明显 ， 为 了 理解 为 什么 这 些 人 
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图 130 心电图 时 间 序 列 的 哈 尔 离散 小 波 变换 的 多 分 辨 分 析 ( 详 情 参见 正文 ) 
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图 131 心电图 时 间 序 列 的 D(4) 离 散 小 波 变换 的 多 分 辩 分 析 ( 详 情 参见 正文 ) 
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图 132 
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心电图 时 间 序 列 的 C(6) 离 散 小 波 变换 的 多 分 辨 分析 (详情 参见 正文 ) 
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心电图 时 间 序列 的 LA(8) 离 散 小 波 变换 的 多 分 辩 分 析 ( 详 情 参见 正文 ) 
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工 痕 迹 会 出 现 ， 回 忆 每 个 细节 能 表示 为 
D; = W'W,, 


RED, 是 一 个 在 尺度 r,At 上 的 ) 义 各行 向 量 转 置 的 线性 组 合 . 这 些 行 向 量 包含 了 
第 7) JAN EB A). SEF D(4) 和 C(6) 小 波 分 别 在 图 98a 和 图 125 中 给 出 了 
其 图 形 . 高 层 D(4) 小 波 滤波 器 的 “ 蒜 鱼 铺 ? 特 征 和 高 层 C(6) 小 波 滤波 器 的 “三 角形 ” 
特征 因此 会 随 着 多 分 辨 分 析 中 比较 大 的 Wi,, 而 表现 出 来 (类 似 地 ， 哈 尔 小 波 的 细节 
和 光滑 由 于 蛤 尔 小 波 滤 波 器 的 特征 而 表现 出 块 状 )， 而 光滑 且 接 近 对 称 的 LA(8) 在 
高 层 小 波 滤波 器 (参见 图 98b) 看 起 来 更 匹配 心电图 数据 ， 它 不 会 产生 明显 受 小 波形 
状 影响 的 多 分 辨 分 析 成 分 ， 因 此 这 样 的 多 分 辨 分 析 成 分 更 能 表现 原始 数据 本 身 的 
特征 . 

基于 尺度 特性 的 多 分 辨 分 析 可 以 有 效 地 将 心电图 数据 分 解 成 各 种 成 分 以 利于 
进一步 分 析 ， 例 如 ， 由 于 Di MD: 反映 了 在 物理 尺度 r At 一 16At 二 0. 09s A r At= 
32At 二 0. 18s 上 的 变化 ， 这 些 细节 提取 了 了 P 和 工 波 的 成 分 . 注意 LA(8) 的 光滑 ss 很 
好 地 反映 了 基线 偏 移 ， 最 后 ， 由 病人 的 运动 导致 的 短 尺 度 的 瞬间 波动 主要 集中 在 细 
节 D AD, 中 . 

总 的 来 说 ，J ,二 6 层 的 LA(8) 的 部 分 离散 小 波 变换 比 哈 尔 、D(4) 和 C) 
到 了 一 个 更 好 的 多 分 辨 分 析 . 和 序列 六 本 身 和 它 的 规范 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 比 
较 起 来 ， 所 有 的 离散 小 波 变换 都 可 以 更 紧凑 地 表示 心电图 数据 ， 这 种 紧凑 程度 用 
规范 化 部 分 能 量 序列 来 衡量 ， 以 这 种 标准 看 D(4)、C(6) 和 LA(8) 离 散 小 波 变换 
都 要 比 哈 尔 离散 小 波 变换 好 ， 其 实 对 于 LA(8) 多 分 辨 分 析 ， 和 “ 极 大 重生 ”离散 小 
波 变换 相 比 较 也 存在 一 些 明 显 的 人 工 痕 迹 . “ 极 大 重生 ”离散 小 波 变 换 是 第 5 章 内 
FE 5.7 节 我 们 还 会 用 到 心电图 的 例子 ). 
4. 10 节 的 评论 与 扩展 

[1] 我 们 应 该 注意 到 心电图 时 间 序 列 是 通过 有 限 精度 的 仪器 来 采集 心脏 跳动 
的 ， 第 一 ， 在 图 127 的 下 图 给 出 的 图 形 说 明了 有 15 个 R 波 ( 尖 峰 )， 其 中 在 9 和 
11 秒 之 间 的 三 个 R 波 非常 大 ， 仔 细 看 这 三 个 R 波 我 们 可 以 发 现 ， 实 际 上 这 三 个 
R 波 其 实 都 有 两 个 峰 ， 在 图 127 中 表现 为 一 个 波 因为 水 平 坐标 的 分 划 不 够 细 ( 为 
外 12 个 R 波 都 是 单 峰 的 )， 在 这 三 个 R 波 中 ， 实 际 上 真正 的 R 波 是 两 个 峰 中 的 
第 一 个 峰 ， 第 二 个 峰 被 认为 是 仪器 的 一 个 缺陷 ， 因 为 这 两 个 峰 太 接近 了 ， 间 隔 太 
短 ， 不 能 认为 是 心脏 跳动 引起 的 波峰 .第 二 个 峰 包 含 了 两 个 相似 的 突出 ， 第 一 个 
突出 具有 偶数 指标 ， 第 二 个 突出 具有 奇数 指标 ， 这 使 得 这 对 突出 不 能 够 被 哈 尔 离 
散 小 波 变换 系数 W 检测 出 来 ， 这 些 突出 如 果 具 有 指标 奇 / 偶 的 形式 ， 而 不 是 偶 / 奇 
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的 形式 ， 就 可 以 被 检测 出 来 . 在 第 5 竟 ， 我 们 将 考虑 对 离散 小 波 变换 做 一 点 变 
化 ， 其 中 一 个 原因 是 这 样 做 可 以 消除 对 齐 效应 . 

第 二 ， 在 每 个 R 波 出 现 以 后 ， 心 电 图 数据 迅速 衰减 变 为 一 个 很 窄 的 谷 ( 所 谓 
的 “QRS BAK" HS 部 分 其 中 QQ 和 S 是 在 R 波 、P 波 和 本 波 间 的 谷 ， 这 些 
波 在 图 127 下 图 中 标记 出 来 了 )， 出 于 某 些 技术 上 的 原因 ,仪器 采集 的 数据 需要 
通过 一 个 非 线性 滤波 器 ， 这 个 非 线性 滤波 器 对 两 个 相 邻 的 时 间 点 上 采集 的 数据 的 
变换 率 会 有 限制 ， 这 个 滤波 器 使 得 我 们 不 可 能 精确 地 采集 迅速 衰减 的 数据 ， 这 个 
缺陷 在 图 126 的 哈 尔 离 散 小 波 变换 的 W, 上 有 所 体现 ， 其 中 有 14 个 幅度 几乎 相同 
的 谷 (图 130 中 的 多 分 辩 分 析 的 Di 成 分 有 几乎 类 似 的 缺陷 )， 因 此 我 们 论证 了 哈 
尔 小 波 不 是 很 适合 分 析 心 电 图 数据 ,但 是 用 它 可 以 分 析出 仪器 的 这 个 细小 的 
缺点 . 


4. 11 实际 应 用 中 需要 考虑 的 问题 


就 像 上 一 节 例 子 中 所 说 的 那样 ， 为 了 在 实际 中 有 效 地 应 用 小 波 变换 分 析 时 间 
序列 ， 我 们 需要 考虑 很 多 实际 因素 ， 这 里 将 讨论 如 何 做 一 些 选择 ， 如 何 处 理 边界 
问题 和 长 度 不 是 2 的 整数 次 宕 的 情形 ( 见 Bruce and Gao, 1996a, 还 有 Ogden, 
1997， 也 讨论 了 一 些 有 关 实 际 因素 的 考虑 ). 

。 小 波 滤 波 器 的 选择 

我 们 面 对 的 第 一 个 问题 是 如 何 从 4.8 节 和 4.9 节 讨 论 的 众多 小 波 滤波 化 中 选 
择 一 个 特定 的 滤波 器 来 进行 时 间 序 列 的 小 波 分 析 ， 我 们 从 前 面 的 心电图 的 例子 已 
经 看 出 ， 小 波 滤波 器 的 合理 选择 依赖 于 特定 的 应 用 ， 所 以 后 面 几 章 还 要 给 出 小 该 
分 析 时 间 序 列 的 例子 ， 因 此 在 这 里 我 们 将 重新 考虑 选择 小 波 这 个 问题 . 那 几 章 我 
们 选择 的 小 波 说 明了 特定 的 分 析 目 标 ( 例 如 分 离 时 间 序 列 中 的 瞬间 变化 、 信 号 佑 
计 、 长 记忆 过 程 的 参数 估计 、 检 验方 差 的 一 致 性 、 估 计 小 波 方差 等 等 )， 及 需要 
在 一 个 小 波 滤波 器 中 达到 那 种 目的 的 性 质 . 

研究 后 面 几 章 的 例子 可 以 学 习 如 何 选择 小 波 滤波 器 (特别 是 ， 参 见 5. 8、 
5.9, 8.6, 8.9, 9.7H9.8 节 )， 我 们 在 这 里 只 做 一 个 整体 的 描述 ， 一 般 地 
说 ， 我 们 的 选择 主要 是 要 平衡 两 种 考虑 ， 一 方面 ， 宽 度 很 短 的 小 波 滤波 器 (如 
L 二 2，4，6) 有 时 会 在 分 析 结 果 中 引入 我 们 不 希望 的 人 工 痕迹 (在 心电图 的 例子 
中 ， 哈 尔 、D(4) 和 C(6) 多 分 辨 分 析 导 致 了 不 真实 的 块 状 、 狠 鱼 鳍 状 和 三 角形 
状 (参见 图 130、131 和 132) ， 但 是 对 于 某 些 应 用 来 说 哈 尔 小 波 也 很 合适 (参见 
8.649. 6 节 的 两 个 例子 )， 另 一 方面 ， 小 波 滤波 器 的 工 如 果 大 的 话 可 以 更 
好 地 反映 时 间 序 列 的 特征 ， 但 是 使 用 这 些 滤波 器 可 以 导致 : (D 更 多 的 系数 被 
边界 所 影响 ，(iD) 离 散 小 波 变换 系数 的 局 部 化 等 级 有 些 减 少 ，(iii) FT 
大 ， 一 个 合理 的 方案 是 要 选 最 小 的 可 以 得 到 满意 结果 的 LL， 在 实际 中 ， 选 择 的 
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表 136 
L i E: L E Ls 
2 0 0 0 0 0 
4 l 2 2 2 2 
6 2 3 4 4 4 
8 3 5 6 6 6 
10 4 6 7 8 8 
12 5 8 9 10 10 
14 6 9 11 12 12 
16 7 11 13 14 14 
18 8 12 14 15 16 
20 9 14 16 17 18 


注 ， 宽 为 上 的 小 波 滤波 器 滤波 后 得 到 的 W, 和 Vi 的 边界 系数 的 个 数 L;( 这 里 我 们 假定 LSSN,, Seb 
N,=N/2) 是 Wi 和 Wi OKIE. 边界 系数 就 是 多 少 都 受到 边界 条 件 影 响 的 系数 ， 

过 程 就 是 比较 初步 的 分 析 ， 不 断 增 大 工 ， 直 到 我 们 得 到 一 个 小 波 系数 没有 人 工 痕 
迹 的 分 析 结 果 . 如 果 我 们 还 需要 得 到 的 离散 小 波 变换 系数 在 时 间 上 是 对 齐 的 ( 即 
平移 相位 使 接近 零 相 位 ，)， 这 个 选择 方案 总 是 导致 最 后 的 最 佳 选 择 为 LA(8) 小 波 
滤波 器 (如 果 小 波 系 数 的 对 齐 是 很 重要 的 ， 那么 最 好 使 用 最 接近 对 称 小 波 或 
coiflet 小 波 ， 如 果 选 择 了 最 接近 对 称 小 波 ， 那 么 最 好 选择 一 个 长 度 为 4 的 倍数 的 
最 接近 对 称 小 波 一 一 这 样 的 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 的 相位 更 接近 线性 相位 ， 参 
见 图 115). 
。 处 理 边界 条 件 

一 个 部 分 离散 小 波 变换 或 完全 离散 小 波 变换 需要 使 用 循环 滤波 ， 因 此 滤波 运 
算 接 近 序 列 X 的 起 始 部 分 和 最 后 的 部 分 (“ 边 界 ”) 被 看 成 是 一 个 周期 为 N 的 序列 的 
一 部 分 ， 在 循环 滤波 中 ， 我 们 实际 上 假设 了 Xv-， ，Xx-:*，… 等 于 X-:，X-:，…， 
这 个 假设 对 有 些 序列 来 说 如 果 序 列 的 长 度 选 的 合适 的 话 是 合理 的 ， 例如 ，5. 8 节 讨 
论 的 海洋 潮水 水 位 序列 就 有 很 强 的 周期 性 ， 如 果 序 列 的 时 间 跨 度 近似 为 一 年 的 话 
这 个 序列 就 可 以 当成 周期 序列 处 理 ， 对 于 其 他 一 些 序列 ， 特 别 是 对 在 Xni M Xo 
两 点 值 变化 很 大 的 序列 来 说 ， 周 期 性 假设 是 有 问题 的 . 

因为 周期 性 是 一 个 有 问题 的 假设 , 我 们 需要 仔细 考虑 这 种 假设 会 如 何 影响 时 
间 序 列 的 小 波 分 析 结 果 . 为 了 做 到 这 一 点 ， 我 们 首先 对 周期 性 假设 对 离散 小 波 变 
换 系 数 和 相应 的 多 分 辩 分 析 产 生 的 影响 做 一 个 量化 .对 于 小 波 系数 ， 我 们 在 本 节 
的 评论 与 扩展 的 [1] 中 给 出 了 N, 维 向量 W, 的 边界 系数 的 个 数 〈 即 被 序列 循环 以 
后 受到 影响 的 系数 ) 为 min{L/，N,}, 其 中 二 ;由 式 (146a) 定 义 , 在 表 136 中 给 出 了 
L=2, 4, =, 20, (对 于 尺度 系数 也 有 类 似 的 结果 )， 从 这 个 表 中 很 明显 可 以 看 
H, L' 不 依赖 于 N， 且 随 着 工 的 增 大 而 增 大 , 随 着 j 的 增 大 工 ; 也 是 非 降 的 ， 且 满 
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表 137a 
L Ons HP W a i wes Ke ede Yios? Vins 
8 1,2 3, 2 3,3 3,3 3, 3 
10 2, 2 3, 3 4, 3 4. 4 4,4 
12 2, 3 oe 5, 4 5, 5 5, 5 
14 2, 4 4, 5 6, 5 6, 6 6; 6 
16 3. 4 6, 5 7, 6 7,7 7,7 
18 4, 4 6, 6 7,7 8, 7 8, 8 
20 4, 5 7,7 8, 8 9, 8 9, 9 


注 : ET O Wy 的 开头 和 结尾 的 最 接近 对 称 边 界 小 波 系数 的 个 数 (假定 LSN). FT th RB YR 
ay? 来 记 ， 最 后 部 分 的 边界 系数 用 yki. EE y” +y SL, 为 边界 系数 的 总 数量 ( 僚 
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表 137b 
L 1 th ae Z 5 ih ae i Yi >s” Tips 
8 21 32 ET 4, 2 
10 25.2 3,3 3, 4 4, 4 4, 4 
12 32 5, 3 5, 4 6, 4 6, 4 
14 4, 2 6, 3 7,4 8, 4 8, 4 
16 4, 3 6, 5 7, 6 8, 6 8, 6 
18 4, 4 6, 6 7.9 Tx 8, 8 
20 5, 4 8, 6 9, 7 9, 8 10, 8 


E: 像 表 137a, 但 现在 是 对 于 最 接近 对 称 的 尺度 系数 ， 同 样 我 们 有 D, +y =La. WP L hR 
136 给 出 . 


足 如 下 不 等 式 : 


-1<L<L-2 


(j= 二 1 时 L! 等 于 下 界 , j 足够 大 时 达到 上 界 ). 当 N 增 大 的 时 候 入; MK, 边界 系 
数 比值 L'/N，, 变 为 任意 小 ; 另 一 方面 ， 对 于 固定 的 N, 这 个 比值 随 着 j 的 增 大 而 
增 大 《除了 哈 尔 小 波 ( 工 =2) 的 情形 ， 此 时 离散 小 波 变换 不 受 周 期 假设 影响 ) 此 
外 ， 当 0 二 Lj; 过 Nj; 时 , W, RV, 的 边界 系数 是 每 个 向 量 中 的 前 上 ;元 素 . 

我 们 现在 考虑 最 接近 对 称 滤波 器 和 coiflet UE BE AE CIR L}<N,). 如 果 照 着 
4.8 节 描 述 的 方法 ， 并 对 Ww, 做 前 移 ( 为 了 绘图 )， 我 们 看 对 于 工 ; 个 边界 小 波 系数 
会 发 生 什么 ,我 们 在 本 节 评论 与 扩展 中 的 [2] 将 给 出 与 T-” Wi 中 的 元 素 相 应 的 
绘图 顺序 , 其 中 0 一 xz 一 L;， 这 意味 着 二 :个 边界 系数 的 循环 平移 量 ”使 得 蕊 
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图 138 心电图 时 间 序 列 的 LA(8) R ik i E e hi a A E ER a S Fe CSR 127)， 在 
两 条 粗 的 垂直 线 之 间 的 子 向 基 不 受 循环 的 影响 ， 而 在 这 两 条 线 之 外 的 是 边界 系数 ， 
绘 出 的 边界 系数 的 个 数 与 表 137a 和 表 137b 的 第 一 行 是 相同 的 


们 跑 到 了 图 的 后 面 ， 而 剩 下 的 7” 三 Lj 一 7” 个 边界 系数 在 图 的 前 面部 分 ， 对 在 
本 书 中 讨论 的 宽 为 L 的 所 有 最 接近 对 称 滤波 器 ， 表 137a 给 出 了 7Y;” 和 7y;” 的 值 
(类 似 的 对 尺度 系数 定义 的 量 yA Bl 7? CER 137b 中 给 出 )， 练 习 [4. 27 [Xt coiflet 
滤波 器 给 出 了 类 似 的 表 . 

处 理 周期 假设 的 一 个 方法 是 在 离散 小 波 变换 系数 的 图 上 标 出 那个 值 是 边界 
值 ， 例 如 ， 图 138 重新 给 出 了 图 127 中 的 心电图 序列 的 j= 二 4，5，6 层 LA(8) 小 
波 系 数 (对 于 J 二 6 的 尺度 系数 也 给 出 来 了 ). 我 们 已 经 加 了 粗 的 垂直 线 ， 在 这 条 
线 的 外 面 是 边界 系数 . WN, ET OW, 的 前 面部 分 有 三 个 边界 系数 , 这 和 表 137a 
中 的 数据 是 吻合 的 ; KM. TCV, 的 前 面部 分 有 四 个 边界 系数 ， 也 和 表 
137b 中 的 数据 吻合 . 

下 面 我 们 考虑 周期 化 是 如 何 影响 细节 D; 的 (这 里 我 们 不 再 限制 仅仅 是 最 接近 
对 称 滤波 器 和 coiflet 滤波 器 了 ). 我 们 在 下 面 的 评论 与 扩展 L3j 中 将 给 出 , 除了 由 
哈 尔 小 波 产生 的 D;， 其 他 的 情况 DD, 的 系数 的 前 面部 分 和 后 面部 分 都 有 受 循环 影 
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响 的 系数 . 这 些 系 数 的 指标 为 

t=0,,2L'—1 及 t= N—(L,—2/),.N—1; (139) 
EID, 的 前 2 江 ,个 元 素 和 后 上, 一 2’ 个 元 素 受 到 了 循环 的 影响 (类 似 的 结果 对 S 也 
成 立 )， 于 是 我 们 看 到 了 中 的 边界 元 素 依 赖 于 上 L 和 7 但 不 依赖 于 N， 随 着 工 或 7 


的 增加 ， 更 多 的 元 素 被 影响 了 ， 当 7 一 1 et, =E- BLL, FRA LAR 


成 了 
Li 一 0 (一 2) 一 1 及 t=N—-(L—2),.-:,N-1, 

因此 在 D; 的 两 端 有 工 一 2 个 元 素 受 到 了 循环 的 影响 ， 当 j 足够 大 时 ， 达到 极 大 
值 L 一 2, RNA 2 二 L 一 2; 十 L 一 2， 因 此 两 端 将 有 上 一 2 个 或 更 多 的 边界 
JGR. 

作为 一 个 例子 ， 我 们 考虑 式 (81c) 中 的 Di ， 这 时 7 一 1， 工 =4， 我 们 上 面 看 到 
Wiw 是 一 个 边界 系数 ， 因 此 D; 的 前 面 的 两 个 元 素 将 会 被 矩阵 )Vi 所 影响 ， 这 和 
式 (139) 是 相 容 的 ， 因 为 我 们 能 用 表 136 得 到 7L, =2L,=2. hob, WY 的 最 后 
两 行 包含 了 周期 化 ， 因 此 Di 的 最 后 两 个 元 素 也 被 影响 了 ， 这 也 和 式 139 RAW 
合 ， 因 为 工 | 一 2 一 上 一 2 一 2. 

因为 与 离散 小 波 变换 的 系数 相 联系 ， 所 以 我 们 用 垂直 线 标定 了 Pi SS, 的 边界 
范围 ， 这 在 图 140 中 标 出 了 (是 对 图 133 的 重 绘 )，、 对 比 这 个 图 的 垂直 标记 和 图 
138， 我 们 可 以 看 到 细节 DD; 受 影响 的 元 素 比 W, 受 影 响 的 元 素 要 多 ， 下 面 的 练习 


将 这 一 结果 量化 . 
练习 [139] 证 明 ， 对 于 大 的 2 和 N， 在 D, 中 受 影响 的 元 素 和 W, 中 受 影响 

的 元 素 的 比例 接近 于 2. 4 
类 似 的 结论 对 S; 和 Vj 成 立 . 


应 当 强调 的 是 ， 虽 然 我 们 知道 W;、Vj, 、D; ALS), 中 哪些 元 素 受 到 了 循环 的 
影响 ， 事 实 上 循环 导致 的 影响 可 以 非常 小 ， 特 别 是 当 第 一 个 系数 和 最 后 一 个 系数 
相差 不 大 时 ， 作 为 一 个 例子 ， 在 图 140 中 描绘 的 多 分 辨 分 析 中 ， 光 滑 S 描绘 的 
是 心电图 序列 在 尺度 2° Ac=0. 36s 上 的 平均 .比较 这 个 序列 和 ss 在 垂直 线 标记 前 
后 的 形状 ， 我 们 看 到 S, 和 心电图 序列 非常 吻合 ， 视 党 上 看 是 大 约 三 分 之 一 秒 的 
尺度 上 的 平均 ， 循 环 产生 的 影响 在 边界 区 域 非常 小 ， 我 们 应 当 意识 到 垂直 线 标记 
的 位 置 很 大 程度 上 取决 于 {8i /的 宽度 Li， 但 是 事实 上 这 个 等 价 滤波 器 有 很 多 很 
小 的 元 素 ( 参 见 图 98b)， 除 非 X 和 Xw-; 有 很 大 的 差别 ， 和 否则 实际 上 受到 循环 影 
响 比 较 大 的 部 分 比 垂 直线 标记 的 受 循环 影响 的 区 域 要 小 的 多 .因此 垂直 线 标记 的 
边界 区 域 是 对 受 循环 影响 的 区 域 的 一 个 保守 度量 . 

现在 我 们 看 如 何 来 决定 小 波 分 析 结 果 受 边界 影响 的 部 分 ， 让 我 们 现在 考虑 减 
小 循环 影响 的 方法 ， 因 为 离散 傅 里 叶 变 换 也 是 将 时 间 序 列 看 成 是 周期 的 ， 我 们 可 
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图 140 心电图 时 间 序 列 的 LA(8) 离散 小 波 变换 多 分 辨 分 析 的 一 部 分 (完全 分 析 在 图 133 中 给 
出 )， 粗 的 垂直 线 标记 出 了 细节 D; 和 光滑 Ss 的 边界 区 域 ( 即 受到 循环 影响 的 部 分 ) 


以 借用 傅 里 叶 分 析 中 的 一 些 应 用 成 功 的 技巧 .其 中 一 个 技巧 一 -非常 有 用 …-- 是 
用 长 为 2N 的 序列 代替 作为 分 析 目 标 ， 这 个 序列 是 通过 将 X 和 一 个 反 序 的 XX 
连接 起 来 得 到 的 ， 即 


Xo Ai stt Xn ,及 N_i » XN-} »Xn-2 及 oP (140) 


注意 这 个 长 为 2N BYE LX EA ABI DRE A SOX EO HT 4 
F Xsis Xn ARR Xa, Xos es 对 上 式 中 的 序列 进行 循环 滤波 相 
当 于 用 X, Xo REX, Xa s BERKIT HF X 和 Xw_1 之 间 
的 不 连续 导致 的 边界 效应 ， 当 直接 对 X 进行 离散 小 波 变换 时 ， 我 们 称 为 用 循 
环 边 界 条 件 对 于 进行 分 析 ， 当 对 大 对 称 延 拓 后 再 进行 离散 小 波 变换 时 ， 我 们 
称 为 用 对 称 延 拓 条 件 ( 反 射 条 件 ) 对 X 进行 分 析 . 用 对 称 延 拓 条 件 分 析 序 列 的 
时 候 我 们 付出 的 代价 是 计算 时 间 的 延长 和 存储 量 的 增 大 ， 不 过 这 些 通常 不 会 
有 大 的 问题 . 

作为 例子 ， 图 142 给 出 了 LA(8) 对 心电图 序列 用 对 称 延 拓 条 件 进行 分 析 后 得 
到 的 多 分 辨 分 析 ， 这 里 我 们 计算 了 基于 心电图 序列 的 长 为 N 一 4 096 的 序列 的 细 
节 和 光滑 ， 延 拓 过 程 如 式 (140)， 我 们 将 得 到 的 细节 和 光滑 截断 一 半 得 到 图 142， 
使 得 该 图 和 图 133( 用 循环 边界 条 件 计算 的 结果 ) 可 以 做 对 比 ， 实 际 上 这 两 幅 图 除 
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了 前 面部 分 和 最 后 部 分 外 没有 什么 差别 ， 其 中 用 对 称 延 拓 边 界 条 件 可 以 减 小 由 
Xo 和 XN-, 的 不 连续 带 来 的 一 些 边 界 效 应 (比较 图 142 和 图 140 的 顶部 可 以 看 出 ， 
除了 非常 特殊 的 情形 之 外 ， 在 边界 区 域 没 有 特别 明显 的 不 同 ， 这 再 次 强调 了 我 们 
以 前 说 明 的 一 个 事实 ， 那 就 是 循环 造成 的 明显 的 影响 区 域 比 实际 的 边界 区 域 小 的 
多 ). 

有 几 种 方法 可 以 处 理 循环 带 来 的 问题 ， 包 括 在 序列 的 两 边 进行 多 项 式 外 推 ， 
设计 特殊 的 “边界 小 波 ”， 还 有 就 是 对 对 称 延 拓 方 案 做 一 些 修改 : 将 序列 先 做 差 
分 ， 然 后 像 式 (140) 那 样 对 称 延 拓 ， 接 着 累加 起 来 (对 于 近似 线性 的 序列 来 说 做 一 
次 差分 是 有 用 的 ， 对 于 近似 二 次 曲线 的 序列 来 说 可 以 做 二 次 差分 ， 依 次 类 推 ). 
如 果 想 深入 了 解 这 些 处 理 方法 ， 参 见 Bruce and Gao(1996a) 的 第 4 音 ，Taswell 
and McGill(1994), Cohen 等 (1993)， 还 有 Greenhall 等 (1999). 

。 处 理 长 度 不 是 2 KKK OH FF 

前 面 我 们 描述 的 “完全 ”离散 小 波 变换 要 求 处 理 的 序列 长 度 是 2 RE. OB 
N=2), J RÆDER. 我 们 在 4.7 节 注 意 到 用 Jo 层 部 分 离散 小 波 变换 的 限制 
稍微 减弱 了 一 些 ， 只 需要 序列 的 长 度 为 2 的 整数 倍 .， 当 N 不 是 2 的 整数 们 时 ， 
我 们 可 以 用 下 面 将 要 介绍 的 三 种 方法 之 一 来 得 到 对 任意 整数 都 适用 的 一 种 类 似 离 
散 小 波 变换 的 变换 .这些 方法 对 很 多 特殊 的 应 用 都 是 适用 的 . 注意 离散 小 波 变换 
的 一 个 合理 的 替代 是 第 5 章 将 要 介绍 的 极 大 重生 离散 小 波 变 换 (MODWT)， 它 对 
任意 的 N 都 适用 .虽然 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 不 是 一 个 规范 正 交 变换 ， 但 是 它 
的 性 质 和 规范 正 交 变换 很 相似 (比如 可 以 导出 精确 的 方差 分 析 (ANOVA) 和 多 分 
辨 分析) ， 在 某 些 方 面 它 表现 得 比 离散 小 波 变换 要 好 (比如 它 的 多 分 辨 分析 对 应 委 
相位 滤波 器 ， 保 证 了 X 和 它 的 多 分 辨 分 析 之 间 的 对 齐 ， 这 对 基于 多 分 辨 分 析 的 
离散 小 波 变换 来 说 是 不 一 定 成 立 的 ). 

假定 我 们 现在 想 要 对 一 个 长 为 N 的 序列 计算 J。 层 部 分 离散 小 波 变换 ， 而 N 
不 是 2/0 的 倍数 ， 令 N 是 比 N KEHA 2” 的 倍数 的 最 小 整数 ， 第 一 种 方法 就 是 用 
某 种 方式 延 拓 {X,)， 得 到 新 的 序列 {X:}， 其 长 度 为 N 二 N， 然 后 对 延 拓 的 序列 
做 离散 小 波 变换 (这 个 方法 在 傅 里 叶 分 析 中 很 常用 ， 将 序列 延 拓 的 成 2 的 整数 震 
长 在 快速 傅 里 时 变换 中 经 常 出 现 )， 一 种 很 自然 的 延 拓 方 式 是 将 延 拓 部 分 都 设 成 
序列 {X,} 的 均值 ， 即 

NX, t= 0n N= l; 
X= i 
X, t= N; N — 1, 
因为 1{X?) 的 样本 均值 也 等 于 各， 样本 方差 5 和 5% 之 间 的 关系 非常 简单 : 


1 N 一 1 1 AN 一 1 N 
a / = 7 aj 
ie = py Dy Xi XY =g X) Nox 


BS WA V, 表示 序列 {X') 的 离散 小 波 变换 子 向 量 ， 则 可 以 利用 上 式 和 
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~、 a g E 

-N : S n a S pe AA 
A N n A ^ A ; i i 

V Wi AAA MAM eeeVvV/VJ 
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Ds 
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Dı 


图 142 ”使 用 对 称 延 拓 边 界 条 件 的 心电图 时 间 序 列 的 LA(8) 离散 小 波 变换 多 分 辩 分 析 


(参见 图 133) 
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式 (104c) 得 到 基于 {X1) 的 方差 分 析 的 {X,} 的 方差 分 析 ， 
Jo / 
a=W +a ivy, I — FX. 


ELERES IW I? REAR Dy A 在 尺度 EEE abit. Xx’ 
是 元 素 为 {X'} 的 向 量 ， 我们 可 以 用 W, 和 Wy, 以 通常 的 方式 来 形成 多 分 辨 分 析 : 


Ja 


=>) D+ Sh. 
j= 


因为 这 个 附加 的 分 解 基于 每 一 点 都 是 有 效 的 ， 通 过 Di 和 ,的 前 N 个 元 素 可 以 得 
BX 的 多 分 辨 分析 : 


Jo 
X= DJ Isy Dit Isu Si, » (143) 
j=l 


其 中 Iv.w 是 NXN' 阶 矩阵 ， 当 i=j 时 ,其 (i， 门 元 素 为 ]， 当 i 关 j tj, HCG, j) 
元 素 为 零 ，( 也 可 以 用 其 他 不 同 于 样本 均值 的 值 来 拓展 {X,}， 例 如 ， 如 果 用 线性 
外 推 的 方法 来 拓展 时 间 序 列 ， 就 仍然 可 以 用 式 (143) 得 到 多 分 辨 分 析 ， 但 是 用 上 
面 的 方法 得 到 方差 分 析 的 过 程 就 不 再 适用 了 . ) 

第 二 种 处 理 一 般 的 长 为 N 的 序列 的 方法 是 将 序列 截断 ， 得 到 一 个 长 为 2" 的 
整数 倍 的 序列 ， 这 样 我 们 就 能 用 离散 小 波 变换 来 处 理 了 . 如 果 令 N 是 比 N 小 的 
ELAR 2” 的 整数 倍 的 最 大 的 整数 ， 则 可 以 定义 两 个 缩短 的 序列 

x’ = [Xost XN, Xx?” = [Xnene cee Xn] 


BAAS FES AK BE ABN”. W525? Be as XO BY SB) RE RAS Fd 
量 ， 我 们 可 以 将 两 个 分 析 结 合 起 来 按 如 下 方法 得 到 一 个 不 精确 的 方差 分 析 一 一 但 
是 却 是 一 个 精确 的 多 分 辨 分 析 . 由 于 有 


N’ =l Jo 
a 

>) X? = >) we he Vs? Wl? 
jnt 


和 
Sor Dw ns we 
ee 


N-N*—1 


WS) xt D+ 


ae 


= SCL ws? + iwe Ne) + +F( Vs + vse Nè). 
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这 导致 了 基于 尺度 的 加 权 平 方 和 的 分 解 ， 其 中 半 权 重 加 在 序列 前 面 和 后 面 的 N — 
N 个 上 . 为 了 得 到 相应 的 多 分 辨 分 析 ， 我 们 形成 


Jo 


xX” = $ DP +S, L=1,2, 


然后 结合 对 X, ，…，Xxs-v-1 的 逐 点 分 解 ( 由 时 ”的 多 分 辩 分 析 给 出 ) 和 Xw ，…， 
Xn_1 的 逐 点 分 解 (由 XO 的 多 分 辩 分 析 给 出 )， 以 及 再 对 Xv-w，…，Xw-! 平均 两 
个 逐 点 分 解 ， 数 学 上 上， 我 们 可 以 将 得 到 的 多 分 辩 分 析 写 为 


2 


Jo 
X= D (D Lx DP + I si?) 
{=1 j=l 


其 中 IJ&w 是 N XN” BDRM. SoG Kia FW OR A. PN N=6, N”= 
4 时 ， 


q1 0 0 -0 0 07 
0 1 O 0 0 0 0 0 
l 1 

0 0 5 0 2 0 0 0 

0 0 0 i 0 1 0 0 
2 2 

0 0 0 0 0 0 10 
0 0 0 0 0 0 0 1 


(一 个 对 上 式 稍稍 修改 的 方案 是 结合 LX,， tae | > 的 N 一 后 十] 个 分 解 ， 
1 二 0，…，N 一 N”， 这 就 与 Coifman 和 Donoho 在 1995 年 提出 的 “循环 旋转 ”(cycle 
spinning) 非 常 接近 了 .) 

第 三 个 方法 是 修改 塔 式 算法 的 公式 ， 每 一 层 的 尺度 系数 多 保留 一 个 系数 .为 
了 看 清楚 具体 的 操作 方式 ， 假 定 我 们 有 V1..，1 二 0,，…，M 一 1， 其 中 M 为 奇 
数 ， 我 们 应 用 通常 的 塔 式 算法 来 调整 Vj- 1.,，t 二 0，…，M 一 2， 以 获得 V M 


W,,，1! 二 0，…， 上 一 一 1， 于 是 分 解 的 平方 和 形式 为 


AM 一 1 _ 


1 M-11 
M-1 2 2 
2 2 2 
SVa = D Viet Dy Whe + Vi 
1=0 tO t=0 


即 最 后 的 Vi_,.w-1 在 左边 单独 留 下 了 ， 不 参与 下 一 层 的 分 解 . 这 个 方案 将 之 X 
分 解 为 小 波 系 数 和 尺度 系数 的 平方 和 (然而 ， 尺 度 系数 现在 不 再 是 在 单个 尺度 上 
T: 对 于 J。 层 分 解 ， 从 j=1 到 J。 一 1 至 多 可 以 有 一 个 尺度 系数 )， 道 算法 从 
{Wj.,) 、{Vj,,) 和 各 层 保 留 的 系数 Vj- 1.w-'; EH V-a). 我 们 用 类 似 的 方式 定义 
细节 人 D,: 对 {Wo;.,} 应 用 逆 变 换 ， 其 他 的 {V0}，{Wj-1.4}，{Wj-2z.)，{Wi.,} 都 置 
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为 零 (每 一 个 保留 的 尺度 系数 也 都 置 为 零 )， 以 类 似 的 方式 ， 我们 定义 光滑 5, 为 
将 低层 的 小 波 系数 都 置 为 零 后 (在 这 种 情况 下 所 有 的 低层 保留 的 尺度 系数 都 保留 ) 
再 做 逆 变 换 的 结果 . 

作为 例子 ， 我 们 考虑 对 长 为 37 的 时 间 序 列 Xo, s Xa HI Jo =3 的 部 分 离散 小 
波 变换 ， 第 一 层 变 换 将 保留 Xs, HK X。，…，X;; 分 解 成 Wa AV... t= 0, oe, 
17， 由 于 {w.,) 的 长 度 是 偶数 ， 没 有 必要 保留 第 一 层 的 任何 尺度 系数 ， 将 {V,} 分 解 
W Wa V2,, t=0, +, 8 由 于 {V:, AO MMA, 我 们 保留 V2,s 并 分 解 Vo。，…: 
Var 2 W: A V3, 1=0, 1, 2, 3. 分 解 的 平方 和 的 形式 为 


36 17 8 3 3 
0 = YW, 十 3 十 > Wi. + Vix +Vi, + Xi. 
1™=0 t-0 t=0 t=0 t=O 


若 要 得 到 Di ， 我 们 将 Wi, t= 0, =, 17 HEAT BR, Vi. 150, =, 17 和 
Xi 都 被 置 为 零 ; 类 似 地 ， 若 要 得 到 S ， 我 们 对 V cH 0, or, 17, Al Xa WOA 
变换 ， 而 Wi t50, oe, 17 都 被 署 为 零 . 这 样 得 到 的 多 分 辨 分 析 满 足 X=Si 十 
D. (更 高 层 的 多 分 辨 分 析 可 以 类 似 得 到 . ) 
。 部 分 离散 小 波 变换 的 分 解 层 数 Jo 的 选择 

正如 小 波 滤 波 器 的 选择 ， 部 分 离散 小 波 变换 的 分 解 层 数 J, 选取 也 取决 于 特 
定 的 应 用 .在 心电图 的 例子 中 ， 注 意 令 J ,= 二 6 导致 了 和 物理 尺度 As dt=0. 36s 相 
关联 的 尺度 系数 V;。 这 个 选择 有 效 地 将 心电图 分 析 所 不 关心 的 大 尺度 的 波动 
(“基线 偏 移 ”) 分 离 到 了 到 尺度 系数 ， 使 得 心跳 节奏 在 各 尺度 的 体现 由 分 解 得 到 的 
小 波 系 数 给 出 ， 在 后 面 我 们 将 要 给 出 的 例子 中 (特别 地 ， 参 见 5.8、5.9 和 5. 10 
节 )， 我 们 会 考虑 实际 的 物理 意义 来 选择 部 分 离散 小 波 变换 的 分 解 层 数 Jo. 

我 们 也 应 该 注意 到 小 波 滤波 器 的 宽度 工会 对 选择 J 产生 影响 ， 由 于 大 的 工 
会 导致 长 度 L, 更 大 的 高 层 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 . 通常 的 方案 是 选择 J 使 得 
Ly 三 N<L a. 这 个 选择 保证 至 少 某 些 W 和 Vj 系数 不 会 被 边界 条 件 影 响 . 
4. 11 节 的 评论 与 扩展 

[1] 这 里 ， 我 们 定量 地 研究 循环 假设 对 离散 小 波 变换 系数 的 影响 ， 注意 第 j 
层 系数 可 以 表示 为 

W, = 2 凡生 oh 一 0 一 1 三 x ~~ 


其 中 ， 对 于 t= 二 0， er NO—1,， 
L,-1 


J 

12 Te = x 

272 Ü, = Dy hjaX -iman 
l~0 


(BiKO96c)M(96d)). ARYA, (h 具有 宽度 L= DL. 
因此 ， 在 用 {h,.,) 对 {X,) so Ae OR Oe Ue B27 W), a = 
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0, e, L,—2 是 用 了 循环 假设 ， 而 指标 为 :二 L; 一 1，…，N 一 1 的 值 没 有 被 循环 
假设 影响 ， 第 一 个 没有 被 循环 假设 影响 的 小 波 系数 Wj,, 的 指标 为 满足 下 式 的 最 小 
HJ t: 

2 十 1 一 1 之 了 一 1， 
或 者 等 价 地 (经 过 一 些 约 简 ) 


'>(L-2(1-5), ae =[(L—2(1-7)| =x), (146a) 


其 中 [xz 1 表示 大 于 或 等 于 z 的 最 小 整数 .注意 


以 = 把 一 1， H 5 -1<Lj<L-2, (146b) 


Hi. RA L 二 L 一 2 成 立 当 且 仅 当 


(L—2)(1 -3)> L—3, 
我 们 看 到 L = 二 L 一 2 对 所 有 的 满足 2 二 工 一 2 的 7 成 立 . 

在 假设 LIN; =N/2) F, 我们 可 以 将 L; 解 释 成 直接 被 循环 假设 影响 的 第 j 
层 的 小 波 系数 W,,, ， 更 一 般 地 ， 受 循环 影响 的 系数 的 个 数 为 min{L;，N;}， 我 们 
称 这 些 系数 为 边界 系数 ， 注 意 W (1 二 L 一 1，…，N 一 1) 没 有 受 循环 影响 我们 
对 得 到 的 序列 下 采样 后 得 到 小 波 系数 W, 的 元 素 ， 只 有 前 L; 个 系数 为 边界 系数 . 
K 136 对 滤波 器 宽 工 天 2，…，20 给 出 了 L. 

例如 ， 对 于 j=1 和 工 =4， 只 有 式 (81b) 中 的 矩阵 )A 的 第 一 行 受到 循环 的 影 
响 ， 因 此 只 有 W,。 是 边界 系数 . 表 136 精确 给 出 了 对 于 工 一 4，L: 一 1 

一 个 类 似 的 讨论 说 明 Jo 层 部 分 离散 小 波 变换 边界 尺度 系数 数目 为 min{ Li,» 
N,,}. RMAIL lta, 4N=2’, J= hf, 对 于 完全 离散 小 波 变换 情况 不 
太一 样 ， 这 时 的 完全 离散 小 波 变换 的 尺度 系数 和 时 间 序 列 的 样本 均值 成 比例 ， 不 
受 循环 的 影响 . 

[2] 当 我 们 用 最 接近 对 称 或 者 coiflet 小 波 滤波 器 分 解 时 ， 用 得 到 的 系数 为 纵 
坐标 ， 实 际 时 间 为 横 坐 标 绘图 (就 像 4. 8 节 所 描述 的 那样 )， 我 们 要 决定 W; 中 的 
L' 个 边界 系数 .对 于 某 个 特定 的 最 接近 对 称 或 coiflet 小 波 滤波 器 ， 若 我 们 将 循环 
前 移 考 虑 进去 ，W;., 从 左 到 右 的 绘图 顺序 通常 和 它们 在 W; 中 的 顺序 是 不 同 的 . 
为 了 看 清楚 这 一 点 ， 考 虚 j=l 的 情形 .根据 4. 8 节 的 讨论 (为 了 方便 假设 =0, 


At 二 1) ， 我 们 得 到 W;., 相 应 于 实际 时 间 2 十 1 一 | wm | modN, 1=0, =, 他 一 1， 


对 于 最 接近 对 称 滤波 器 ， 我 们 可 以 用 式 (114c) 写 出 
0， L/2 是 偶数 ; 
[uP |= 5+8, wean fn L = 10 & 18; 
1; L = 14. 
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对 于 coiflet 小 波 滤波 器 ， 我 们 有 | | =. FERR LAN 相 比 非常 小 ， 
第 一 个 最 接近 对 称 或 者 coiflet 单位 尺度 上 的 系数 W,。 对 应 的 实际 时 间 分 别 为 


1-4-6 mod N=N+1-4-8 REl- mod N= N+1—%, 


因此 Wi., 出 现在 实际 时 间 段 的 最 后 部 分 .系数 W., 相 应 的 是 实际 时 间 的 最 前 段 ， 
对 于 最 接近 对 称 小 波 滤波 器 ， 最 小 的 指标 i 满足 


2+1—--8>05 q: = [EPP 2 |= ym, 


或 者 ， 对 于 工 总 是 6 的 倍数 的 coiflet 滤波 器 来 说 ， 


L L=3 
2 十 1 一 可 之 0; m: =|= |- 


W, 的 元 素 按 绘图 的 顺序 排列 的 序列 实际 上 是 


(H?) 


, T 
T” W = [Wi Wis, gee Wi 本] . 


现在 Wi PHM LI ARM B, BARI C=O, G2 
的 系数 ， 由 于 T-*” 的 第 一 个 元 素 的 指标 为 X”， 且 对 所 有 的 最 接近 对 称 和 coiflet 
滤波 器 来 说 7" <b 2 <L. ETW 的 最 后 Xi” 个 系数 都 被 循环 所 


影响 ， 同 样 前 革 一 1 一 Xi” 二 7" 个 系数 也 被 循环 所 影响 ， 对 更 高 尺度 的 类 似 分 析 


(H) 


表明 ， 在 假设 了 过 Ni F, W 中 元 素 绘图 的 顺序 为 T-” Wi ， 对 于 最 接近 对 称 和 
coiflet 小 波 滤波 器 我 们 分 别 有 

ae ee ae an —[3L,-L+6_ 

ý =| 2 J a =| 3+ OF 1]. 
对 于 这 两 类 滤波 器 ,我 们 总 有 0 二 Xi” 二 L;， 因 此 W, 的 前 Y;” 个 系数 相应 于 实际 
时 间 的 最 后 yo? 个 时 间 点 ， 且 都 是 边界 系数 .另外 有 7” 三 L; 一 X” 个 边界 系 
数 ， 它 们 相应 于 实际 时 间 的 前 Ym 个 时 间 点 .最 接近 对 称 的 7)? Aly) WATE 
表 137a 中 给 出 ， 对 尺度 系数 进行 类 似 分 析 我 们 可 以 得 到 类 似 的 量 y 和 
表 137b 给 出 了 它们 的 值 . 练习 [4. 27] 就 是 要 对 coiflet 滤波 器 计算 类 似 的 表 . 

[3] 这 里 ， 我 们 考虑 循环 对 细节 的 影响 ， 可 以 写成 


N =I 
D; 一 WW, == F Wia W j.n- ~ 
n=0 
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其 中 WW,,. 是 一 个 N 维 列 向 量 ， 其 元 素 构成 了 MW 的 第 n 4T. LN, 时 ， 我 们 
知道 边界 系数 是 Wj,,，n 二 0，…，L; 一 1]， 这 些 系数 继续 通过 相应 的 向 量 MW;.，. 的 
非 零 部 分 影响 D;， 即 可 以 写成 | 


L'—! AN 一 1 
J 2 


D; = Win Wine + Win Wises 
n=0 a=! 


其 中 第 一 项 和 显然 依赖 于 循环 ， 但 是 第 二 项 不 依赖 于 循环 例如， 考虑 1j 一 1 和 
L=4<N 的 情形 ， 这 时 只 有 Wo EURA RZ. 我们 从 式 (8lb) 推 出 Di 通过 下 式 
受 循环 影响 : 

Wie Wine = Wio Wio. = Wi oLlhy sho Ose", 0,h; sh]. 


KHED: 的 边界 元 素 的 指标 为 n=0, 1, N-20 N1. HFj=1MAKSL<N, FHF 
= 地 一 1>0， 边界 系数 Wo, Wiis isi: Wi Ñ FARI D, : 


hı hi- 
ho : 
0 ho 
1 0 
Wise Woes = Waa tet Wi 
= 0 
hic 0 
: hi-y 
hz hi-2 


注意 受到 影响 的 元 素 的 指标 可 以 从 上 面 的 和 式 中 的 第 一 项 和 最 后 一 项 的 非 零 部 分 
得 到 : AWW... 是 通过 对 Wir. 循环 平移 2n 位 得 到 的 ， 对 于 Wi.，…， 
Wi- .的 每 个 非 零 元 素 ， TE Wio. RÆ Wi- 中 对 应 一 个 非 零 元 素 . 在 了， 
中 受到 影响 的 元 素 的 指标 为 n= 二 0，…，L 一 3( 这 可 由 Ww-1. 推 出) 以 及 n= 二 NN 一 
(L—2), ，…，N 一 1( 从 Wo. 推出 ). 

以 类 似 的 方式 ， 当 0 二 L’ 过 Nj; 时 ， 可 以 推出 也 中 受到 影响 的 元 素 的 指标 能 
通过 Wo. MW, -: 的 非 零 元 素 的 指标 决定 .回忆 4X，Wi.o. ) 三 Wj.,， 我 们 可 
以 用 式 (96d) 得 到 


(X, Wyo. = DJ hjaX 2 —1-1m0dN 


i=0 


L —1 
J 


(X, Wiaj.) = Dy hy cX simoaN. 
i=0 
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我 们 要 求 的 指标 就 是 上 面 两 个 和 式 中 的 X, 的 指标 .从 第 一 个 式 子 得 到 指标 
1 一 0, 2 一 1 和 t=N+2)—L,,,N—1; (149a) 


从 第 二 个 式 子 我 们 得 到 
t = 0, 2i 一 1 和 t= N+2')L5—L,.,N—1. (149b) 


由 于 上 ; 宇 1， 这 两 个 指标 集合 的 并 推出 了 式 (139) 的 结果 (类 似 的 结果 对 S, 也 成 
Z, J=] EPRE). 

练习 [149] MRED, 的 最 后 部 分 有 受到 循环 影响 的 值 ， 我 们 必 有 式 (149a) 
PAL, ELDZ, MARI PAL >). 证明， 事实 上 在 我 们 的 假设 
L >>0 下 这 两 个 不 等 式 一 定 成 立 . 

[4j 我 们 应 该 注意 在 各 种 文献 中 基于 离散 Daubechies 小 波 的 离散 小 波 变 换 的 
变换 WW 的 定义 是 不 唯一 的 ， 因 此 ， 如 果 本 书 中 的 某 幅 图 要 和 一 个 小 波 软件 包 的 
计算 结果 相 比 较 ， 我 们 要 注意 这 个 软件 包 中 小 波 的 实现 是 基于 什么 定义 的 . 例 
如 ，Bruce and Gao(1996a) 定 义 的 哈 尔 离散 小 波 变换 和 我 们 的 定义 是 不 同 的 ， 他 
们 的 小 波 变换 的 矩阵 JW 与 本 书 定义 的 不 同 ， 他 们 定义 的 小 波 变换 阵 为 


Vi Wi 
WI Wz 
， .而 不 是 我 们 定义 的 W = 
W: Wr 
W, Vs 


这 两 个 定义 本 质 上 是 一 样 的 ， 只 是 变换 以 后 的 哈 尔 小 波 系数 差 一 个 反 序 . 

对 于 除 蛤 尔 之 外 的 其 他 小 波 ， 这 两 种 差异 就 没 这 么 简单 了 ， 例 如 ， 图 150 给 
出 了 对 于 Bruce and Gao(1996a) 给 出 的 N= 二 16 的 D(4) 离 散 小 波 变换 和 矩阵， 图 60 
是 我 们 定义 的 离散 小 波 变 换 和 矩阵 ， 仔 细 比 较 这 两 幅 图 我 们 可 以 看 出 ， 即 使 我 们 不 
考虑 顺序 ， 这 两 个 变换 矩阵 的 每 一 行 都 差 一 个 平移 (从 图 60 到 图 150 我 们 需要 将 
图 60 的 每 一 行 向 右 平移 2rm 一 1 位 )， 因 此 ， 这 两 个 D(4) 小 波 变换 的 离散 小 波 变 
换 系数 是 不 一 致 的 ， 除 了 最 后 一 个 和 样本 均值 成 正比 的 系数 ! 

导致 小 波 变换 这 种 差异 的 原因 可 以 找 出 来 ， 例如， 小 波 变换 内 在 的 有 下 和 采 
样 ( 或 上 采样 ) 过 程 ， 执行 下 采样 的 时 候 我 们 可 以 选择 保留 偶数 指标 的 系数 或 者 
奇数 指标 的 系数 (事实 上 时 间 序 列 有 时 用 1，…， N 来 作为 指标 而 不 是 我 们 这 
里 选择 的 0，…，N 一 1)， 此 外 ， 我 们 用 滤波 的 过 程 来 执行 小 波 变换 ( 即 卷 积 )， 
但 是 这 也 等 价 于 做 点 积 ( 即 自 相关 ). 这 种 选择 很 大 程度 上 和 各 领域 的 习俗 有 
关 ， 电子 工程 学 者 倾向 于 将 小 波 变换 作为 一 个 滤波 过 程 来 执行 ， 而 数学 家 倾向 
于 用 点 积 的 观点 来 看 小 波 变换 . 还 没有 解决 这 种 差异 的 根本 的 方法 ， 因 此 初学 
者 要 小 心 这 一 点 ! 
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图 150 基于 Bruce and Gao(1996a) 定 义 的 D(4) 离散 小 波 变换 的 变换 矩阵 的 行 向 黄 ， 参 见 图 60 


4.12 小结 


S XE-A N 维 向量 ， 其 元 素 是 实 值 的 时 间 序 列 {X, : :一 0，…， 六 一 1}， 
其 中 样本 的 长 度 N 为 2 的 整数 倍 ， XX 的 J。 层 部 分 离散 小 波 变 换 是 一 个 规范 正 
ZEAE HRW WX, PW 是 元 素 为 离散 小 波 变 换 系 数 的 N 维 向 量 ，W 是 NX 
N 阶 实 值 矩 阵 ， 由 这 个 矩阵 定义 了 离散 小 波 变换 (如 果 N= ASI, RI 
就 得 到 完全 离散 小 波 变换 )， 离 散 小 波 变换 系数 W 和 小 波 变 换 和 矩阵 多 可 以 分 
块 成 


W, W, 
W: W: 
wl BH WwW=|: |， (150) 
W Ws, 
Vy Vi, 


He W= W,X AV), =VX. REW ERE g=2 "上 的 N= N/2 维 的 小 
波 系 数 构成 的 向 量 ，W; 是 一 个 N; XN BRE; Vj 是 在 尺度 à, =2 EARE 
系数 构成 的 N) 维 向 量 ; ,是 Nj, XN ER. AR X T FR h W 
重 构 : 


Jo Jo 
X= W'W = D2: WW, + ViVa, = > D; + Si, ’ 
j=! j=l 
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ERENT X H—-ThBAHAD MRA), BD X RAN Ea a D= WW, 
CB j 层 细节 ) 和 Sj =V Vj, (第 J 层 光滑 ) 的 和 ， 每 个 分 量 都 和 一 个 特定 的 尺度 
CD; HARE r S 对 应 尺度 Aj ) 相 关 ， 一 个 尺度 -尺度 的 方差 分 析 能 基于 能 量 
的 分 解 


Jo Ja 
Ixi = Iwi: = 2 w+ v l= > D S, I’. 
j=l j=l 


在 实际 应 用 中 ， 离 散 小 波 变换 矩阵 W 不 是 家 接 求 得 的 ， 我 们 通过 塔 式 算法 
来 计算 W， 计 算 过 程 需要 用 到 小 波 滤 波 器 和 尺度 滤波 器 (这 个 算法 实际 上 明确 地 
定义 了 离散 小 波 变换 )， 由 定义 ， 宽 为 偶数 工 的 滤波 器 {h,: /二 0，…， 上 L 一 1)( 隐 
E hoAO, h AO PADRE RA, WR. 

l, n=0; 


‘ha, 二 0 H hih izn = 
>, 名 | n 是 非 零 整数 . 


其 中 第 二 个 和 式 表示 小 波 滤波 器 的 规范 正 交 性 (在 上 式 中 ，h, 志 0，L<0 R IZL, 
因此 我 们 实际 上 考虑 {h,} 是 一 个 至 多 有 工 个 非 零 元 素 的 无 限 长 的 序列 )， KREW 
波 器 借助 于 小 波 滤 波 器 来 定义 ， 这 两 个 滤波 器 之 间 需 要 满足 “ 正 交 镜像 "的 关系 


g = (- DT Ait 


这 个 滤波 器 满足 条 件 : 


L-1 l, n=0 L-1 
D EEan -| 且 >) ath ise = 0 对 所 有 的 nn 成 立 . 
0, 其 他 ; =? 


不 失 一 般 性 ， 我 们 还 可 以 假设 》)g, = V2. 如 果 令 HH(*) 是 (h,} 的 传递 函数 ， 即 


[=O 


Hip = Whew = Shee, 
FHAMRRNAAC N= | HCP) | :定义 相应 的 平方 增益 函数 ， 那么 小 波 滤波 器 
的 正 交 性 等 价 于 

HO) + u(f++)= 2 ”对 所 有 的 f ÈL. 
如 果 我 们 令 GC(*) 和 9(*) 是 尺度 滤波 器 的 传递 函数 和 平方 增益 函数 ， 则 有 9 Cf = 


KH (去 一 f)， 从 中 可 以 得 到 


gi)+9(f+7)=2 H GMHHA) = 2 对 所 有 的 成 立 . 


在 实际 应 用 中 ，{h} 是 一 个 高 通 滤 波 器 ， 其 通 带 为 十 过 | /| 过 却 ， 而 {g') 是 一 
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个 低 通 滤波 器 ， 其 标 称 通 带 为 0< | ISE. h FRA ae a E 


带 的 一 半 ， 因 此 {h,} 和 {gi} 可 以 称 为 是 ^ 半 带 ” 滤 波 器 . 
定义 了 {hi} 和 {g,}) 之 后 ， 第 j 层 塔 式 算法 就 是 对 N,- 个 元 素 进行 循环 滤波 ， 
这 Nj;-! 个 元 素 为 
V; = [Vi s Vj-1.1 Ger Wii 9 

然后 保留 滤波 输出 值 的 奇数 指标 的 值 ， 这 产生 了 第 7/ 层 小 波 系数 和 尺度 系数 ， 即 

L-1 L-1 

W; = > AV i Ny, ? Vie = S gV -im mod N,_; 9 
1=0 j= 0 


t=0, «+, N;~1GX# RKE W, AV, 的 元 素 ). 每 隔 一 位 保留 一 个 滤波 值 的 过 
程 称 为 因子 为 2 的 下 采样 . S VEX, RMA j= 开始 塔 式 算法 ， 经 过 > 一 2， 
3，…，J。， 我 们 得 到 的 所 有 向 量 可 以 形成 小 波 系数 矩阵 W， 即 j AMi R 
AW, =, W 和 单个 尺度 系数 向 量 V) ERA ERB BV. os Vy AT 
以 认为 是 计算 的 中 间 量 ). 

虽然 在 实际 中 Wi AV, 是 用 塔 式 算法 计算 出 来 的 ， 但 是 理论 上 我 们 可 以 直接 
利用 下 式 从 天 得 到 Wi; AV; : 


L= 二 一 1 


an DO hjaX t un-iiman» Vin = Dy BitX scr mod N 9 
i=0 


i=0 


bh Ag 2B 层 等 价 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 ,它们 的 长 度 都 是 L S= 
(2 —1)(L—1) 十 1( 这 里 hı „=h; 和 gı =g). 它们 的 传递 函数 为 


了 一 2 一】 
H,(f) = Hp TTca@yp. GA = [CAP 
i=0 i=0 


(再 次 H (MP =H( PAG, (MN=G(P). WBA, PRS. Heri 
带 为 17/22+ 过 | f | 过 1L/2 ， 而 {gj)} 是 个 低 通 滤波 器 ， 标 称 通 带 为 0 科 | fl 大 
1/2*', #154 总 结 了 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 以 及 由 它们 产生 的 许多 重要 性 质 . 

AEW 和 V;， 我 们 可 以 通过 第 j 步道 塔 式 算法 重 构 ( 合 成 )V,-1 的 元 素 ， 即 


了 一 1 


一 
Vina = = SW stm ži T 28V). t+1 mod Nj} 9 


t=0, l, *, N;-.—1, 其 中 


0， t 一 0,2 Nji — 2; 
w= 


W i=l t = 1,3, Njal. 


iy? 
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(Vi 也 类 似 地 定义 )， 在 {W.,} 的 每 两 个 元 素 中 插入 一 个 零 形成 {W,;,}) 的 过 程 称 为 
是 因子 为 2 的 上 采样 . 

构成 塔 式 算法 的 滤波 运算 完全 决定 了 式 (150) 中 定义 离散 小 波 变 换 的 NXN 
阶 和 矩阵 )W， 回 忆 式 (150) 中 对 )% 的 分 块 ， 可 以 写成 


W; = B, A A; 和 V; = A,, Aj,-1 uú A, , 
其 中 B, 和 .4 是 N; XN, PB, WEB, A; =A B; =0x, MB; B; =A A; = 
Iv (这 里 Os 是 N) XN; 阶 和 矩阵， 它 所 有 的 元 素 都 为 零 )， 已 的 第 一 行为 : 
Lhi sho shy, 1 一 | shy, -2 iia hs re ae 


Sef (ne) LAN, H ARAJE EIE (LH A A?) <> ( H( *—)} ). 


其 后 的 行 是 通过 将 第 一 行 向 右 进行 跨度 为 2k(k 二 1，，…，N,j 一 1) 的 循环 平移 ; 特别 地 ， 
最 后 一 行 是 
LAN, 一 1 rhy 2 ree ,hil ikal 
类 似 地 可 以 构造 A;， 只 要 将 上 述 过 程 中 的 {h,} 用 {gi} 代 替 . 
W, 的 各 行 可 以 直接 通过 第 j 层 小 波 滤波 器 {h;,,} 以 N 为 周期 进行 周期 化 得 
到 . 周期 化 后 的 滤波 器 记 为 {h;.,}， 并 且 满 足 


maate ER) el) 


W, 的 第 一 行为 
[AS cia RS nine 920 hS a hS hien shin- 9 hi hia |". 
其 后 的 各 行 可 以 通过 对 第 一 行 向 右 循环 平移 k2'(k 一 1，…，NN, 一 1) 得 到 ; 特别 
地 ， 最 后 一 行为 
[hn sh$.n-2 as h$, sho). 
类 似 地 可 以 构造 六 o REH LRE P H (Au) Ag, AR B T. 

小 波 滤波 器 定义 中 的 性 质 ( 求 和 为 零 和 规范 正 交 性 质 ) 不 一 定 能 导出 一 个 小 波 
系数 可 以 解释 为 某 一 特定 尺度 上 的 相 邻 加 权 平 均 的 变化 率 的 离散 小 波 变换 ， 通 过 
考虑 一 些 正 则 条 件 ( 参 见 11. 9 节 ) Daubechies(1992, 6.1 节 ) 定 义 了 一 类 很 有 用 
的 小 波 滤波 器 ， 由 这 些小 波 滤波 器 得 到 的 小 波 系 数 可 以 解释 成 某 一 特定 斥 度 上 的 
相 邻 加 权 平 均 的 变化 率 ， 由 定义 ， 宽 工 为 偶数 的 Daubechies 小 波 滤波 器 的 平方 
i 28 PRB 

H = DIP) Af); 
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{hi} H+) 


h, 一 { 1)' gy 1- 


H( fp =—e Pt »G(+-s) 


Dh = H(0)=0 
> A=! 


2 1h hs 2 三 0，7m 天 0 


HC P=! ACH) |? 


H(Ptu(s+z)—2 


Wia mE hX etiim 
Wa =E hi V j-i. time, 
huh, H(N=SH f) 
j- 
HN =H pI Gap 
Jab 
H; =H- f)G;-1(f) 
fha} H,; (+) 
D hj. =H; (0) =0 
Dhia =1 


Dah yh ja 2, =0, nO 


76 (fy= | HA |? 


W ja — hy X ua 1)—1— tmodN 


表 154 


Dig his 2n =0 


GCP+rH( fry=2 


1 jthy t+ 2in 一 0 


RAF 


{gi} >G) 
区 到 (一 1) ”各 -it 

am ~~ (en 一 1)》 l 
G=- H-5 f) 
Dig: =G(0) =/2 
2 igi =l 


DIRIB n =O n#Æ0 


GC N= 1GC/) |? 


G(pt+g(s++)=2 


Vie Dig Xu 1 一 41modN 


Via = gV j-i -ImedNi .1 


Bi 5 gi» G, (NÆG) 


jl 


GAN = [CAP 
10 
G; =G HG- A) 
{gie} G; (+) 
Eg =G (0) = 2"? 


Digi =] 


DB ju itain 一 0， n#Æ0 


G(N=IG (f/f |? 


Vij, = DB jaX stl) 1tmodN 


注 : 小 波 滤 波 器 和 尺度 滤波 器 的 重要 关系 .因为 对 于 /<0 或 者 / 宇 L 有 hi 一 gi 一 0， 因 此 对 hi 或 者 gi 
求 和 可 以 是 从 /=0 加 到 /= 上 一 1， 也 可 以 是 从 负 无 穷 加 到 正 无 穷 ; AA, MA, Mg, KRM 
可 以 是 从 !==0 加 到 /=L; 一 1}， 也 可 以 是 从 负 无 穷 加 到 正 无 穷 ( 注 意 Lj 三 (27 一 1)(L 一 1) 十 1 


HN;=N/2). 
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FED ( f) =4sin’ (nf) EM SPE UB AE, DPA ae aK. HH 


L L 
< [elt 
Auf) = sh 2,12 cos” (xf) 
i=0 


构成 了 低 通 滤波 器 的 平方 增益 函数 ， 可 以 证 明 ( 练 习 [106])7tm HHH? (f+) =2 


对 所 有 的 for, AH? (0)= 二 0， 这 意味 着 hh 一 0， 因 此 任何 滤波 器 {h,} 若 其 平方 
增益 函数 为 ?7t'2 (*)， 则 由 定义 这 个 滤波 器 一 定 是 小 波 滤波 器 . EMH? COR 
分 析 表 明 Daubechies 小 波 滤波 器 可 以 等 价 地 看 成 是 一 个 低 通 滤 波 器 (加 权 平 均 运 


算 ) 级 联 二 个 差分 滤波 器 (导致 了 总 体 上 的 差分 性 质 ). 相应 于 Daubechies 小 波 滤 
波 器 的 尺度 滤波 器 {g;} 具 有 平方 增益 孙 数 


i 
(D) __. wee fe L = Ł i+ . 
9 (站 三 (> — f) = 2c0s (xf) >) 2 sin” (xf). 
l 


{=0 


不 失 一 般 性 ， 宽 为 L=2 RH L=4 的 Daubechies 小 波 滤波 器 可 以 分 别 取 成 哈 
尔 小 波江 滤器 (各 一 方 , 各 一 一 方 ] 和 式 (59a) 措 述 的 DCL) NER BER os he 
h,}， 一 般 说 来 ， 存 在 不 止 一 个 小 波 滤波 器 {hh :=0，…, 工 一 1} 满 足 平方 增益 函 
BH? (+). M LIIE, 我 们 可 以 加 一 些 额 外 的 标准 来 选择 唯一 的 小 波 滤 波 器 ， 
或 者 等 价 地 说 ， 来 选择 唯一 的 尺度 滤波 器 .Daubechies(1992，6. 4 节 ) 讨 论 了 这 两 个 
标准 ， 第 一 种 标准 是 选择 尺度 滤波 器 {gf” } 的 平方 增益 函数 9'”(*) 满 足 

之 8 = 之 [ef 对 m = 0,…,L 一 1 都 成 立 ， 
其 中 {g,} 是 任意 一 个 满足 平方 增益 函数 为 9™”(*) 的 滤波 器 . 这 个 选择 称 为 是 “最 
小 相位 ”选择 ， 得 到 的 滤波 器 具有 最 小 延迟 ， 我 们 满足 这 个 标准 的 滤波 器 是 DL) 
滤波 器 , 工 =2，4，…， 第 二 个 标准 是 选择 尺度 函数 使 得 其 传递 函数 G(/) = 
CGE Cf) Tt 8 OP 的 相位 函数 042(,) 尽 量 地 接近 线性 相位 滤波 器 (这 里 通过 
式 (112a) 进 行 选择 )， 我 们 满足 这 个 标准 的 滤波 器 为 LACL) BRA, L=8, 10, =, 
其 中 “LA” 表 示 “ 最 接近 对 称 ”(least asymmetric). 最 接近 对 称 滤波 器 的 好 处 是 我 们 可 
以 用 ;的 值 vy 使 得 上 式 最 小 ， 来 使 尺度 系数 和 小 波 系 数 对 齐 ， 这 样 它们 就 可 以 近 
似 地 看 成 是 零 相位 滤波 器 的 输出 ， 这 个 逼近 零 相 位 的 性 质 非常 重要 ， 因 为 它 允 许 
我 们 将 离散 小 波 变 换 系数 和 原始 的 时 间 序 列 中 发 生 的 事件 有 意义 地 联系 起 来 ， 特 
别 地 ， 如 果 假 设 X, 相应 的 实际 时 间 为 如 十 At， 则 逼近 零 相 位 的 性 质 使 得 最 接近 
对 称 离散 小 波 变换 的 小 波 系数 W;., 相 应 的 实际 时 间 为 
1 十 (2(t 十 1) 一 1 一 | ff” | modN)At, t =0,°,N;—1, 

其 中 


[yi |= 4+ +1, 


并 且 
| E4 1, L=8,12,16 或 20( 即 LL/2 是 偶数 ); 
ae -5, L = 10 3Ẹ 18; 
L 


-7 tes L = 14. 


对 于 尺度 系数 Vj.,， 通 过 将 | | 换 成 
| xc |= L=] 
j L—1 
我 们 得 到 了 一 个 类 似 的 表达 式 . 
coiflet 小 波 滤 波 器 一 一 记 为 C(L), 工 天 6，12，18，24 或 30 一 一 是 不 同 于 
Daubechies 小 波 滤波 器 的 另 一 类 滤波 器 ， 它 比 最 接近 对 称 滤 波 器 更 接近 零 相 位 ; 
然而 这 些 滤 波 器 的 曲线 形状 不 太 好 ， 对 于 给 定 的 宽度 它 上 具有 数量 更 少 的 内 在 的 差 
分 运算 (L/3 而 不 是 Daubechies 小 波 滤波 器 的 工 /2)， 我 们 可 以 将 coiflet 小 波 系 数 
和 尺度 系数 用 一 个 类 似 于 最 接近 对 称 滤 波 器 情形 时 的 公式 和 实际 时 间 联 系 起 来 ， 
其 中 我 们 用 的 "为 


| 


4.13 练习 


[4. 1] 使 用 式 (59b) 的 条 件 ， 解 出 式 (60) 中 的 a 和 5， 并 且 证 明 其 中 一 组 解 导出 
了 我 们 在 式 (59a) 给 出 的 hos his hes hg. 共有 多 少 组 解 ? 它们 相应 的 
hos hy, hos h; 是 多 少 ? 

[4.2] 验证 图 62 中 的 左上 图 给 出 的 是 对 {Xi,,} 的 哈 尔 小 波 变换 (这 个 时 间 序 列 的 
值 在 图 42 的 说 明 中 给 出 了 ). 

[4.3] 验证 离散 哈 尔 小 波 变换 的 式 (63a) 和 (63b) 给 出 经 验 功 率 谱 . 

[4.4] MÆ 65 的 左上 图 和 左下 图 ， 分别 对 应 图 42 F3 XL, A Xe} 
D, ， 是 用 D(4) 小 波 变换 得 到 的 . 我们 已 知 这 两 个 序列 只 在 1 二 13 处 不 一 
样 ， 解 释 为 什么 相应 的 细节 了 D, 在 上 =10，…，15 处 不 同 . MRA L=6 
的 小 波 滤 波 器 ， 细 节 人 Di 在 : 为何 值 的 时 候 不 同 ? 

[4.5] 对 于 哈 尔 小 波 滤 波 器 {ho =1/V2, hi =— 1/2) RIER (69d). 

[4.6] BÆ{h: 1=0，…，11} 是 一 个 长 为 L 二 12 的 小 波 滤波 器 ， 基 于 这 个 小 
波 滤波 器 构造 离散 小 波 变换 矩阵 JWV， 如 果 N=4, Wi. AW. 的 前 两 个 
行 向 量 用 h 表示 是 什么 形式 的 ? 如果 N=8， 这 两 行 又 是 什么 形式 的 ? 

[4.7] 4LONAW, 的 各 行 是 规范 正 交 的 ， 对 于 N= 二 4 A L=6 构造 一 个 具体 的 例 
子 ， 利 用 式 (69b) 和 式 (69c) 直 接 验证 JW WI=L, HP I 是 2X2 阶 单位 阵 . 


C4. 8] 证 明 任何 小 波 滤 波 器 {h,} 的 平方 增益 函数 都 满足 (0) =0 HAH (+)=2 


(参见 图 73 的 第 一 列 图 ). 
[4.9] 令 XX=[X。，X,，X,，Xs]"， 假 定 我 们 对 XX 进 行 因 子 为 2 的 下 采样 ， 得 
到 X,. 如果 对 X, 进行 上 2 采样 将 得 到 什么 样 的 问 量 ? 
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[4.10] 基于 式 (90a) 中 定义 的 2 环 ,,， 解 释 为 什么 


2W,., = >) heiK 1—tmodn » t=0,°-,N—1, 
1=9 
和 为 什么 


= Dy aX seniman » t= a aa 一 上 
[4.1] 对 于 D(4) 小 波 滤 波 器 ， 计 算 用 来 对 {X,} 滤 波 分 别 得 到 {Ws.,} 和 {W.,? 
(尺度 分 别 为 r =2 M r =4 上 的 小 波 系数 ) 的 滤波 器 {hs,1} 和 (hs3,,) 的 元 
素 . 验证 图 91 中 绘 的 {h,,,) 的 平方 增益 孙 数 的 图 形 是 正确 的 ， 并 绘 出 
{hs,1) 的 平方 增益 肾 数 的 图 . 
[4.12] 令 XH(*) 和 9,(*) 是 分 别 相 应 于 式 (96b) 和 式 (97) 的 平方 增益 阻 数 . OR iH 


Hy (Naf nj’, 9,(f)df 各 等 于 什么 ? 


[4.13] 验证 用 哈 尔 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 的 塔 式 算法 得 到 的 变换 与 4. 1 节 对 
N=16 给 出 的 哈 尔 离散 小 波 变换 矩阵 JW 是 相同 的 ， 特 别 地 ， 对 7 =1， 
2，3，4 计算 已 和 .4 ， 并 证 明 B.A, BA, 4 ，B As A A MA A 
A, A, 与 图 57 的 右 列 的 图 给 出 的 对 应 JW 的 后 8 行 是 相同 的 ， 

[4.14] 绘 出 图 98b 中 对 应 的 LA(8) 的 第 j 层 尺度 滤波 器 和 小 波 滤波 器 的 平方 增 
益 函 数 9,”(*) 和 XH”(*) 的 图 形 . 

[4.15] 令 H;(*) 和 G,(*) 是 分 别 相 应 于 第 j 层 小 波 滤 波 器 {hj.,} 和 尺度 滤波 器 
{gj.1}) 的 传递 函数 .在 什么 情况 下 下 图 中 的 Y 二 XX 成 立 ? 


GX) Ty Vj w| a JA) 
7 


[4. 16] EAW W +V y= 二 Ix， 此 式 可 称 为 是 N 阶 单位 阵 的 7 一 1 阶 分 解 . 
给 出 并 证 明 ) 盖 1 时 的 单位 阵 的 分 解 形式 . 

[4.17] 根据 4. 6 节 评 论 与 扩展 中 的 [1] 给 出 的 伪 代 码 ， 用 你 最 熟悉 的 计算 机 编 
程 语言 写 出 离散 小 波 变换 塔 式 算法 及 其 逆 算 法 ， 用 D(4) 小 波 滤波 器 和 
尺度 滤波 器 ( 见 式 (59a) 和 (75d)) 通 过 计算 在 图 42 说 明 中 给 出 的 16 点 时 
间 序 列 {X, ,} 的 离散 小 波 变换 和 逆 变 换 来 验证 你 写 的 程序 的 正确 性 ， 

[4. 18] 对 图 42 的 说 明 中 给 出 的 16 点 时 间 序 列 {X1,,} 用 D(4) 小 波 的 塔 式 算法 及 
其 逆 算 法 计算 细节 人 D;. 

[4.19] 对 于 1=0, 1, vr, 1023, 定义 “线性 鸣叫 ?时 间 序 列 


= 3x Z 
X, = cos (3% [1+ 5 Toz | t+ 0.82) = cos(2n fit +0. 82), 


[4. 


(4. 27] 
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其 中 /二 295 十 135 (了 455 )， 因 此 A 的 范围 是 从 f, 一 36 到 fon =e. 
如 果 我 们 考虑 到 上 式 中 余 东 函数 的 参数 是 ;的 连续 函数 ， 就 可 以 对 它 求 


导 得 到 


d(2nft+0.82) 4 73 , 3 / 2 1 
di a 2x| 735 T 738 (3 025 ) |= 2rj， 


其 中 f, 被 称 为 是 瞬间 频率 ， 对 于 这 个 “线性 鸣叫 "时 间 序 列 ， 用 哈 尔 、 
D(4)、C(6) 和 LA(8) 小 波 中 的 任意 两 个 计算 并 绘 出 离散 小 波 变换 细节 
Dı, k= 二 1]，…，6. 用 下 面 两 个 因素 解释 我 们 得 到 的 细节 序列 (a) 序 
列 {X, } 的 瞬间 频率 ; (b) 你 选择 的 小 波 的 特性 . 

令 Si, 是 时 间 序 列 X 的 J。 层 光滑 Sj 的 第 1 个 元 素 ， 证 明 


N—i 
EE Sru S$ = E S ll? Re, 
2Y eed : 


HHS) MX OWES, 和 XX 的 样本 均值 (上 式 左面 是 Sj 的 样本 方差 ， 
右面 和 式 (104c) 中 最 后 两 项 是 一 样 的 ). 
如 果 一 个 时 间 序 列 六 的 样本 均值 为 零 ， 那 么 这 个 时 间 序 列 的 离散 小 波 
变换 系数 好 = X 是 否 还 为 零 ? 
验证 式 (59a) 给 出 的 DC4) 小 波 滤波 器 的 平方 增益 函数 是 式 (105b) 给 出 的 
Uk. HP LRA BR: 利用 滤波 器 级 联 的 概念 . 
在 围绕 图 73 的 讨论 中 ， 我 们 说 的 “3dB 降 ” 点 是 对 于 哈 尔 和 D(4) 小 波 标 称 
WH 1/4 | f | <1/2 的 . 证 明 这 个 结论 对 Daubechies 小 波 滤波 器 都 是 
成 立 的 . 
式 (110b) 给 出 的 滤波 器 {uz) 的 相位 函数 为 & f=—axf, AE BR 
性 相位 的 .能 否 通 过 前 移 整数 y 将 这 个 滤波 器 变 成 零 相 位 的 ? 
当 N= 时 平移 因子 yj2 ( 式 (114a)) 等 于 什么 ? 
对 于 哈 尔 小 波 滤波 器 和 D(4) 小 波 滤波 器 ， 结 合 下 面 给 出 的 前 移 因子 ， 绘 
出 {h}) 的 相位 函数 OS? C+) A Ay} BOA PB OS (0 一 2，3，4): 

{hi} {head {haa} (had 

哈 尔 0 1 3 7 
D(4) 2 5 11 23 

(这 些 前 移 因子 使 得 上 述 滤波 器 尽量 接近 于 零 相 位 )， 要 注意 的 是 ， 如 果 
z 二 Xx 十 iy， 那 么 极 坐 标 表示 z= | z | e* 中 的 9 可 以 用 大 多 数 的 计算 机 语 
言 计算 ， 用 反正 切 函 数 以 y/z 作 参 数 ，arctany/z 就 可 以 计算 出 这 个 角 
FO, BEER r hy HAS. 
xt coiflet 小 波 滤波 器 和 尺度 滤波 器 , L=6, 12, 18, 24 和 30， 建 立 一 
个 类 似 表 137a 和 137b 的 表 ， 给 出 边界 系数 的 个 数 ， 


第 5 ie 
BA MARS ie EM 


5.0 引言 


本 章 ， 我 们 描述 称 为 极 大 重 秋 离散 小 波 变 换 (Maximal Overlap Discrete Wavelet 
Transform ，MODWT) 的 离散 小 波 变换 的 一 个 修订 版 本 . 这 个 名 字 来 源 于 有 关 Allan 
方差 的 文献 (参见 8. 6 节 )， 其 中 基于 哈 尔 小 波 滤波 器 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 从 20 
世纪 70 年 代 就 已 经 使 用 了 (文献 正文 一 个 好 的 切入 点 是 Greenhall，1991; 也 可 参见 
Percival and Guttorp，1994)， 本 质 上 与 极 大 重合 离散 小 波 变 换 相同 的 变换 (或 有 一 
些 相 似 的 变换 ) 已 经 在 一 些小 波 文献 中 讨论 过 了 ， 在 这 些 文献 中 其 名 字 为 “ 非 十 进 
制 离散 小 波 变换 ”(Shensa，1992),“ 移 位 不 变 离散 小 波 变换 ”(Beylkin，1992; Lang 
等 ，1995),， “小 波 框架 ”(Unser，1995),“ 平 移 不 变 离散 小 波 变换 ”(Coifman and 
Donoho, 1995; Liang and Parks, 1996; Del Marco and Weiss，1997),“ 平 稳 离散 
小 波 变换 ”(Nason and Silverman, 1995), “时间 不 变 离 散 小 波 变换 ”(Pesquet 等 ， 
1996) ,“ 非 十 进 制 离散 小 波 变换 ”(Bruce and Gao, 1996a). 然而 所 有 这 些 名 字 或 多 
或 少 地 对 变换 缺少 精确 的 描述 ， 我 们 优先 选 “ 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 ”， 主 要 是 因为 
它 导致 了 很 容易 陈述 (“mod WT”) 的 一 个 缩 略 词 且 具有 “离散 小 波 变 换 修改 ”的 内 涵 . 

与 规范 正 交 部 分 离散 小 波 变换 相 比 较 ， 对 于 时 间 序 列 和 的 Jo 层 的 极 大 重合 离散 


小 波 变换 是 产生 维 数 为 N 的 列 向 量 W , Wo = W, 和 Vj, 的 一 个 高 度 元 余 的 非 正 交 
变换 ， 向 量 W, O8 T5 XERE 一 2， 上 的 变化 相关 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 


小 波 系数 ， 而 V) 包含 了 与 尺度 Ay, =2 和 更 高 尺度 上 的 变化 有 关 的 极 大 重奏 离散 小 波 
变换 的 尺度 系数 ， 与 离散 小 波 变换 一 样 ， 极 大 重 得 离散 小 波 变换 是 根据 一 种 计算 上 有 效 
的 塔 型 算法 来 定义 的 ， 区 分 极 大 重合 离散 小 波 变换 与 离散 小 波 变换 有 五 个 重要 的 特点 : 

[1]J。 层 的 部 分 离散 小 波 变换 把 抽样 尺寸 限制 在 2" 的 整数 倍 上 ， 而 Jo 层 的 
极 大 重合 离散 小 波 变换 对 任 一 抽样 尺寸 N 都 有 很 好 的 定义 ， 当 N 是 2 的 整数 倍 
时 ， 部 分 离散 小 波 变 换 可 通过 O(N) 次 乘法 计算 出 来 ， 而 相应 的 极 大 重合 离散 小 
波 变 换 需 要 OCNlog; N) 次 乘法 .因此 ， 对 于 使 用 极 大 重合 离散 小 波 变换 来 说 ， 
有 一 个 计算 的 代价 ， 但 它 计 算 上 的 复杂 性 与 广泛 应 用 的 快速 傅 里 叶 变换 算法 是 相 
同 的 ， 因 此 通常 是 可 以 接受 的 . 
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[2] 极 大 重生 离散 小 波 变换 可 以 用 来 形成 一 个 多 分 辨 分 析 (MRA)， 这 对 离散 
小 波 变 换 来 说 也 是 正确 的 .与 通常 的 离散 小 波 变换 相 比 ， 这 个 多 分 辨 分 析 的 细节 


D; 和 平滑 5S， 是 用 任意 数值 循环 平移 时 间 序 列 ， 并 用 相应 的 数值 循环 平移 每 个 细 
节 和 平滑 部 分 . 

[3] 与 离散 小 波 变换 相 比 ， 极 大 重合 离散 小 波 变 换 的 细节 和 平滑 部 分 是 与 零 
相位 滤波 器 相关 的 ， 因 此 可 以 很 容易 地 列 出 原 时 间 序 列 在 多 分 辨 分 析 中 的 有 意义 
的 特征 . 

[4] 极 大 重合 离散 小 波 变 换 可 用 来 形成 基于 小 波 和 尺度 系数 的 方差 分 析 
(ANOVA)， 这 对 离散 小 波 变 换 也 是 正确 的 ; 与 离散 小 波 变 换 相 比 ， 极 大 重 秋 离 
散 小 波 变换 的 细节 和 平滑 部 分 不 能 用 来 形成 这 样 的 分 析 . 

[5] 虽 然 一 个 时 间 序 列 和 序列 的 一 个 循环 平移 有 不 同 的 基于 离散 小 波 变换 的 
经 验 功率 谱 ( 如 式 (63a) 和 (63b) 中 表述 的 )， 但 相对 应 的 基于 极 大 重 倒 离散 小 波 变 
换 的 谱 是 相同 的 ， 事 实 上 ， 我 们 仅 将 一 个 类 似 平移 应 用 到 原 序列 极 大 重 碍 离散 小 
波 变 换 的 每 个 成 分 W AV, 上 ， 就 能 得 到 一 个 循环 平移 时 间 序 列 的 极 大 重合 离散 
小 波 变换 ; 相反 ， 循 环 序 列 的 离散 小 波 变换 一 般 不 能 通过 原 序 列 离散 小 波 变换 成 
分 W, 和 Vj 的 任何 循环 平移 得 到 . 

我 们 在 5. 1 节 中 说 明了 ， 当 我 们 循环 平移 羡 时 ， 就 能 产生 通常 的 离散 小 波 变换 的 
问题 ， 在 5. 2 节 中 定义 了 基本 的 极 大 重 释 离散 小 波 变换 的 小 波 和 尺度 滤波 器 ， 并 且 用 
这 些 滤波 器 在 5.3 和 5.4 节 启 发 并 证 明了 对 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 的 基本 结果 5.5 
节 我 们 为 有 效 地 计算 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 提出 了 一 种 塔 式 算法 ， 紧 接着 在 5. 6 节 举 
出 了 一 -个 极 大 重生 离散 小 波 变 换 怎 样 处 理 一 个 循环 平移 时 间 序 列 的 简单 例子 .然后 在 
5.7 节 到 5. 10 节 通 过 几 个 例子 说 明了 极 大 重奏 离散 小 波 变换 的 用 处 ， 我 们 以 一 些 实际 
考虑 因素 的 一 个 讨论 (5. 11 节 ) 和 本 章 里 关键 结果 的 总 结 (5. 12 节 ) 来 结束 . 


5.1 循环 平移 对 离散 小 波 变换 的 影响 


我 们 在 极 大 重生 离散 小 波 变换 里 的 兴趣 来 源 于 下 面 这 个 事实 ， 用 离散 小 波 变 
换 对 时 间 序 列 的 分 析 主 要 依赖 于 我 们 在 哪里 “分 组 ”序列 ， 即 把 什么 看 作 是 分 析 的 
起 点 或 起 源 ， 在 前 文中 我 们 已 经 注意 到 离散 小 波 变 换 在 离散 哈 尔 小 波 经 验 功率 谱 
对 这 样 结果 的 灵敏 度 (参见 式 (63a) 和 (63b))， 但 是 这 里 我 们 希望 表示 出 起 点 是 怎 
样 影响 离散 小 波 变换 和 它 相 关 的 多 分 辨 分 析 的 (为 比较 ， 我们 将 回顾 5. 6 节 将 提 
出 的 用 极 大 重 释 离散 小 波 变换 的 例子 ). 
图 161 的 底 行 有 时 间 序 列 XX( 第 一 和 第 三 列 ) 和 用 5 个 单位 循环 平移 序列 的 某 
种 形式 ， 即 TX( 第 二 和 第 四 列 ) 的 完全 相同 的 图 ， 时 间 序 列 有 N=128 个 抽样 尺 
寸 ， 且 在 6 个 值 上 是 由 零 附 近 的 一 个 “脉冲 ”构成 的 : 
ee | 08), t = 40,.",45; 
| 0， t = 0,…,39 和 46,…，,127. 
图 161 的 顶部 五 行 表 示 出 了 X 和 TX 的 J 二 4 层 的 部 分 离散 小 波 变换 (前 两 
列 ) 以 及 相关 的 多 分 辨 分 析 ( 后 两 列 )， 离 散 小 波 变换 都 是 建立 在 LA(8) 小 波 滤波 
器 的 基础 上 的 .离散 小 波 变换 系数 Wi AV, 像 4.8 节 描绘 的 那样 被 绘制 成 图 ， 因 
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图 161 时 间 序 列 XX 及 其 循环 平移 TO XCM J, =4 层 的 LA(8) 离 散 小 波 变 换 (顶部 
五 行 ， 前 面 两 列 ) 和 相应 的 多 分 辨 分 析 ( 后 面 两 列 ). 第 1 和 第 2 列 的 比较 表明 循环 平 
移 一 个 时 间 序 列 能 在 其 离散 小 波 变换 里 产生 实质 变化 ; 同样 ， 第 3 和 第 4 列表 明了 
对 相应 的 多 分 辨 分 析 ， 这 也 是 正确 的 ， 这 个 图 应 该 与 用 极 大 重 准 离散 小 波 变换 替代 
离散 小 波 变 换 的 网 181 进行 比较 


此 ， 它 们 与 基于 LA(8) 滤 波 器 的 相位 特性 的 原 时 间 序 列 是 一 致 的 注意， 因为 
这 些 系 数 是 作为 零 线 的 偏差 而 绘制 成 图 的 ， 故 任何 等 于 零 的 系数 均 以 黑色 线 出 
现 ( 由 于 脉冲 和 离散 小 波 变换 的 局 部 性 质 ， 只 有 几 个 这 样 的 系数 ). SEX AM 
TX 中 任 一 个 的 所 有 离散 小 波 变换 系数 的 平方 和 等 于 上 X|， 但 前 两 列 的 比较 
表明 ， 平 移 脉冲 的 时 间 起 点 已 相当 大 地 改变 了 离散 小 波 变换 .最 后 两 列 的 一 个 
检验 表明 ， 对 多 分 辨 分 析 来 说 ， 结 论 同样 是 正确 的 . 虽然 在 每 种 情况 里 ， 细 节 
和 平滑 部 分 的 总 和 产生 在 底 行 的 时 间 序 列 ， 对 X 和 TX 的 相应 细节 是 完全 不 
同 的 . 

为 了 理解 为 什么 平移 时 间 起 点 能 产生 这 些 不 同 的 离散 小 波 变 换 ， 让 我 们 集中 
HIE XMT X WF mW, 的 元 素 Wi G4, or, 7) GRUP ABE 161 
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图 162 使 用 在 LA(8) 离 散 小 波 变 换 中 产 牛 小 波 系 数 WW,,，j 二 4，…，7 Ora E R ITM 
左 到 右 的 粗 曲线 ) 的 Ja =4 层 的 基 向 其 ， 连 同一 个 “脉冲 ”时 间 序 列 关 (图 项 行 的 细则 
线 ) 和 TT 多 ( 底 行 的 细 有 曲线 )， 图 的 基 间 量 和 时 间 序 列 之 间 的 内 积 产 后 了 图 上 方 标记 的 
小 波 系数 


的 第 二 行 里 的 前 两 个 图 中 表示 出 ， 人 恰恰 是 竖 轴 上 零点 标记 符号 的 右边 )， 这 些 系 
数 是 由 时 间 序 列 与 一 个 向 量 的 内 积 形 成 的 ， 且 这 个 向 量 的 元 素 是 在 离散 小 波 变 换 
和 矩阵 次) 的 行 中 ， 这 四 个 行 向 量 作为 粗 曲 线 在 网 162 的 顶 行 和 底 行 绘制 成 图 ， 连 同 
(作为 细 曲 线 ) 在 顶 行 的 X 和 在 底 行 的 TX 绘制 成 图 ， 如 果 我 们 取 这 个 网 项 行 的 
任 一 个 且 计 算 两 个 绘 出 图 的 向 量 的 内 积 ， 就 得 到 X 的 一 个 系数 W,.,; 以 一 种 类 似 
的 方式 ， 底 行 产 生 TX 的 相应 系数 .对 于 X 或 TX GA j= ER LAG) 4 a 
量 是 取 两 个 加 权 平 均 之 间 的 差分 .第 一 个 平均 跨越 r, = 2 = 8 HR, BE 
量 的 正 的 中 心 波 瓣 的 位 置 所 确定 .第 二 个 平均 包含 第 一 个 平均 之 前 和 之 后 的 点 且 
BPI fh ORB ae. 如果 我 们 考虑 图 162 的 第 一 行 ， 就 可 以 看 到 W 
是 很 大 的 ， 内 为 XX 的 脉冲 被 完全 包含 在 LA(8) 基 向 量 的 中 心 波 瓣 内 ， 然 而 两 个 
负 的 边 波 瓣 覆 盖 了 是 零 的 导 的 那 一 部 分 ; 另 一 方面 Wi, Wis AW, HIF 
零 ， 因 为 脉冲 与 中 心 波 瓣 或 边 波 辩 是 不 -- 致 的 ， 图 162 的 第 二 行 表明 ， 平 移 脉冲 
以 得 到 TsX， 改 变 了 W AW, AER. HF W. 平移 的 脉冲 餐 盖 了 中 心 波 
辩 的 部 分 和 一 个 边 波 辩 的 部 分 ， 因 此 产生 的 系数 比 在 这 种 情况 里 的 更 小 ; 为 
一 方面 ， 对 于 W,。， 平 移 的 脉冲 现在 与 边 波 瓣 中 的 一 个 相 匹 配 ， 产 生 了 一 个 负 
系数 . 
总 之 ， 虽 然 离散 小 波 变换 的 小 波 系数 可 被 解释 为 两 个 加 权 平 均 之 间 的 差分 ， 
但 这 些 平均 产生 的 区 间 被 严格 地 固定 为 一 个 先 验 的 ， 且 内 此 可 能 不 与 时 间 序 列 有 
意思 的 特性 相 一 致 ， 对 时 间 序 列 起 点 上 的 变化 ， 因 此 能 产生 了 十 分 不 同 的 结果 ， 
这 是 由 于 时 间 序 列 与 离散 小 波 变 换 预 先 定 义 的 平均 区 间 并 列 . 和 我 们 将 要 看 到 的 
一 样 ， 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 是 脱离 对 起 点 选择 有 利 的 结果 的 一 种 尝试 ， 它 本 质 
上 是 通过 包含 所 有 可 能 的 平均 区 间 的 设置 得 到 的 . 
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52 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 小 波 和 尺度 滤波 器 
为 了 很 容易 地 将 离散 小 波 变换 和 极 大 重合 离散 小 波 变换 联系 起 来 ,我们 在 下 
面 两 节 里 将 系统 地 阐述 后 者 ， 通 过 h 夺 hh,/V?2 定 义 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 小 波 
滤波 器 {h,} 和 通过 &g, 夺 gi/V2 定 义 极 大 重症 离 散 小 波 变换 的 尺度 滤波 器 {8} 是 很 
方便 的 ， 因 为 {h,} 仅 是 小 波 滤波 器 的 一 个 简单 改变 尺度 的 形式 ， 故 很 容易 地 从 
式 (69a) 、(69b) 和 (69c) 得 出 ， 对 所 有 非 零 整数 n, 
>, he = 0, 5) i? =+ 和 > hi Rim = 0. (163a) 
WEA AC) AA C+) 分 别 表示 对 于 {及 }) 的 传递 函数 和 平方 增益 函数 ， 我 们 有 
H(A)=H( 有 /V2 和 (有 二 HC(f)/2， 因 此 由 式 (69d) 导 出 关系 式 
A N+A(f+>)=1 对 所 有 的 Sf 成 立 . (163b) 
类 似 地 ， 对 极 大 重 香 离散 小 波 变换 尺度 滤波 器 ， 从 练习 [76b] 得 出 ， 对 所 有 的 非 
零 整数 Ns 
Saal > 如 一 了 和 D ënn = 0. 
而 由 练习 [77] 得 到 ， 对 所 有 的 整数 n, 
3 Bi fives = 0. 
如 果 令 G(.) 和 5 (+) 分 别 表 示 对 {8,} 的 传递 函数 和 平方 增益 函数 ， 我 们 有 G(/) = 
GCAA2 和 98(f)=9(f)/2， 因 此 式 (76b) 告 诉 我 们 
94D+9(f+ 二 )=1 和 941+ 内 (f) 一 1 HMA SRN. 
(163c) 
还 注意 到 ， 式 (75al) 和 (75b) 的 正 交 镜像 关系 对 极 大 重 香 离散 小 波 变换 滤波 器 也 是 
有 效 的 : 


B= (-)D hoa, 和 hi = (—1)' Bi. (163d) 
用 上 述 结果 ， 我 们 可 以 将 式 (70b) 和 (77a) 再 表示 为 
了 .一 1 =. L—1 

W, 一 b> AX ¢tmoan 和 一 ph £1X imodN » (163e) 
{1:=0 1~-0 


/二 0，…，N 一 1， 因 此 ， 序 列 {W,,,)} 和 {Vi.,} 是 分 别 用 极 大 重 谷 离散 小 波 变换 的 
小 波 和 尺度 滤波 器 循环 滤波 {X, } 得 到 的 . (在 下 一 节 里 我 们 将 会 看 到 ， 这 两 个 序 
列 事实 上 构成 了 刀 =1 层 的 极 大 重重 离散 小 波 变换 , ) 
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5.3 极 大 重合 离 散 小 波 变换 的 基本 概念 


阐述 极 大 重奏 离散 小 波 变换 的 动机 在 本 质 上 是 定义 一 个 作用 尽 可 能 与 离散 小 
波 变换 一 样 的 变换 ， 但 不 会 遭受 离散 小 波 变换 对 时 间 序 列 的 起 点 选择 的 灵敏 性 . 
这 种 灵敏 性 完全 是 由 于 在 塔 式 算法 的 每 一 层 上 由 小 波 和 尺度 滤波 器 下 抽样 ( 子 抽 
样 ) 输 出 的 结果 . 为 得 到 对 起 点 非 灵 敏 的 能 力 ， 我 们 需要 在 保存 实施 方差 分 析 和 
多 分 辩 分 析 的 能 力 时 ， 消 除 这 种 下 抽样 . 

作为 这 个 方面 的 第 一 步 ， 注 意 ， 通 常 在 离散 小 波 变 换 塔 式 算法 的 第 一 步 里 被 
丢弃 的 滤波 输出 ， 可 通过 将 离散 小 波 变换 塔 式 算法 应 用 到 循环 平移 向 量 T 了 X 而 不 
是 来 得 到 ， 这 暗示 了 ， 当 N 是 偶 抽 样 尺寸 时 (事实 上 我 们 在 以 后 会 消除 的 一 个 
假设 )， 为 极 大 重生 离散 小 波 变 换 定义 塔 式 算法 的 第 一 步 的 下 列 程序 ， 想 法 是 将 
通常 离散 小 波 变 换 塔 式 算法 应 用 两 次 ， 一 次 对 X， 一 次 对 TX， 此 后 将 两 组 离散 
小 波 变 换 系 数 合并 在 一 起 ， 第 一 次 应 用 产生 通常 的 离散 小 波 变换 ， 即 


"Jax [i] 


其 中 (因为 W, = B,， 要 求 式 (81b)) 
hı ho 0 0 0 =P, 0 0 0 0 0 h: b 


h h h h 0 = 0 0 0 0 0 0 0 
Bati S T Fo oa Taye a GR: a O O e sas 

0 0 0 0 0 = 0 h he h ho 0 0 

0 0 0 0 O … 0 0 O hs he hy, Aol 


并 且 A 与 将 上 式 用 g, 代 替 每 个 h, 有 相同 的 结构 (在 这 一 章 里 ， 表 示 不 同和 矩阵 的 
EEM, 我们 清晰 地 特殊 化 了 工 二 4 和 N> 工 ， 但 我 们 的 数学 叙述 对 一 般 情 况 都 
是 有 效 的 )， 考 虚 到 式 (70c) 和 (77b)， 我们 可 以 将 W MV 的 元 素 表示 为 

W = a" Wi W.. EY iki Wii 1 ik 
和 

Vi 一 [ae Via ada Via FY ida Vina 1% 
BW, FLV, 包含 所 有 长 度 为 N 的 序列 {242 玖 和 {202Vi。) 的 奇 指标 元 素 ， 其 分 
别 是 用 小 波 滤波 器 {h,} 和 尺度 滤波 器 {8g} 循环 卷 积 时 间 序 列 关 形成 的 . 第 二 个 
应 用 是 由 循环 平移 向 量 T 了 X 代替 X 得 到 


|- D Tx 
Lee 


来 构成 的 ， 等 价 地 ， 如 果 我 们 定义 


-BT 好 7 ， 
Pra = Pi T = [4 ]7 =la [al 


RACE RM KER 
我 们 可 以 写成 
Wia 

其 中 
hè 0 0 0 0 0 0 0 0 h; 
Ah h h 0 0 0 0 0 0 0 

E be Bok Se a ee 

| 0 0 0 0 0 hz h; h; ho 0 
lo 0 0 0 0 OO Se. Be T 


且 .A;.; 有 相似 的 结构 而 用 gi! 代替 每 个 hı. 


此 ，W+; ,的 元 素 是 由 


W 7 ， = ce. Wo Pi bale W.. ,2 Win- ]' 
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0 0 
he 0 


比较 B AB, MAA. AA BX 
ERTE 2 W. SOA, BX 必须 形成 偶 指 标的 值 ， 因 


给 出 的 ， 并 且 通 过 一 个 类 似 的 论断 ，V;,, 的 元 素 是 由 
Yai — Fe ake Vio. 2" Voa 2 Ws 


给 出 的 ， 下 面 ， 我 们 定义 


~ ag ~ ~ — T 
Wi = [Wo Wai Wi 和 Win-i ] 


和 


v -FT7 17 Ty 17 T 
yV, = [Vi,o Vii Vi. stt Vin- | ; 


HW, 是 由 改变 尺度 的 W, BIW, ,的 交叉 元 素 形成 的 ， 且 V; 是 以 一 种 类 似 的 方式 
由 V 和 V, ,构造 .注意 W， AV: 的 元 素 确 切 的 就 是 通过 用 极 大 重奏 离散 小 波 变 
换 滤波 器 {所} 和 {&,) 得 到 的 滤波 器 输出 {Wi.,} 和 {Vi.,) 一 一 见 式 (163e)， 让 我 们 


ELB, 是 由 交叉 Br. AB, 的 行 用 有 代替 每 个 ,的 NXN 和 矩阵; 即 


ho 0 0 

hi: Be (0 

hi ky he 
Beli : : 

0 0 

0 

0 0 0 


然后 我 们 有 W = BX. HA 有 一 个 类 似 的 定义 ， 


FL 


以 用 


0 
0 
0 


0 


0 
0 


0 
0 


h; 


0 


0 
0 
0 
h: 
hs 
0 


|x= Px P, 


0 h h 
0 0 A; 
0 0 0 
hi ho 0 
hz hy ho 
hz hp hy 


~ 


(165a) 


ho 


RAV, = AX. 最 后 ， 可 


(165b) 
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表示 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 塔 式 算法 的 第 一 步 . 
AAP! Pı=1is MT’ T= 二 1s， 由 此 得 到 
Pe. Pr. = T: Pi Pi F = Iys 
Ixi = weve 和 IX = tw, ?+ iv I. 
由 于 
w: lè + Iw, P = 21W 和 Av v,a = 21V e, 
由 此 得 到 
| 时 = [W 1? + ivi, 


Ac |W, |? AV, | 分解 |Xi*， 这 是 需要 用 极 大 重 释 离 散 小 波 变换 定义 一 个 方差 


分 析 的 基本 结果 . 
内 为 我 们 有 
T T TW T T T +l 
x= [BA], | 和 X= Ba Ay |; 


我 们 还 可 以 通过 平均 上 式 两 个 右边 项 来 复原 X: 
] t tal ] T T [W 
x= its anly f+ p08 Abs Ty | 


T.l 


(BW, + A; V; + Br Wr. 十 Ap Wia ). 


= 


1 
2 
练习 [166] 证 明 
3 (BIW, + Bt ,Wr )= BIW, 
和 
nen 


FAV +A, Y= A; V. i 


由 上 式 ， 我 们 可 以 写成 
X=BW,+AlV,=D+S,, 

fond, =W, BH-ERABBAY, WS SANV 是 相应 的 平滑 ， 上 面 的 公 
式 是 需要 用 极 大 重 伍 离散 小 波 变换 定义 J 一 1 层 的 多 分 辩 分 析 的 基本 结果 . 〈 练 
习 [5. 1 钻研 了 五 AS, 的 一 个 有 趣 的 解释 ， 事实 上 ， 我 们 可 以 通过 平均 P, 和 
TD, XAD, HED, ATD, HEX ATX 的 第 一 层 离散 小 波 变换 细节 ， 
一 个 类 似 的 论断 对 5, 也 是 有 效 的 . ) 

重要 的 是 ， 尽 管 我 们 对 通常 的 离散 小 波 变 换 有 关系 式 |W, |= |p| > BE 


如 下 面 练习 中 指出 的 那样 ， 一 般 在 上 Wi 上? 和 号 | 之 间 没 有 等 式 . 
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练习 [L167a] WEBA 
ID = SWF +W BB; Ww,.,). a 
因此 ， 尽 管 我 们 可 用 通常 的 离散 小 波 变换 作为 | ,17N RIDIN 在 尺度 
n 上 定义 离散 小 波 经 验 功 率 谱 ， 但 当 处 理 极 大 重 番 离散 小 波 变换 时 ， 我 们 仅 能 用 
IW Z/N. (练习 [5.7] 表 明 ， BSE LID 志 上 |W 但 这 个 练习 最 好 是 在 学 习 了 
5. 4 节 后 再 解决 . ) 

上 面 极 大 重 释 离散 小 波 变换 塔 式 算法 的 推导 假设 N 是 偶数 ， 因 此 可 将 通常 
的 离散 小 波 变 换 塔 式 算法 应 用 到 X 和 TX， 下 面 的 练习 说 明 这 个 算法 的 第 一 步 事 
实 上 对 所 有 的 N 都 是 有 效 的 . 

练习 [167b] 对 任意 的 抽样 尺寸 NL, 假设 B, 是 像 式 (165a) 那 样 定义 的 ， 
HOR Lb le, RAR A EE LA. LW, AV, 是 由 式 (165b) 定 义 的 .证明 

X=B'W,+A'v, 和 |x|? = IW i+ V Ne. 
提示 : iif AA BY B,+A; Å = Iy. q 
事实 上 ， 和 5.4 节 的 讨论 中 所 表明 的 一 样 ， 限 制 NSL 可 以 放宽 些 . 


Pen T ES f 一 
用 式 (165b) 所 定义 的 五, ， 我 们 可 用 X= ra 图 = Pp} nave x= 
1 IV, V, 


BW, + AIV, 进而 因为 | | = x, A wat EE ot NAT X 一 


PIP X, HEP 可 以 认为 是 极 大 重奏 离散 小 波 变换 万 , HH. ANP, 是 一 个 
2N XN 矩阵， 事实 上 有 无 限 种 方法 从 其 极 大 重 释 离 散 小 波 变换 系数 W， 和 VY, 里 
SEX, WP? RAE P 的 唯一 的 道 ; 然而 ， 练 习 [5. 2] 将 证 明 万 ; 事实 上 是 P, 
的 (唯一 的 )Moore-Penrose 广义 逆 . 

对 于 离散 小 波 变 换 ， 我 们 在 4.4 节 中 讨论 了 细节 D, 可 以 用 W, 的 上 抽样 形式 
通过 互相 关 的 周期 化 滤波 器 {有 ) 构 造 出 来 ， 这 里 ， 我 们 证 明 极 大 重 伙 离散 小 波 变 
换 细 节 五 , 可 以 根据 一 个 包含 X 和 一 个 零 相位 滤波 器 的 滤波 运算 来 解释 ， 令 万 ,， 


BD, HELTE, ERD =B! w, 得 到 


ho hi h h 0 = 0 0 0 OJI Wa 
oh h hi ~ 0 o o ojig 
D, = 0 0 0 0 hy ik, he ka|) "OOR 
i, 0 0 0 0 0 hy hy hy la, 
h, h 0 0 0 0 0 ho h 1,N-? 
ki, ky E 0 0 0 0 h LW on 
由 此 我 们 有 


L-1 N71 ine 
Dia = >” hi Wicstmin = a hiW i.t- irmoan » t = 0,1l, N— l, 
f=0 {=0 
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Fie thes 1 二 0，…:，N 一 1} 是 {h,: /二 0，…， L1 N 为 周期 进行 周期 化 所 得 
的 ， 因 此 ， 细 节 序 列 可 以 通过 {六} 用 循环 互相 关 {W., } 得 到 (参见 式 (37c))， 因 为 
H+) FE (A ) 的 传递 画 数 ， 一 个 等 价 的 论断 是 细节 序列 可 以 用 离散 傅 里 叶 变换 是 


(Ho (E): k50, …，N 一 1 的 一 个 滤波 器 循环 滤波 { 砚 ,,} 来 得 到 ， 因 为 


(Wi. 是 用 {局 } 滤 波 {X,} 形 成 的 ， 故 细节 序列 可 等 价 地 用 离散 传 里 叶 变 换 是 

(H (总 ) 的 滤波 器 卷 积 { 好 } 得 到 一 个 合成 滤波 器 来 滤波 { 尼 } 形 成 ， 现 在 合成 循 

环 尖 波 器 的 离散 全 里 叶 变 换 是 由 单个 小 波 器 离 攻 介 里 叶 变 换 的 积 给 出 的 ， 由 此 得 到 
Ae (总 ) 末 (六 )= |Ai($) = 8(#). 

Pa A C+) 是 实 值 的 且 是 非 负 的 ， A a 其 相位 函数 是 零 ( 如 果 我 们 像 

/=0 这 样 定义 它 ， 这 里 万 (0) 一 0)， 这 就 建立 了 重要 的 结果 ， 5D 相关 的 合成 滤波 器 

有 零 相位 ， 用 类 似 的 论断 ，S, 可 用 离散 传 里 叶 变 换 是 |G" (Å) | 的 滤波 器 滤波 


(Vi, } 来 表示 ， 这 里 G(*) 是 {8 ) 的 传递 函数 ， 我 们 将 应 用 到 X 以 得 到 S, 的 合成 滤波 器 
有 一 个 由 GF =| GOP) |? 定义 的 零 相位 传递 函数 的 抽样 所 组 成 的 离散 傅 里 叶 变换 . 
5. 3 节 的 关键 结论 与 定义 

作为 总 结 ，N 维 向 量 W, 包含 了 j 二 1 层 的 极 大 重叠 离 散 小 波 变换 小 波 系数 . 
W, 的 第 1 个 元 素 是 WW,,，1= 二 0，1，…，N 一 1， 且 是 用 极 大 重 又 离散 小 波 变 换 小 
波 滤波 器 {三 h,/V2) 循 环 滤 波 时 间 序 列 {X,} 形 成 的 (参见 式 (163e)); 等 价 地 ， 
我 们 可 以 认为 {W,,,) 是 用 滤波 器 {有 ) 循 环 滤波 {X,} 的 结果 ,其 中 { 甩 ) 是 {hi} 以 N 
为 周期 进行 周期 化 的 结果 ， 同 样 地 ， 极 大 重合 离散 小 波 变 换 尺度 系数 V， 是 用 极 
大 重合 离散 小 波 变换 尺度 滤波 器 {&, 二 g,/V2) 滤 波 {X,) 得 到 的 ; 等 价 地 ， 我 们 可 
以 认为 {Vi, ) 是 用 {名 ) 滤 波 {X,} 的 结果 ,其 中 {8?) 是 {8,} 周 期 化 的 形式 .NXN 
矩阵 B ,的 每 一 行 都 包含 了 周期 化 的 滤波 器 {hi}， 行 间 的 差别 由 循环 平移 给 出 同 
Pel. A, 的 行 元 素 是 周期 化 的 滤波 器 {8?}.， 有 了 这 些 定义 ,我们 就 有 

Ixi = Iwe 和 X= B Ww +A V SED H, 

它们 分 别 根据 第 1 BRA AACR D 和 第 1 ARAB ARBRE 
KENS, 产生 一 个 能 量 分 解 和 一 个 加 性 分 解 ， D 的 元 素 是 用 传递 函数 是 吾 "(*) 的 
滤波 器 滤波 W, KB, FAC) 是 { 语 } 的 传递 函数 万 (*) SESE, 同样 
wh, S, 的 元 素 是 用 传递 函数 是 G….) 的 滤波 器 滤波 V, 的 结果 ， 而 G"(*) 是 (g) 
的 传递 函数 的 复 共 罗 ， 借 助 极 大 重 释 离 散 小 波 变 换 系数 ， 描 绘 X 的 分 析 和 综合 
的 流程 图 在 图 169 中 表示 . 
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图 169 ”描述 X 到 第 一 层 极 大 重 全 离散 小 波 变换 的 小 波 和 尺度 系数 W， 和 V, 的 分 析 流 程 图 ， 紧 
接着 就 是 由 WW， AV, 对 的 综合 的 流程 图 


5.4 第 j 层 极 大 重 琶 离散 小 波 变换 系数 的 定义 
对 任意 的 抽样 尺寸 N， 我 们 现在 定义 第 j 层 极 大 重 秋 离 散 小 波 变换 小 波 和 尺 
度 系 数 为 N 维 向 量 W, 和 V, ， 其 元 素 分 别 是 


W, = 5 BaN cinah 和 = 3 & 1X t-1mosn + (169a) 
l= 6 iO 
t=0, gicik N—l1, 其 中 hj; =h; / 2)? ME; =E E82. 滤波 器 (hj) 和 1{8;,} 被 称 
为 是 第 | 层 极 大 重 普 离散 小 波 变 换 小 波 和 尺度 滤波 器 注意， 因为 {hj.,}) 和 
{gj SA RE 
L, = (2 —1)(L—1) +1 
(参见 练习 [96]) PLACA, Ag A ERE. Ah A gE 
AE (=H ANZAM P)=GC(P)/V24 A, BCA BA HB dh sk (96b) A 
(97) 中 看 到 ，{h;,,} 和 {8;.) 的 传递 函数 分 别 是 由 


H,(f) = R2- p TT Gf) 和 G6. p= [G2 (169b) 
l=0 {=0 
给 出 ， 对 于 j=1， 由 上 面 的 定义 推出 L 三 L MG (=G; 我 们 还 取 


Hi(f) = H(f), hv=h 和 fu =H. 
现在 我 们 前 面 有 两 个 任务 ， 第 一 ， 给 定 任意 整数 I. >) 和 任意 抽样 尺寸 N， 
我 们 需要 证 明 ， 对 于 极 大 重合 离散 小 波 变 换 ， 我 们 的 定义 产生 能 量 分 解 


Jo _ _ 
Ix? = Sow? + IVs, WP? (169c) 
jel 
和 加 性 分 解 
Jo 
x=) D,+5S,, (169d) 
j=l 


其 中 五 MS), 以 一 种 已 经 定义 的 方式 分 别 通过 Wi, 和 Vj, 依赖 于 X， 注 意 上 面 的 结 
果 与 4.7 节 对 离散 小 波 变 换 得 出 的 结论 是 类 似 的 (参见 式 (104b) 和 (104a))， 第 
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二 ， 我 们 需要 完成 对 极 大 重 公 离散 小 波 变换 的 塔 式 算法 的 描述 ， 这 在 上 节 里 仅 对 
第 一 层 描 述 了 ， 第 一 个 任务 是 本 节 剩 下 部 分 的 主题 而 下 节 (5.5) 将 致力 于 极 大 
重 状 离 散 小 波 变换 塔 式 算法 的 详 述 . 

为 了 建立 式 (169c), S (ha) M {g} (hia) F {g AN 为 周期 进行 周期 
化 后 得 到 的 滤波 器 (参见 2.5 节 )， {局 ,} 和 {本 ,) 的 离散 传 里 叶 变换 因此 分 别 由 
(m ($) aG ($) Am. BDA (Au) 循环 滤波 {X,) 与 用 A) 滤波 是 等 
价 的 ， 故 我 们 可 以 将 式 (169a) 重 新 表示 为 


N-1 


W, = a h° te Dp —{modN AV,., = =A E`. X: —imodN 9 (170a) 


=, N1. RY, SEX, ) 的 离散 傅 里 叶 变 换 ， 我 们 有 


~ 
|! 
© 


A 和 (Vo (G(x) %| (170b) 
(参见 式 (37a) 和 (37b))， 帕 塞 瓦 尔 定理 ( 式 (36h) ) 现 在 告诉 我 们 
A (E) ixr a iva Ls (6, (æ 


(170c) 


15 


k=0 


Iw, |? = 


转 而 产生 
A)| +E) 


w+ VF = ND (| ( 
piiraa 


6,(#)|"= |a A ale) 


i,(4) 


(170d) 


其 中 我 们 已 经 用 了 对 于 所 有 的 f AAC N+G P=] 的 事实 ( 即 式 (163c)). 
现在 ， 我 们 应 用 (170c) 有 


~ k £ = 2 
We +P = SHEA a Goe 
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因为 上 式 对 7 全 2 均 成 立 ， 故 通过 归纳 法 的 证 明 表 明 ， 对 任 一 J, 22 也 有 
2 IW, 1? + IV, N. 


如 果 我 们 能 够 证 明 [X = [W ° + 1V, 上， 则 式 (169c) 的 能 量 分 解 现在 就 能 确 
立 ; 事实 上 ， 练 习 [167bj] 表 明 当 N 三 L 时 ， 这 是 正确 的 ， 但 这 个 限制 在 下 面 的 练 
习 中 被 去 掉 了 . 
练习 [171a] 用 一 个 与 产生 (170e) 平 行 的 论断 证 明 
|x? = 1w: + IV l. < 
我 们 可 用 式 (169c) 的 能 量 分 解 来 提供 基于 下 述 X PR Da EAE E 
散 小 波 变换 ， 因 为 到 二 讽 1X|* 一 X*( 如 式 (48b) 中 所 表述 的 )， 由 此 得 到 


IV, | = 


Ja 
~ ] ~pe lig y 
ak = OWE +R (171a) 


(上 式 十 分 接近 式 (104c) 表 述 的 基于 离散 小 波 变换 的 方差 分 析 )， 下 面 的 练习 证 明 
了 上 式 最 后 两 项 可 认为 是 V) 的 抽样 方差. 
练习 [171b] WERV, 的 抽样 均值 等 于 X, EEV, 的 抽样 方差 由 直上 Vy, 一 
X’ 给 出 . < 
作为 准备 建立 基于 式 (169d) 多 分 辨 分 析 的 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 时 ， 我 们 首 
先 需要 定义 依 , 和 也 .为 这 样 做 ， 先 注意 ， 用 矩阵 的 记号 ， 我 们 可 以 用 
W,= WX 和 V,=V,X 
KAI X BW, 的 和 从 BV, 的 变换 ， 其 中 NXN EW, 的 每 一 行 都 具有 
由 {7°,) 指 定 的 值 ， 而 ,具有 由 {8 名,) 指 定 的 值 ， 即 鉴于 式 (170a)， 我 们 一 定 有 


~ 一 


(171b) 


7° 7° 7° 7° o ° 
h 500 hyn h j.n-2 hjwn-s hj,s hija hj. 
7° 7° ro 7° 7° 7° Yo 
hja hj,o hyn ] hj,n-2 ia hie hj,s hj. 
79 70 ro 7° 7° 7° 7° 
~ h;,.2 hj. h 5.0 hj.N= ERY: hj.s hj. h, 3 
W, — ’ (171c) 
. . 
: 
7° Yo 7° ro 70 7o To 
h; N- hj,N-3 hyn hj,Nn-s hj. h 5,0 hj,n-i 
7° 7°? 7° Yo 7° 7o 7o 
hyn hj.n-2 hj,N-3 hjn- hj.2 hja hj,0 


mV, SEPA ESR AA {E ARE Aj ERR. 


与 式 (95c) 类 似 ， 要 求 的 定义 是 


D, = Wi W, 和 3 = DIV,. 


wW 
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有 了 这 些 定义 ， 现 在 我 们 能 如 下 证 明 式 (169d) 的 多 分 辨 分 析 . 

YEW) AV) 的 行 的 样子 (参见 式 (171c)) ， 我 们 可 以 将 五 MS, 的 元 素 表 示 为 
;=0，…，N 一 1， 用 与 5. 3 WERYD, 的 元 素 是 零 相 位 滤波 器 输出 的 一 个 类 似 
沦 断 ， 我 们 知道 { 元 , EMA EEE |A (入 ) | 的 滤波 器 循环 滤波 
(WMR 同样 地 ，{ 态 ,, } 是 由 离散 传 里 叶 变换 是 | F ( 55) | 的 滤波 器 {所 ,) 特 
环 滤波 {X,} 得 到 的 ， 令 { ,} 再 一 次 表示 {X,} 的 离散 仿 里 叶 变换 ， 由 此 得 到 


dh (AL (H)%)= A (E) as (172a) 
同样 地 ， 我 们 有 
(So | (E| x}. (172b) 
[AW (a, }<> (A, } l(b, } +> {By} HEH (a, +b, {A+ Be} (一 个 简单 的 练习 1) ， 我 
们 有 
(Dut Sud{(] H(A) +16, (S)] Jarl. 


LAE 


式 (170d) 表 明 当 j>2 mA ($) 


(Dyu + Ca 和 (x) xs 


~ 


然而 ， 等 式 (172b) 表 明 也 有 1 Su) eG (E) x) AKN R 


— EB S-14 = Dirt Sins 这 就 建立 了 对 所 有 的 7 全 2， 
Si = D +S, (172c) 
一 个 简单 的 归纳 论证 表明 对 任意 的 j 2 有 
Jo 
Si = > D, + Š. 
如 果 我 们 能 证 明 X= S, 十 五 , ， 式 (169d) 的 多 分 辩 分 析 现 在 就 建立 了 ; 虽然 练习 
[167b] 表 明 当 NƏL 时， 这 是 成 立 的 ， 但 在 下 面 的 练习 中 仍然 可 以 消除 这 个 


限制 
练习 [172] 用 一 个 与 导出 式 (172c) 平 行 的 论断 证 明 


X=85,4+D,. 本 
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5. 4 节 的 关键 结论 与 定义 
对 任意 的 抽样 尺寸 N， 极 大 重 到 离散 小 波 变 换 小 波 和 尺度 系数 分 别 定义 为 


L.-} 
J 


L=1 
~ 了 ow 
W; = >. hji X simodN 和 Vja = >: BitX 1—tmodN ’ 
(=~ 0 fwd 


t=0, =+, N—1, XP {hji L=0, +, Li-lL} Al Bjas C=O, +, L,—1} 4H 
是 第 j 层 极 大 重 琶 离散 小 波 变换 小 波 和 尺度 滤波 器 ， 且 它们 是 通过 hy. =h 
ANS). = 65.0 V 根据 第 ) 层 小 波 和 尺度 滤波 器 {hj.,} 和 (g.,}) 来 定义 的 (这 里 和 以 前 
一 样 L,=(2’-1)(L-1)+1). 用 和 矩阵 的 记号 ， 我 们 能 将 上 式 表 示 为 


其 中 W, WHIEH ho) TEE BIR (AAN 为 周期 进行 周期 化 ) ， 而 V， 
的 行 包含 {8 ) 的 循环 平移 形式 ， 对 于 第 j 层 极 大 重 和 离散 小 波 变 换 小 波 和 尺度 
滤波 器 ， 其 传递 函数 分 别 为 


~ 1-2 ias 
H,(f) =H f) [] Gf) 
=o 
= Men, 


Bt ALC) AIG CO Æ (Ai) = bh, VE) M Be} = (gZ OE BK. ELV =X 
我 们 对 7 一 1，2，…， 有 


Iw, i + vl = IVl, 


这 导出 了 对 任意 Jo 21 AY BB A H AE R HI ak Be RE M 4) f 
Jo = _ 
Ix? = 2 Iw, i? + Iv, I. 


第 j 层 极 大 重合 离 散 小 波 变换 细节 和 平滑 分 别 被 定义 为 D; 三 WW) w, 和 ,三 DT V,, 
对 任意 的 J, 宇 1， 借 助 于 它 ， 我 们 表示 极 大 重 肥 离散 小 波 变换 加 性 分 解 


Jo 
X= >》 0,+5S,,. 
j=l 
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5. 4 节 的 评论 与 扩展 | 
C1 Jam SARE RS T N 是 2 的 宕 ， 时 间 序 列 X 的 离散 小 波 变换 就 能 因为 关系 式 


W, HOW, varon MRK BR BU EK. 对 任意 x， 循环 平移 序列 
TX 的 离散 小 波 变换 能 从 极 大 重合 离散 小 波 变换 里 提取 出 来 也 是 正确 的 . Liang and 
Parks(1996) 定 义 规范 正 交 的 “平移 不 变 " 离 散 小 波 变 换 时 (类 似 概 念 由 Del Marco 和 
Weiss 讨论 ，1997)， 用 了 这 个 事实 . 他们 考虑 了 T™X(m 二 0,，…*，N 一 1) 的 离散 小 波 
变换 ， 并 且 选 取 了 某 些 能 量 最 大 化 ， 这 个 过 程 用 尽 可 能 少 的 系数 ， 集 中 到 离散 小 波 变 
换 能 量 的 一 大 部 分 的 意义 上 ,产生 了 最 能 匹配 X 的 平移 离散 小 波 变换 .这 个 变换 实质 
上 对 循环 平移 是 不 灵敏 的 ， 因 为 它 考 虑 了 的 所 有 可 能 循环 平移 ， 且 因此 ， 如 果 我 们 
用 任意 的 TOX 代替 X 作为 我 们 的 原 时 间 序 列 ， 就 能 产生 相同 的 结果 . 

因为 离散 小 波 变换 需要 ON) 次 乘法 ， 所 以 使 用 没有 理性 的 强制 方法 计算 所 
有 NN 的 离散 小 波 变换 ， 以 得 到 平移 不 变 离 散 小 波 变换 就 需要 计算 ON) KR 
法 ,但 Liang 和 Parks 指出 极 大 重 各 离散 小 波 变换 仅 用 O(Nlog; N) 次 乘法 就 能 
计算 出 所 有 需要 的 系数 . 此 简化 的 基本 原因 是 对 TX 特定 集 进行 离散 小 波 变换 ， 
在 特定 尺度 上 有 相同 的 系数 . 例如 T"*X(m=0, 2, =, N-2)M T"X(m = 
1]，3，…，N 一 1) 有 着 相同 的 7 二 1 的 系数 ; T*X(m=0, 4, +, NHA T"X 
(m=1, 5, *, N—3, m=2, 6, *, N—2 Ñ m=3, 7, =, N—1)—- A+A 
同 的 7 二 2 的 系数 ; 等 等 . 

[2] 在 4.6 节 中 ， 我 们 讨论 过 将 离散 小 波 变换 尺度 系数 {Vj.,) 与 尺度 4; 二 2’ 
联系 起 来 是 合理 的 ， 因 为 尺度 滤波 器 {g&;.,) 的 自 相 关 宽 度 总 是 等 于 4,: 


gja 
(这 是 起 (103))， 因 为 8 ,sg /202 ， 很 容易 可 以 看 到 也 有 width, (g) =i KX 
因子 1722 在 上 面 的 比率 中 消 掉 了 .因此 我 们 宣称 极 大 重要 离散 小 波 变换 尺度 系数 
{Y, ,} 是 与 尺度 为 上 的 平均 相关 的 ， 且 用 与 离散 小 波 变换 例子 中 一 样 的 原因 ， 极 大 
重 释 离散 小 波 变换 小 波 系 数 { 碌 ,,} 是 与 尺度 zc 三 2-' 上 的 平均 的 变化 相关 的 ， 


5.5 极 大 重 笃 离散 小 波 变 换 的 塔 式 算法 


这 里 我 们 描述 一 种 基于 j 一 1 层 的 尺度 系数 V ,计算 第 地层 极 大 重 亚 离散 小 
波 变 换 小 波 和 尺度 系数 WH, AV, 的 有 效 算 法 (这 一 算法 的 伪 代 码 在 评论 和 扩展 的 
[1] 中 给 出 )， 这 一 算法 的 关键 是 注意 用 来 计算 j 一 1 层 和 j 层 系数 的 滤波 器 之 间 


的 关系 ， 式 (170a) 表 明 W,、V， 和 V,- ,的 元 素 是 分 别 用 周期 化 的 滤波 器 (Ai) > 
(RALE IRIRI {X, } 得 到 的 .这 些 滤波 器 的 离散 傅 里 叶 变 换 分 别 是 
~¢ke\) (ask “= fR 、 ph 86S 
[ 囊 ( 衣 ))、(G,( 襄 )) 和 {Gs-,( 计 ))， 式 (169b) 的 一 个 应 用 告诉 我 们 这 些 离散 
伟 里 叶 变 换 的 前 两 个 可 以 借助 于 第 三 个 离散 健 里 叶 变 换 和 基本 的 小 波 和 尺度 滤波 
器 (所 ) 和 {8g,) 的 传递 函数 H(*) 和 G(*) 用 下 面 的 方式 表示 出 来 : 
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G(2)-"-4) | — P; — | (2-14) | 


V j-i +— Vy 


N / 
| Hef] 一 W; -一 | Hi (21%) 


图 175 WIV ,到 内 MV, 的 分 析 ， 接 着 是 从 内 AV, FIV, ORB 


[7 k a a k F foim k ~ k -6 k ~ foj- k 

Hi(N)= Cm(N ECON) 和 G(N)= lN E(N) 

现在 ， 上 面 等 式 的 右边 描述 了 由 两 个 循环 滤波 器 组 成 的 滤波 器 级 联 ， 第 一 
滤波 器 一 当 被 运用 到 和 时 一 一 作为 输出 产生 V _ ,， 如 果 我 们 将 这 个 输出 应 用 到 第 
一 个 循环 滤波 器 ， 即 离散 傅 里 时 变换 是 | 玉 (2 一方 )} 和 |G(2 Ñ) } 的 滤波 器 ， 
我 们 就 能 作为 输出 得 到 W, 和 吧 ， 因 此 ， 通 过 用 | 互 (2 六 )} 和 |G(2… 方 ) 拉 
述 的 循环 滤波 器 滤波 VW 就 能 得 到 W,， 和 V,. 

为 了 精确 地 看 到 这 两 个 滤波 器 采取 什么 样 的 形式 ， 回 忆 练习 [91] 的 结果 :， 如 
果 宽 度 为 工 的 滤波 器 (hp: !=0，…, L-l) AE BAMA), 那么 宽度 为 
2 一 ( 工 一 1) 十 1， 脉 冲 响 应 序列 为 

ho ,0，…0， hı 10510, vhs "00， hie 


tet eo 2 一 一 1 个 0 2 一 1 个 0 (175a) 
fy ak oe BE BRAG — hd HT >) aE SA. A Nk 
= y ħi EET lj modN ? t = 0l, N— 1 (175b) 
i=0 
ee 
- Sai j—1.t—2 l"? modN » 上 一 0,1.,…，, 六 一 1. (175c) 


a i 波 变 换 塔 式 算法 ， 注 意 ， 如 果 我 们 定义 wu.,= 
x,， 那 上 面 的 两 个 等 式 就 产生 第 一 层 极 大 重合 离 散 小 波 变换 小 波 和 尺度 系数 W， 
和 Vi, (参见 式 (163e)). 

既然 可 以 通过 滤波 V,_, 得 到 W, 和 V, ， 那 如 下 面 练习 所 描述 的 ， 从 W,， MV, 重 
构 V，, 也 是 不 足 为 奇 的 

练习 [175] 证 明 利用 离散 传 里 叶 变 换 是 由 | 万 " (2 一 六)} 和 |G (2 六) 
RANNIE, ACRE SER LT UA RNA 


[一 ! 7 L-1 a 
Fene > hy Wjesti moan 十 pS Bi Vitimas t= Olye Ne l. (175d) 
[=0 {=0 
4 


图 175 描绘 了 极 大 重合 离散 小 波 变换 塔 式 算法 和 它 的 逆 的 流程 图 . 
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我 们 可 以 用 NX N SREB, AA, AR IAV, BW, AV, 的 变换 : 
W, =B, V 和 V,=AV,-1. 

这 些 矩 阵 的 内 容 从 式 (175b) 和 (175c) 中 是 显而易见 的 ， 司 ; 的 行 是 由 式 (175a) 以 N 
为 周期 进行 周期 化 的 上 抽样 小 波 滤波 器 组 成 的 ， 其 每 一 行 由 于 向 前 或 向 后 一 个 单位 
的 循环 平移 而 与 它 的 邻 行 不 同 ， 同 样 地 ，.4, 的 行 包含 着 由 上 抽样 的 尺度 滤波 器 指 
定 的 值 ， 例 如 ， 对 j= 二 2 和 N=12, L=4, RATA 

lh 0 0 0 0 0 hh 0 hk; 0 hy 0 

Oo Ay O O O OD O Ay DO hy 0° A, 


i. 0 to 2 © @. 0 > 
5 三 |: : : : f f ¢ ¢ f ç i ç f lj, (176) 


0 60: i A 0 Ae Tin O Fes oO D 

0 0 0 0 A 0h 0h 0 hy 0 

0 0 0 0 0 hs O0O he 0- p O hy 
TA, 是 将 上 式 的 元 用 及 ,替换 得 到 的 .注意 这 个 描述 与 5. 3 WB, MA 的 公式 是 
一 致 的 ， 有 了 BB 和 元 ， 我 们 就 能 用 一 种 与 离散 小 波 变换 类 似 的 方式 表示 从 V)-， 
到 W, AV, 的 极 大 重 辣 离散 小 波 变换 ， 因 此 有 


|- Pac HIZ P, = H 
V, A; A, 
这 看 起 来 与 在 所 有 分 量 顶 上 放 上 一 的 等 式 (94b) 是 相同 的 ， 也 指明 了 极 大 重 得 离 
散 小 波 变 换 滤波 器 的 用 处 ， 进 而 ， 很 明显 地 从 式 (175d) 可 以 看 到 W; MV, ZIV, 
的 综合 也 可 以 根据 B; 和 A 来 表示 : 
Vj; = BIW, + AV.,. 

如 果 我 们 回顾 到 V。 三 X， 那 上 式 直 到 J, 层 的 递 推 使 用 产生 

Xx = B'W,+A'B! WwW, +A! AI BIW, 十 … 

+ Ale: AT BTW, + Al Al, AL Vs, 
我 们 可 以 用 上 式 确定 第 j 层 极 大 重 释 离散 小 波 变换 的 细节 D， 和 第 J ARKEA 
离散 小 波 变换 的 平滑 $, 的 表示 式 ， 即 
D = AT AL BIW 和 3, = Ar Ara A, Vi 
LD, =WIW, MS, =V] V ， 和 上 式 的 比较 产生 了 根据 忆 AA, 矩阵 的 WW， 
AV, 的 表示 式 : 
W,=B,A A 和 P= AAi A. 

注意 式 (171b) 说 明 通过 用 上 边 的 NXN 阶 矩 阵 单独 的 左 乘 X 就 能 得 到 W, FIV, 


oO 
a“ 
w 
© 
© 
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5. 5 节 的 关键 结论 与 定义 
虽然 用 定义 


:一 | 
j 


W= S 1 
也 可 以 从 j 一 1 层 的 极 大 重大 离散 小 波 变换 的 尺度 系数 经 由 下 面 的 递 推 得 到 这 些 
第 j 层 的 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 系数 (这 里 我 们 定义 V。,, 三 X,): 
但 我 们 可 以 用 矩阵 的 记 叶 将 上 式 描述 为 7 
W,=B Vj. 和 Vi=AVi-> 
LB, 的 行 包 含 (A } 的 循环 平移 形式 ， 它 已 经 被 上 抽样 到 宽度 2 (了 上 一 1) 十 1， 


然后 以 N 为 周期 被 周期 化 ， 基 于 {8,)}， 用 类 似 的 方式 可 以 构造 A;( 这 里， 上 抽样 是 
通过 在 原始 滤波 器 的 工 个 值 每 两 个 间 插 上 2 一 :一 1 个 0 构成 的 )， 我 们 可 以 通过 
六 ,= > Rg + > Pe 
KAW, ) 和 { 立 ,)} 重 构 { 人 六- )， 这 可 以 用 矩阵 的 记号 表示 为 W-, = BY W + 
ATV,， 上 面 的 关系 式 允 许 我 们 将 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 细节 和 平滑 表 不 为 
D = AL- AL BIW, 和 5S, = A AT AT Vn’ 

转 而 说 明 ， 和 矩阵 W, 入; 可 以 表示 为 
Wi=BA A A Vi =A AAO A 

OXE ME PE EW, = WX MV, = VIX). 
5.5 节 的 评论 与 扩展 

[1] 这 里 我 们 给 出 用 来 计算 极 大 重 得 离散 小 波 变换 及 其 逆 的 伪 代 码 . 对 :一 
0，…，N 一 1， 定 义 V。, =X, HP N WERS. Bih: 150, =, L~1} RRR 
L 为 偶数 的 一 个 极 大 重病 离散 小 波 变换 小 波 滤 波 带 . 设 (84) 是 由 式 (163d) 从 
A ) 构 造 出 的 相应 的 极 大 重奏 离散 小 波 变换 尺度 滤波 器 ， 将 W 和 Vj, 的 元 素 表示 
YW, ;和 V1 二 0，…，N 一 1， 给 出 V,-，， 下 面 的 伪 代 码 计 算出 W, MV, (这 是 


基于 (175b) 和 (175c)): 
对 1 二 0，…，N 一 1， 进 行 下 面 的 外 循环 : 
Bkt=t. 
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T 


Xj n=l, +, L—1, 进行 下 面 的 内 循环 : 
k 减少 vo! 
如 果 <0, E k: =kmodN. 
W, ,增加 h,, eens 


V, WME, Vii 
结束 内 循环 . 
结束 外 循环 . 
注意 ， 如 果 j 满足 2 SN (在 实际 应 用 中 通常 会 遇 到 ) ， 那 么 以 上 代码 中 的 单 
个 的 “kmodN” 就 能 用 * & 十 N ”代替 ， 通 过 先 用 j==1 时 上 面 的 伪 代 码 ( 即 由 V, =X JF 
始 ) 且 对 j 二 2，…，J,。， 我 们 能 得 到 极 大 重 伙 离散 小 波 变 换 的 组 成 向 量 ， 即 
Wi e W, 和 V),， 而 且 还 有 中 间 向 量 Vy , = Va. 
极 大 重 秋 离散 小 波 逆 变 换 的 任务 就 是 给 出 向 量 W,，…，Wj 和 Vj 计算 xX. 
给 出 W, 和 V,， 下 面 的 伪 代 码 用 来 计算 V,..; (这 是 基于 式 (175d))， 
对 t=0, co, N—1, 进行 下 面 的 外 循环 ， 
置 & :一 上 
EV. è = ho W, 二 go Vi 
对 1 一 1，…， 了 一 1， 进行 下 面 的 内 循环 : 
k 减少 2 一. 
WE kN, &kt=kmodN. 
V ,增加 下 Wo tee Vi 
结束 内 循环 . 
结束 外 循环 . 
再 次 ， 如 果 j 满足 2 和 过 N， 那 么 上 面 的 伪 代 码 中 单个 的 “modN ”就 能 用 ”A 一 N” 
来 代替 ， 通 过 先 用 W, AMV, 的 伪 代 码 ， 我 们 得 到 V),-,， 我们 可 以 将 Wj, 和 Vj 放 
进 箱 子 里 ， 出 来 的 是 V_, ， 来 描绘 这 个 程序 : 


V, Figa >V; 


人 


~ 


W 


接 下 来 用 W) ;和 Vj ,的 伪 代码 产生 Vi : 


V, 一 CD-~ C >V,- 
A D 
W, Wi 


经 过 J], 一 2 次 伪 代 码 的 反复 应 用 ， 我 们 得 到 V。 二 XX%; 


Vj —[ |]- 二 a A —¥ 
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(Vy ss cee. Vy 是 作为 中 间 量 计算 而 产生 的 . ) 

Sj BMD, EHD, e Üa W, 入 的 极 大 重 又 离散 小 波 道 变换 得 到 
的 ， 其 中 每 个 DGS, e, DHEA N 个 零 的 向 量 ， 这 个 细节 在 上 面 伪 代码 里 
HW, #0, 代替 V, 出 发 ， 能 通过 递 推 应 用 j ，j 一 1，…，1 的 逆 极 大 重 释 离散 小 
波 变换 算法 得 到 ， 在 j 次 迭代 的 未 尾 ， 我 们 得 到 了 希望 的 五 : 

6-LI-+C > DD, 
‘ ` ` 


~ ~ ~ 


Ww 0 0 


同样 地 ,平滑 S,， 可 以 通过 应 用 极 大 重 伙 离散 小 波 逆 变换 到 ð, =, 0, 和 Vj 得 到 : 
Vi 一 [一 [C 门 ~… 一 CD 站 -~ 
人 a 
E | 
[2] 极 大 重合 离散 小 波 变 换 细节 和 平滑 与 零 相位 滤波 器 相关 的 事实 是 一 个 以 
任何 循环 渡 波 (4?) ( A (É) | 为 基础 得 到 的 一 个 零 相位 输出 的 著名 "技巧" 的 例 
子 . 技巧 (例如 ， 在 Hamming，1989， 第 252 页 撒 述 的 ) 就 是 用 (ai) 滤波 时 间 序 
列 X， 反 转 从 这 个 滤波 器 中 的 输出 ;然后 用 {a? } 滤波 被 反 转 过 的 输出 再 次 得 到 一 
个 输出 一 一 称 再 反 转 得 到 的 为 Y 一 一 与 零 相 位 相关 ， 因 为 滤波 反 转 过 的 输出 ， 接 着 
再 被 反 转 ， 是 与 原 输出 的 互相 关 作用 相同 的 事情 ， 这 个 过 程 等 价 于 下 面 的 流程 图 : 


x 一 |4( 帮 一 [4 ($): 


即 一 级 级 联 的 等 价 循环 洪波 是 具有 | ACE) | 的 频 域 表示 ， 其 必然 有 零 相位 . 


5.6 “脉冲 ”时 间 序 列 的 极 大 重 琶 离散 小 波 变换 分 析 


现在 让 我 们 回顾 一 下 5. 1 节 讨 论 过 的 例子 ， 在 那里 我 们 看 到 了 一 个 “脉冲 ”时 
间 序 列 X 和 它 的 循环 平移 TX 的 离散 小 波 变 换 分 析 ， 图 181 底部 的 六 行 表明 了 
与 图 161 中 相同 的 量 ， 但 现在 我 们 用 极 大 重 普 离 散 小 波 变换 代替 离散 小 波 变 换 . 
让 我 们 先 考虑 X 的 极 大 重 普 离 散 小 波 变 换 系 数 (第 1 列 ， 中 间 五 行 )， 与 离散 小 波 
恋 换 相 比较 ， 每 个 极 大 重 簿 离散 小 波 变换 系数 向 量 W， AV 都 与 X 有 相同 数目 的 
元 素 ， 如 第 一 列 里 标识 符 指示 的 那样 ， 我 们 向 前 平移 每 个 系数 后 ( 即 向 左边 循环 
平移 ) ， 再 绘制 成 图 (参见 式 (52b); Han, TW, 的 第 一 个 和 最 后 一 个 值 分 别 是 
Wc BIW, .,)， 因 为 在 这 个 例子 里 ， 我 们 用 LA(8) 小 波 滤波 器 ， 故 这 些 循 环 平移 前 
移 的 极 大 重 关 离散 小 波 变换 系数 向 量 使 他 们 近似 是 零 相 位 滤波 器 的 输出 。 对 于 小 波 


和 尺度 系数 ， 前 移 的 特定 值 分 别 是 由 式 (114b) 中 的 yw ”和 式 ((114a) 中 的 mw” 的 绝 
对 值 所 决定 的 (在 这 些 式 中 ， 对 LA(8) 滤 波 器 ，*= 一 3 )， 对 平移 序列 T X. 相应 的 
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极 大 重 秋 离散 小 波 变换 系数 向 量 在 第 2 列 中 表示 出 。 严 格 比较 第 1 列 和 第 2 列 说 明 ， 
平移 六 有 着 用 类 似 数值 平移 每 个 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 系数 向 量 的 效果 ; 即 如 果 W, 
AV, 构成 了 X ARATE, BRAT" W, AT” Vj, 构成 了 T"X 的 极 大 
重 释 离 散 小 波 变换 ， 与 离散 小 波 变换 相 比较 而 言 ， 循 环 平移 X 以 一 种 直观 合理 的 方法 
修改 了 极 大 重 短 离 散 小 波 变换 系数 ， 还 注意 到 ， 最 大 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 系数 出 
现在 W, 中 ， 即 在 尺度 = 一 4 的 变化 上 ， 假 定 脉冲 仅 在 六 个 值 上 是 非 零 的 且 有 4.3 的 有 
效 宽度 ， 这 看 起 来 是 合理 的 (用 与 式 (103) 类 似 的 一 个 有 限 抽 样 尺寸 提供 的 一 种 度量 ). 

让 我 们 比较 X 和 TsX 的 多 分 辨 分 析 一 一 这 些 分 别 在 图 181 的 第 3 和 第 4 列 
表示 (中 间 五 行 )， 对 于 两 个 序列 的 极 大 重 登 离散 小 波 变换 细节 和 平滑 再 一 次 用 一 
个 简单 合理 的 方式 连接 起 来 : MED, MS, 形成 了 XX 的 多 分 辨 分 析 ， 那 么 了” D, 
MT” S, 就 形成 了 T"X 的 多 分 辨 分 析 ， 从 图 161 很 明显 地 可 以 看 到 ， 这 个 简单 
的 关系 式 对 离散 小 波 变 换 来 说 是 不 成 立 的 . 

最 后 ， 我 们 比较 一 下 对 脉冲 序列 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 系数 和 多 分 辨 分 析 ， 通 


过 观察 图 181 的 第 一 列 和 第 三 列 里 的 特定 行 ， 可 以 看 到 ,向量 T'” | Ww, AID, 在 形 
REE HAWK, TIV, AS) 也 是 一 样 ， 对 比 之 下 ， 图 161 的 相应 部 分 表明 
离散 小 波 变 换 细节 D, 看 起 来 与 W, 完全 不 同 (在 一 定 程度 上 因为 前 者 比 后 者 多 出 2 个 
元 素 )， 为 了 弄 清楚 W， AD, 为 何 看 起 来 类 似 ， 回 忆 两 个 向 量 都 是 作为 循环 滤波 X 的 
输出 而 产生 的 ， 对 W, 来 说 ， 循 环 滤波 器 有 | H,(5,) | 的 频 域 表示 ， 因 为 7 1 | Ww, 


另 一 方 


近似 地 是 零 相位 滤波 器 的 输出 ， 故 它 的 相关 循环 滤波 器 近似 是 | | H, ( 
面 ， 从 式 (172a) 可 以 知道 ， 产 生 , 的 循环 滤波 器 是 由 | | HX) | 上 给 出 的 ， 故 产生 


TS W, HUD, 的 循环 滤波 器 就 有 着 类 似 的 相位 和 增益 特性 ( H O 近似 上 是 一 个 
带 通 滤波 器 的 事实 意味 着 | H, (,)| ?也 必须 是 一 -可 以 证 明 后 者 在 某 些 度量 标准 下 是 
_ 个 更 好 的 逼近 )。 在 离散 小 波 变换 情形 下 ,我 们 就 没有 这 样 一 个 紧密 的 对 应 ， 主 要 
是 因为 滤波 现在 是 通过 先 下 抽样 形成 W, 然后 再 上 抽样 形成 D 得 到 的 . 

虽然 极 大 重 簿 离散 小 波 变换 细节 和 平移 的 小 波 系数 是 从 有 类 似 相位 和 增益 特性 的 
滤波 器 中 输出 的 ， 但 他 们 能 被 充分 利用 的 方式 是 十 分 不 同 的 ， 让 我 们 用 脉冲 序列 X 和 
T* 台 来 说 明 ， 首 先 ， 虽 然 式 (169c) 表 明 我 们 可 以 用 极 大 重 友 离散 小 波 变换 系数 分 解 在 
义 或 TXX 里 的 能 量 , 但 对 细节 和 光滑 这 是 不 正确 的 ， 为 证 明 它 ， 再 次 基于 LA(8) 小 波 
滤波 器 计算 ,==7 层 的 极 大 重要 离散 小 波 变换 ， 并 构造 离散 小 波 经 验 功率 谱 ; 

Ps (r)= IWF = GIT Wh j= Len. 

由 于 脉冲 序列 有 N=128= 2 个 点 ， 我 们 能 用 练习 [5. 9a] 断 言 这 些 谱 能 为 X 或 
TX 提供 抽样 方差 的 一 个 分 析 : 


ok = >, Pwr (x) 
j=] 
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P(T) Fi var {D,} ll 


1234567 1234567 1234567 2 


0 64 1280 64 1280 64 1280 64 128 
t t t t 


图 181 MRKEARRUONEE IEE 161 离散 小 波 变换 作为 下 面 六 行 . 项 行 表 示 离 散 小 
波 经 验 功率 谱 ( 前 两 列 ) 和 一 个 基于 j 二 1，…，7 层 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 细节 相 


应 的 量 ( 后 两 列 ) 详情 参见 正文 


(根据 极 大 重 释 离散 小 波 变换 系数 对 xz 的 分 析 将 在 第 8 章 里 进一步 研究 )， 图 181 
第 一 行 的 前 两 个 图 表示 出 了 X ATX 的 谱 ， 并 且 看 起 来 是 一 样 的 一 一 循环 平移 
一 个 序列 不 改变 它 基 于 极 大 重 肥 离散 小 波 变换 上 的 功率 谱 ( 式 (63a) 和 (63b) 表 明 
一 般 地 对 基于 离散 小 波 变 换 的 谱 ， 这 不 是 真 的 )， 为 证 明 相应 的 细节 不 能 以 类 似 
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的 方式 使 用 ， 我 们 还 计算 
var iD o= SID = SVT Dilley j=l 

且 看 第 一 行 的 后 两 个 图 中 为 XX 和 TX 绘 出 了 图 .练习 [5.7] 已 经 断言 1D,l? 声 
IW, HERM- ÈA var D ;过 Pi (rz )， 图 181 表明 在 这 里 这 是 正确 的 ， 关 
于 X 的 能 量 特性 是 如 何在 r, 的 一 个 尺度 下 改变 的 研究 应 该 建立 在 W, 上 而 不 是 建 
WED; 上 . 

虽然 极 大 重 倒 离散 小 波 变 换 细 节 不 能 用 来 产生 一 个 有 效 的 方差 分 析 ， 但 它们 
是 加 性 多 分 辨 分 析 分 解 的 一 个 整体 部 分 ， 对 于 脉冲 序列 和 它 的 平移 ， 我 们 有 


K= D435. M TX= PTD+T S 


因此 ， 把 在 图 181 后 两 列 的 中 间 五 行 序列 加 起 来 产生 底 行 的 时 间 序 列 ， 对 这 个 
例子 ， 


_ 10 ~ -| SG) 一 
XAD T WAT Vi 
1 


所 以 ， 我 们 一 般 不 能 直接 用 极 大 重 释 离散 小 波 变 换 系 数 产 生 一 个 加 性 分 解 (然而 ， 练 
习 [5. 10] 表 示 哈 尔 离散 小 波 变换 是 一 个 例外 ， 它 的 系数 能 用 来 直接 产生 一 个 加 性 分 
解 )， 用 来 产生 五 和 Sj 的 滤波 器 的 精确 零 相位 特性 对 调 准 原始 序列 里 和 多 分 辨 
分 析 里 的 那些 结果 是 很 重要 的 ， 并 且 由 多 分 辩 分 析 提 供 的 精确 加 性 确保 了 X 里 
所 有 的 特性 用 细节 或 光滑 来 解释 . 

对 于 方差 分 析 ， 加 性 多 分 辨 分 析 的 使 用 和 极 大 重合 离散 小 波 变 换 系数 的 使 用 
之 间 的 相互 作用 在 下 面 将 进一步 阐述 ， 其 中 我 们 考虑 实际 时 间 序 列 的 基于 极 大 草 
人 离散 小 波 变 换 的 小 波 分 析 . 


5.7 例子 : 心电图 数据 


这 里 我 们 用 极 大 重 委 离散 小 波 变 换 再 检验 一 下 心电图 时 间 序 列 ， 主 要 目的 是 将 
它 与 4. 10 节 用 离散 小 波 变换 的 分 析 进 行 比 较 ， 图 183 表示 基于 LA(8) 小 波 滤波 器 
的 Jo = 6 层 的 极 大 重 杰 离散 小 波 变换 一 一 相应 的 离散 小 波 变换 分 析 在 图 127 中 表 
示 ， 绘 图 之 前 ， 系 数 向 量 W, 和 Vs 分 别 循环 前 移 式 (114b) 中 的 | 均 中 | 和 式 (114a) 
中 的 | we | ， 尽 可 能 使 系数 与 原 时 间 序 列 调 准 ( 平 移 的 数量 由 图 中 记录 的 每 个 T 


WEKT). PRM MATOS W 和 了 -1“ V, 描绘 了 被 循环 性 假 
设 至 少 在 一 定 程度 上 影响 的 平移 向 量 的 开始 和 末端 的 区 域 (我 们 将 在 5. 11 节 讨 论 
怎样 计算 出 这 些 直线 的 位 置 )， 极 大 重 准 离散 小 波 变 换 系数 审慎 的 子 抽样 和 再 尺 
度 化 产生 离散 小 波 变换 系数 ， 如 果 我 们 将 图 127 里 比较 大 尺度 的 系数 与 图 183 中 
的 系数 进行 比较 ， 就 能 看 到 离散 小 波 变 换 里 固有 的 予 抽样 相当 重要 地 限制 了 我 们 
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图 183 AY LACS) -) ge Shot» eb PS ed RK) ED EAA 127 所 对 应 
的 离散 小 波 变化 比较 (详情 参见 正文 ) 


按照 原 心电图 序列 里 的 结果 解释 其 系数 的 能 力 . 

在 图 184 中 表示 出 了 极 大 重 普 离 散 小 波 变 换 多 分 辨 分析 ， 和 以 前 一 样 ， 粗 垂 
线 穿 过 给 定 的 五 RS. 描绘 了 被 循环 性 假设 至 少 在 一 定 程度 上 影响 的 平移 向 量 的 
开始 和 末端 的 区 域 ( 详 情 参 见 5. 11)， 这 个 多 分 辨 分 析 应 该 与 图 133 中 表示 的 基于 
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图 184 用 LA(8) 小 波 对 心电图 时 间 序 列 的 极 大 重 杰 离散 小 波 变换 多 分 辨 分 析 ( 详 情 参 见 正 
SC). 图 133 表示 相应 的 离散 小 波 变 换 分 析 


离散 小 波 变换 的 多 分 辩 分 析 进 行 比较 . 这 两 个 多 分 辨 分 析 的 总 体 概貌 是 很 类 似 
的 ， 但 注意 在 离散 小 波 变换 细节 D;、D AD: 与 相应 的 极 大 重要 离散 小 波 变换 
Mid, DMD, 之 间 的 差别 : 在 每 种 情况 中 ， 极 大 重合 离散 小 波 变 换 细节 跨 
越 时 间 时 更 一 致 ， 表 明 在 离散 小 波 变换 细节 上 的 时 间 变 化 在 一 定 程度 上 归功 于 
由 离散 小 波 变 换 假设 的 特定 的 校准 .还 要 注意 极 大 重合 离散 小 波 变 换 细节 人 D。 
不 和 离散 小 波 变换 细节 Ps 一 样 逐 渐 误 减 (尤其 是 在 序列 的 开始 )， 毫 无 疑问 ， 
又 是 因为 离散 小 波 变换 中 的 定位 的 影响 .在 Ds 里 特征 化 “脉冲 ”的 非 对 称 状 态 
也 由 于 与 此 细节 相关 的 零 相位 特性 而 在 极 大 重 和 离散 小 波 变换 细节 D。 里 被 消 
除了 . 
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最 后 ， 让 我 们 比较 对 183 PORARA RA DRE RDRAR EARS 
图 184 中 极 大 重 倒 离散 小 波 变 换 细节 和 光滑 ， 虽然 前 者 保持 了 能 量 而 后 者 保持 了 
可 加 性 ， 但 这 两 个 尺度 分 解 的 总 体形 式 是 十 分 相似 的 ， 细 节 和 光滑 是 通过 滤波 小 
波 和 尺度 系数 得 到 的 ， 因 此 每 个 五 RS, 在 形式 上 必然 比 相应 的 W, 或 V, 光滑 . 
TEV, 与 5 的 比较 中 尤其 明显 : 后 者 包含 了 前 者 里 儿 乎 完全 缺少 的 小 波纹 ， 虽 
SRS, 是 基线 偏 移 的 一 个 相当 有 用 的 估计 (同样 地 ， 在 其 他 时 间 序 列 里 ，S, 是 一 
个 有 用 的 跳动 的 估计 )， 任 何在 心电图 序列 里 通过 尺度 和 (或 ) 时 间 的 有 意义 的 能 
量 分 划 必 须 用 极 大 重合 离散 小 波 变换 系数 做 ， 因 此 两 种 类 型 的 分 析 (W, 与 Vj, 和 
D, 与 8, ) 在 这 个 和 其 他 时 间 序 列 的 分 析 中 有 着 重要 的 作用 . 


5.8 例子 : 子 潮 海 平面 涨 落 


在 这 一 节 中 ， 我 们 用 位 于 北 加 利 福 尼 亚 的 开放 海岸 上 伊斯兰 城 (Crescent City) 
的 子 潮 海 平面 的 时 间 序 列 来 解释 基于 极 大 重合 离散 小 波 变 换 的 多 分 辨 分 析 和 方差 分 
析 ， 在 它 的 港湾 内 ， 一 个 永久 的 海浪 测量 仪器 由 国际 海洋 协会 (NOS) 保 存 ， 这 个 测 
量 器 在 一 个 平静 的 井中 每 隔 6min 测量 一 次 水 平面 ， 这 抑制 了 由 于 风波 和 上 涨 引 起 
的 高 频 涨 落 ， 周 期 化 水 平 调查 保证 了 测量 器 的 参考 平面 相对 于 周围 的 地 方 是 保持 恒 
定 的 ， 这 里 考虑 的 时 间 序 列 是 基于 一 段 从 1980 年 初 到 1991 年 末 的 水 平面 序列 .这 
个 部 分 除了 几 个 相对 小 又 短 的 缺口 之 外 还 包括 了 长 度 为 两 周 的 一 个 缺口 ， 这 两 个 周 
的 缺口 发 生 在 1990 年 夏天 且 已 经 用 预测 潮 加 局 部 均值 被 填充 ， 然而 由 国际 海洋 协 
会 提供 的 插值 用 于 接 通 短 的 缺口 ， 然 后 编辑 的 序列 每 10 个 值 被 下 取样 来 产生 每 小 
时 的 值 ， 且 用 Kaiser 低 通 滤波 器 滤波 来 除去 每 天 ( -天 ) 和 半天 (每 天 两 次 ) 的 海浪 . 
滤波 器 平方 增益 函数 的 3 dB 下 ( 半 寡 ) 的 点 发 生 在 对 应 于 1. 82 天 的 周期 的 一 个 频率 
上 ， 而 对 应 于 一 个 2. 68 天 的 周期 和 更 长 的 频率 是 在 低 通 滤 波 器 的 通 带 中 ， 且 在 能 
量 上 以 少 于 1%% 被 截断 ， 最 后 ， 滤 波 的 序列 每 隔 At 一 172 天 重新 采样 ， 产 生 一 个 用 
厘米 来 测量 的 含有 N=8 746 个 值 的 时 间 序 列 {X, }. 这 个 序列 反映 了 在 伊斯兰 城 的 
沿海 水 平面 上 的 子 潮 变 化 ( 即 可 预测 潮 成 分 消去 后 的 变化 )， AA 186 的 最 下 面 绘 
出 (关于 这 个 应 用 的 更 详细 的 内 容 ， 参 见 Percival and Mofjeld, 1997). 

描绘 Jo =7 层 LA(8) 基 于 极 大 重 普 离散 小 波 变换 的 多 分 辩 分 析 的 八 个 其 他 
序列 ， 在 图 186 中 伊斯兰 城 海 平面 数据 的 上 面 绘 出 ， 最 上 面 的 序列 是 极 大 重 秋 离 


散 小 波 变 换 光滑 6; (相应 于 物理 尺度 AAt = 64 天 上 的 平均 值 )， 而 在 它 下 面 的 7 


个 序列 是 极 大 重 秋 离散 小 波 变 换 的 细节 序列 Dl，D:，…， D: (相对 应 于 从 最 下 
面 到 最 上 面 依次 为 1/2，1，…，32 天 的 物理 尺度 上 的 变化 ). 如 往常 ， 我 们 有 


X = p2 D, 十 5S;. 如 5.11 节 所 解释 的 ， 两 条 相交 实 垂 线 给 出 的 五 或 5; 描绘 了 在 


是 些 程度 上 (尽管 很 小 ) 用 假设 {X } 对 1<0 和 1 之 N 是 循环 定义 的 ， 这 会 影响 按 
年 的 多 分 准 分 析 元 素 的 区 域 ， 然 而 ， 这 个 序列 的 一 个 循环 扩展 在 这 里 是 有 道理 的 ， 
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图 186 ”关于 伊斯兰 城子 潮 变 化 的 LA(8) 极 大 重生 离散 小 波 变换 多 分 辨 分 析 ( 详 情 参 见 正 
文 )， 这 个 序列 是 用 厚 米 测量 的 
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图 187 图 186 AY 1985 年 和 1986 年 部 分 的 扩大 图 


我 们 在 观察 现象 时 ， 有 非常 接近 于 12 个 完整 年 的 数据 量 . 
然而 ， 在 更 详细 地 考虑 多 分 辨 分 析 之 前 ， 让 我 们 表明 为 何 决定 用 LA(8) 小 波 
滤波 器 ， 并 且 设 Jo=7. 选择 这 个 特别 的 滤波 器 是 因为 我 们 最 终 想 要 把 极 大 重合 
离散 小 波 变换 系数 本 身 与 实际 时 间 相 结合 (如 果 我 们 仅 对 多 分 辨 分 析 感 兴趣 ， 
D(4) 滤波 器 将 会 产生 几乎 相同 的 结果 ,但 是 对 基于 哈 尔 滤波 器 的 小 尺度 ， 细 节 
序列 遇 到 一 个 “过 滤 ” 的 形式 ， 因 为 显而易见 地 它们 在 跟踪 更 高 尺度 的 波动 一 一 参 
见 8. 9 节 对 于 过 滤 的 讨论 和 在 各 种 小 波 滤波 器 中 它 是 怎样 被 嵌入 微分 算 子 的 数目 
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影响 的 )， 最 接近 对 称 滤 波 器 的 相位 形式 允许 我 们 与 时 间 结 合 ， 因 此 ， 我 们 选取 
这 种 类 型 的 滤波 器 且 特 别 地 停留 在 LA(8) 滤 波 器 上 ， 这 是 因为 上 = 二 10 和 12 的 最 
接近 对 称 滤 波 器 几乎 产生 了 相同 的 分 析 ， 但 是 必须 更 多 地 考虑 到 由 边界 条 件 影响 
的 项 的 数目 (参见 5. 11 节 ). coiflet 滤波 器 也 是 合理 的 选择 ， 但 是 这 种 类 型 的 最 
短 成 员 一 一 C(6) coiflet 一 一 给 出 了 一 个 相似 的 多 分 辩 分 析 ， 当 最 短 尺 度 上 的 小 波 
系数 用 于 执行 将 在 8.7 节 中 讨论 的 子 序列 方差 分 析 时 ， 也 有 它 泄漏 的 证 据 ( 下 一 
个 最 短 coiflet 是 C(12)， 它 给 出 了 与 LA(8) 滤 波 器 相同 的 结果 ， 但 是 与 LA(10) 
和 LA(12) 滤 波 器 有 同样 的 关于 边界 的 影响 )， 

我 们 选择 J =7 层 是 建立 在 如 下 事实 的 基础 上 的 : 得 到 的 光滑 S, 反映 了 在 
一 个 物理 尺度 Ay = 2" = 64 夫 上 的 平均 值 ， 因 此 包含 了 在 子 潮 序 列 中 的 年 内 


的 变量 ( 即 年 之 间 的 变量 )， 如 果 我 们 使 /二 7， 就 会 将 这 些 年 变量 打破 成 为 碎 
片 ， 这 些 与 分 离 的 统一 体 相 比 对 海洋 学 者 而 言 是 不 感 兴趣 的 . 另 一 方面 ， 如 果 设 
为 J。 二 7， 就 会 将 某 些 尺度 加 到 有 一 个 季节 性 的 依赖 变量 5,), 上 (下 面 我 们 要 看 
的 )， 因 此 可 以 更 好 地 分 开 研究 . 

现在 让 我 们 更 详细 地 考虑 多 分 辨 分析 ， 对 于 多 分 辩 分 析 的 一 个 用 途 是 检测 波 
动 ， 即 本 质 上 是 瞬 变 的 而 且 限 制 到 几 个 扩 度 上 的 波动 ， 作 为 一 个 例子 ， 图 187 给 
出 了 图 186 一 部 分 的 一 个 扩展 观察 ， 并 且 表 明 在 变化 上 的 一 个 短 的 间 吹 发 生 在 
1985 年 12 月 (恰恰 在 1986 年 初 标记 过 的 垂直 虚线 的 左边 )， 这 次 间歇 发 生 在 最 短 
尺度 上 ， 即 1、2 和 4 ROM FD... Ds AD). 这 期 间 的 气候 条 件 的 检查 表明 
间歇 是 由 于 风暴 的 向 北 偏 黎 ， 这 是 在 这 段 时 间 中 由 在 美国 西部 形成 的 空气 中 一 个 
高 压 的 准 向 远离 伊斯兰 城区 形成 的 .如 在 较 长 尺度 中 可 看 到 的 一 样 (8、16 和 32 
天 ， 相 对 应 于 D;、D。 和 万 , ) ， 这 样 的 背 慢 慢 改变 了 空气 压力 模式 和 风 模式 ， 然 
而 ， 这 个 疹 不 能 存留 足够 长 来 反 转 在 光滑 S$; 上 可 见 的 季节 性 水 平面 上 的 向 上 倾 
向 (图 187 最 上 面 的 序列 )， 即 使 它 的 两 个 高 空 压力 和 在 海岸 附近 北美 风 易 于 产生 
低 水 平面 ， 它 对 伊斯兰 城 水 平面 的 主要 影响 以 在 较 短 尺度 上 变化 性 的 递减 出 现 . 
回顾 过 去 ， 这 种 递减 能 在 图 187 最 下 面 的 {X, } 的 图 中 看 到 ， 但 是 在 图 中 认 出 来 
是 很 困难 的 ， 然 而 多 分 辨 分 析 使 它 很 容易 挑选 出 海洋 学 者 感 兴趣 的 这 样 和 那样 的 
特点 ， 

在 图 186 中 多 分 辩 分 析 也 使 得 一 些 尺度 上 的 变化 很 明显 是 季节 性 相关 的 ， 然 
而 ， 从 这 个 分 析 中 ， 定 量 研究 CX, } 的 尺度 相关 变化 特性 是 有 问题 的 ， 因 为 这 里 


(x? DDL + ls. 
我 们 可 以 用 
= 2 
(xl? = Siw + ivi 
j=l 
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替代 检查 极 大 重症 离散 小 波 变换 系数 .我 们 可 以 通过 如 下 定义 的 创造 旋转 积累 方 
差 图 ， 定 量 研究 在 一 个 尺度 对 尺度 基础 上 的 方差 的 时 间 相 关 性 ， 首 先 我 们 循环 地 
推进 W, 的 元 素 |v | 单位 ， 以 使 T-1% 1W, 与 X 一 致 (参见 式 (114b) 和 围绕 它 
的 讨论 )， 然 后 我 们 渐 增 地 求 TOW, 的 元 素 的 平方 和 用 1/N 规范 化 以 形成 


Cju = p> W? [aP | moan st = Oe, N — 1. 


由 于 Cin- = 1T eW, |*= 训 |W, 与 能 够 认 作 是 X 的 由 物理 尺度 At 的 抽 


样 方差 的 分 布 ， 序 列 {C;,, } 对 通过 时 间 的 第 j 个 尺度 ， 跟踪 抽 样 方差 的 积聚 ， 央 
为 {C,., } 是 一 个 非 减 的 序列 ， 有 时 候 作 为 对 1 的 畏 数 绘 出 C,., 来 积聚 抽样 方差 的 这 
种 方式 是 很 困难 的 ， 但 是 我 们 能 够 通过 绘 出 


C; = C,,—1 RE 作为 1 的 函数 (189) 


克服 这 个 困难 ， 我 们 称 之 为 施 转 积累 方差 图 (本 质 上， 旋转 允许 我 们 看 到 ， 按 1 的 
每 个 增 量 S4 二 的 一 致 积聚 形成 的 偏差 ， 这 种 观点 将 在 9. 6 节 被 重新 探索 以 估计 


在 一 个 时 间 序 列 变量 上 的 变化 的 位 置 )， 

作为 例子 ， 图 190 展示 了 对 物理 尺度 nAt=l 天 和 mAl=32 天 上 旋转 积累 方 
差 图 (因为 对 于 LA(8) 的 小 波 滤 波 器 ，v 二 一 3， 式 (114b) 告 诉 我 们 ys” 三 一 11 和 
y= 二 一 445)， 在 这 个 图 中 最 下 面 的 图 很 明显 地 表明 ， 在 天 的 尺度 上 变化 的 可 变 
性 是 季节 性 相关 的 ， 在 冬季 发 生 更 多 的 变化 ( 即 在 垂直 虚线 的 附近 )， 在 夏季 月 份 
里 ， 旋 转 积累 方差 图 的 线性 表示 表明 ， 在 仲夏 的 变化 性 是 相当 稳定 的 ， 而 且 从 一 
年 到 另 一 年 是 可 以 预测 的 .这 表明 稳定 的 夏季 模式 改变 到 更 款 忽 不 定 的 冬季 模 
式 ， 可 以 从 一 年 变化 到 下 一 年 ， 达 到 一 个 月 之 多 ; 进而 ， 这 改变 看 起 来 好 像 是 某 
年 (1985) 清 楚 地 突变 而 在 其 他 年 (1998) 分 散 . 另 一 方面 ,图 190 最 上 面 的 图 表明 
在 32 天 尺度 上 变化 的 可 变性 的 相应 图 形 . 在 这 个 尺度 上 的 季节 依赖 性 是 更 不 确 
定 的 例如， 旋转 积累 方差 表明 ， 在 1980、1982、1983、1986、1987 和 1991 初 
附近 上 变化 的 增长 被 标记 ,但 是 从 大 约 1989 年 3 月 到 1991 年 1 月 , KAA 20 
个 月 的 跨度 几乎 没有 变 ( 在 8. 7 节 我 们 将 进一步 考虑 这 个 旋转 积累 方差 的 时 间 变 
化 方面 ). 

最 后 ， 如 我 们 在 5. 3 节 所 注意 的 ， 由 极 大 重 伙 离散 小 波 变 换 构造 的 细节 和 光 
滑 能 够 认 作 是 零 相 位 滤波 器 的 输出 。 如 果 想 要 把 细节 里 的 结果 和 原始 序列 里 的 结 
果 联 系 起 来 ， 而 且 要 理解 不 同 尺度 的 结果 之 间 的 暂时 关系 ， 那 么 这 个 零 相 位 特性 
是 很 重要 的 .为 了 阐述 这 个 零 相 位 特性 在 实际 中 意味 着 什么 ， 我 们 在 图 191 最 上 


面 的 图 中 表示 出 了 极 大 重要 离散 小 波 变换 细节 万 。( 细 曲线 ) 和 X( 粗 曲线 ) 在 1986 
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图 190 子 潮 海平 面 变化 在 物理 尺度 ee At = 1 天 ( 底 图 ) 和 tAt 二 32 ROKR) AINET RED 2 


年 的 第 一 部 分 附近 .这 个 细节 应 反映 天 在 尺度 8 天 上 的 变化 ， 因 此 我 们 期 待 当 在 
大 约 8 天 上 的 一 个 平均 值 不 同 于 在 它 附 近 标 记过 的 值 时 ， 在 PD; 上 的 值 是 大 的 . 
选择 这 个 时 间 周 期 是 因为 在 中 有 这 样 持 续 时 间 的 三 个 尖峰 一 一 它们 的 中 心 在 
从 1986 年 初 大 约 32、48 和 72 天 (注意 在 横 轴 上 ， 小 的 标记 记号 之 间 的 距离 是 8 
天 )， 极 大 重合 离散 小 波 变换 细节 很 好 地 挑选 出 这 些 结果 ， 而 且 在 D: 中 尖峰 的 位 
置 严 格 地 与 X 中 的 那些 相 匹 配 。 因 为 当 我 们 对 X 运用 循环 平移 时 ，D; 也 循环 平 
移 ， 无 论 我 们 怎样 地 选择 X 的 开端 ， 最 上 面 的 图 形 将 保持 相同 . 

为 了 比较 ， 图 191 的 中 间 和 下 面 的 图 形 中 的 细 曲 线 表明 ， 对 于 在 X 开端 两 个 
不 同 平移 的 离散 小 波 变 换 细 节 D;， 即 平移 12 和 8 值 (相应 于 6 天 和 4 天 )， 注意 
用 两 天 改变 不 的 开端 将 显然 地 改变 D;， 因 为 离散 小 波 变换 细节 不 保持 零 相位 特 
HE, Ds 中 峰值 的 位 置 就 不 必 与 X 中 的 那些 匹配 很 好 ， 例如， 考虑 Ds 中 尖峰 的 
位 置 相对 应 于 关中 32 天 附近 ， 与 上 面 图 形 里 的 五 : 相关 ， 在 Ds 中 的 尖峰 明显 发 
生 在 中 间 图 形 的 后 端 和 在 最 下 面 图 形 的 前 端 ， 离 散 小 波 变换 细节 定位 于 发 中 胜 
时 结果 的 能 力 就 这 样 被 限制 ， 然 而 因为 它们 的 零 相 位 性 质 ， 极 大 重合 离散 小 波 变 
换 细 节 表 现 得 很 好 . 


5.9 例子 : 尼罗河 最 低 水 位 


这 里 我 们 提出 一 个 时 间 序 列 的 多 分 辨 分 析 ， 这 个 序列 是 由 开罗 (Cairo) 附 近 
的 Roda 测定 的 数据 ， 记 录 了 从 622 年 到 1284 年 的 尼罗河 年 最 低 水 位 的 测量 组 成 
(这 个 分 析 是 从 华盛顿 大 学 统计 系 的 Simon Byers 未 出 版 的 1995 年 的 报告 中 摘 取 
的 )， 以 米 测量 的 水 位 的 时 间 序 列 在 图 192 的 最 下 面 绘 出 ， 且 实际 上 是 尼罗河 最 
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天 (从 1986 年 ! 月 1 日 起 ) 


图 191 对 极 大 重 得 离 散 小 波 变换 细节 的 零 相位 特性 的 说 明 . 每 个 图 的 粗 曲线 是 在 1986 年 初 
开始 的 伊斯兰 城 序列 96 天 的 那 部 分 ， 细 曲线 (从 顶部 到 底部 ) 是 原 时 间 序 列 X 的 LA 
(8) 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 细节 方 , TY KREG 12 个 数据 值 的 时 间 序 列 ) 的 LA) H 
散 小 波 变换 细节 Ds 和 7T*X( 延 长 8 个 数据 值 的 时 间 序 列 ) 的 LA(8) 离 散 小 波 变换 细节 
D;， 与 这 些 细节 相关 的 物理 尺度 是 rs At=8 天; 即 细节 应 该 与 一 个 8 天 尺度 上 平均 
值 的 变化 有 关 ( 这 就 是 横 轴 上 较 小 点 标号 间 的 距离 ) 


低 水 位 的 一 个 非常 长 的 历史 记录 的 一 部 分 ， 而 这 是 由 Prince Omar Toussoun 和 
1925 Æ H A fy) & #4 Mémoires de l'Institut d'Egypte》 中 标题 为 《Mémoire sur 
L'Histoire du Nil》 中 的 资源 进行 编辑 的 Toussoun 的 记录 扩展 到 1921， 从 622 
年 到 1284 年 表示 最 长 一 段 无 间断 的 值 (1284 年 以 后 有 一 些小 的 分 散 的 丢失 值 直 
到 1470 年 ， 之 后 覆盖 就 更 不 完全 了 : 例如 在 整个 16 世纪 只 有 17 个 测量 值 )， 阿 
斯 旺 。 坝 (1902) 和 阿 斯 旺 。 高 坝 (1960 一 1970) 的 建造 结束 了 自然 界 中 控制 尼罗河 
水 流 的 局 面 . 

虽然 对 于 在 图 192 中 的 时 间 序 列 负责 的 主要 现象 不 再 是 可 操作 的 ， 尼罗河 最 
低 水 位 的 历史 记录 以 它 特 有 的 正确 性 发 展 了 一 段 很 有 兴趣 的 历史 . 水文 工作 者 
Hurst(1951) 用 这 个 和 其 他 的 时 间 序 列 在 一 次 研究 中 演示 出 传统 的 统计 方法 对 时 
间 序 列 的 无 效 性 ， 且 展示 了 长 项 的 持续 性 ( 即 慢 衰减 的 自 相 关 序 列 一 一 参见 7. 4 
节 )， 在 Hurst 的 先驱 性 工作 之 后 ，Mandelbrot and Wallis(1968) 提 出 用 分 形 高 
斯 噪声 (这 将 在 7.6 节 中 定义 ) 来 模型 化 他 所 研究 的 各 种 序列 以 描述 Hurst 的 经 验 
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R192 利用 哈 尔 小 波 滤波 器 关于 尼罗河 最 低 水 位 (用 米 ) 的 Jo =4 SRK A U E E 
St BE St H 


结果 .这 个 模型 首先 完全 地 试图 在 特征 化 现在 已 经 很 著名 的 稳定 长 记忆 过 程 
(第 9 章 观察 了 小 波 可 用 于 研究 这 种 过 程 的 各 种 方法 )，Beran(1994) 在 他 的 开拓 
性 的 有 关 长 记忆 过 程 的 统计 学 书 中 ， 使 用 扩展 的 尼罗河 序列 作为 一 个 例子 、 最 近 
的 Eltahir and Wang(1999) 以 确定 历史 上 厄尔尼诺 (El Nino) 现 象 多 久 发 生 的 间接 
方法 来 研究 这 个 序列 . 

图 192 的 上 面部 分 展示 了 对 尼罗河 的 J ,二 4 层 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 多 分 
BEAST. 我 们 使 用 哈 尔 小 波 滤波 器 ， 因 为 从 LL 一 4 或 更 宽 的 滤波 器 中 的 多 分 辨 分 
析 与 哈 尔 多 分 辨 分 析 在 数量 上 类 似 一 一 既然 用 更 宽 的 滤波 器 没有 明显 可 多 的 好 
处 ， 那 么 哈 尔 滤波 器 在 这 里 是 更 可 取 的 ， 因 为 它 最 小 化 了 有 关 边 界 条 件 效果 的 顾 
虑 (我 们 用 一 对 粗 垂 线 来 表示 每 个 多 分 辩 分 析 分 量 的 边界 区 域 一 一 参见 5. 11 节 ). 
AE J =4 是 因为 我 们 主要 在 指出 通过 尺度 n 和 mm 的 确定 时 间 依 赖 性 ， 把 它 和 
在 更 高 尺度 上 缺乏 这 样 依赖 性 相 比 较 感 兴趣 . 由 于 这 个 数据 是 按 年 记录 的 ( 即 At= 
] 年 )， 多 分 辩 分 析 的 分 量 连带 从 最 下 面 到 最 上 面 依次 为 1、2、4 和 8 年 的 物理 太 


度 上 的 平均 的 变化 (分 别 从 五 , 升 到 念 ,) 和 16 年 的 平均 (6,)， 多 分 辨 分析 最 感 兴 
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Ty TE EAN D 和 万 .中 变化 的 明显 不 均等 ;， 表面 上 看 起 来 在 这 两 个 细节 中 
直到 早期 的 700 年 有 比较 大 的 变化 性 ， 对 于 较 高 尺度 的 细节 (万 MD). 证 明 在 
记录 的 早期 部 分 没有 增加 的 变化 性 依据 ， 当 增加 的 变化 性 是 很 明显 的 一 一 在 一 个 
较 小 的 程度 上 一 一 -在 {X,} 本 身 的 图 上 且 已 经 用 其 他 方法 研究 过 (Beran，1994)， 
基于 小 波 的 多 分 辨 分 析 十 分 清楚 地 将 它 选 出 来 ， 并 且 很 好 地 证 明了 它 是 在 尺度 上 
被 局 部 化 的 ，Toussoun 的 字母 组 合 及 Popper(1951) 和 Balek(1977) 后 来 的 历史 
性 研究 都 指出 了 715 年 (或 其 后 不 久 ) 在 开罗 附近 的 尼 岁 河上 Roda 岛屿 上 的 清真 
寺 里 “水 位 计 ” 的 构造 (这 年 在 图 192 的 两 个 图 上 用 横 轴 上 的 一 个 延长 记号 所 标 
ic). 从 那个 时 候 到 1284 年 中 每 年 的 最 低 水 位 就 用 这 个 装置 所 测量 (或 是 在 861 
年 做 的 一 个 新 构造 )， 从 622 一 714 年 测量 的 精确 渊源 是 不 被 人 所 知 的 ， 但 是 他 们 
最 大 可 能 在 开罗 附近 的 不 同位 置 上 ， 用 Roda 岛 上 清真 寺 的 那个 较 差 的 不 同类 型 
的 测量 设备 ， 因 此 这 个 新 的 水 位 计 导 致 了 最 小 尺度 上 变化 性 的 减少 ， 这 种 说 法 是 
很 合理 的 (根据 地 球 物理 解释 这 种 变化 性 的 差别 是 很 难 的 ). 

我 们 将 在 8.8 节 和 8.9 节 回 到 这 个 例子 当中 ， 在 那里 我 们 利用 非 止 式 的 和 正式 
的 统计 检验 来 核实 在 大 约 715 年 前 后 在 一 两 天 的 尺度 上 的 变化 性 是 相当 不 同 的 . 


5.10 例子 : 海洋 切 变 测量 


这 里 我 们 考查 垂直 海洋 切 变 测量 的 … 个 "时间 ?序列 . 这 些 数 据 是 通过 越过 船 
的 侧面 然后 设计 着 垂直 下 降 到 大 海里 的 方法 而 收集 到 的 ， 随 着 下 降 ， 调 查 搜集 了 
作为 深度 的 函数 的 有 关 海 洋 的 测量 .， 因 此,“ 时 间 " 序 列 的 次 序 变量 就 是 深度 . 测 
量 之 一 就 是 水 速 的 x 分量. 这 个 速度 的 收集 是 每 隔 0. 1 米 ， 先 在 10 米 的 一 个 区 
间 上 分 划 ， 然 后 被 低 通 滤波 从 而 得 到 海洋 里 与 垂直 切 变 相关 的 一 个 序列 . 图 194 
的 底部 图 片 展示 垂直 切 变 测量 的 序列 在 这 里 用 到 了 (这 个 序列 有 秒 分 之 一 的 单 
位 )， 数 据 从 350. 0 米 深 延伸 到 1037.4 米 ， 增 量 Ar=0. 1m( 总 共有 N=6 875 个 
数据 值 )， 在 图 上 有 两 条 标记 过 的 细 垂 线 ， 其 间 有 从 489. 5 米 到 899. 0 米 范 围 变 
化 的 4096 个 值 ( 这 一 子 序列 将 在 8. 9 节 中 进一步 讨论 ). 

图 194 表示 出 了 用 LA(8) 小 波 滤 波 器 构造 的 一 个 J ,= 二 6 层 的 多 分 辨 分 析 ， 我 
们 选择 这 个 滤波 器 主要 是 因为 ， 当 我 们 在 8.9 节 回 到 这 个 例子 时 ， 将 会 既 对 研究 
不 同 尺度 的 小 波 系数 如 何 与 时 间 有 关 感 兴趣 ， 又 对 能 提供 防备 漏 泄 的 小 波 滤波 器 
感 兴趣 ( 漏 泄 的 定义 也 将 在 8. 9 节 讨 论 )， 在 时 间 上 完成 调整 的 自然 选择 是 最 接近 
对 称 (LA) 或 coiflet 滤波 器 .在 这 两 类 滤波 器 中 ，LA(8) 是 具有 可 接受 的 举 泄 特 
性 的 最 短 滤波 器 (如 果 我 们 只 对 多 分 辨 分 析 感 兴趣 ， 那 么 D(4)、D(6) 和 C(6) 滤 
波 器 将 会 产生 与 LA(8) 滤 波 器 的 多 分 辨 分 析 十 分 类 似 的 多 分 辨 分 析 ， 但 是 对 于 哈 


尔 多 分 辨 分 析 ， 小 尺度 细节 D, 看 起 来 由 于 漏 泄 而 相当 不 同 )， 我 们 假设 Jo=6 是 
因为 这 个 是 明显 不 受 破 裂 影响 的 最 小 尺度 的 指标 (下 面 将 会 讨论 )， 这 一 选择 将 会 
产生 使 破裂 隔离 细节 序列 的 一 个 多 分 辨 分 析 ， 并 且 也 会 产生 (为 了 比较 ) 不 受 破裂 
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图 194 用 垂直 切 变 测量 (用 逆 瞬 间 ) 的 LA(8) 小 波 对 深度 (单位 : HOM Jo BRKE R 
散 小 波 变换 多 分 辨 分析 ， 这 个 序列 是 由 华盛顿 大 学 应 用 物理 实验 室 Mike Gregg 搜 
集 和 提供 的 


影响 的 一 个 细节 序列 ， 

图 194 中 的 多 分 辨 分 析 是 用 平滑 5S; 来 支配 的 .这 个 平滑 在 序列 {X,} 的 除了 
开头 和 末尾 之 外 的 其 他 部 分 里 ， 看 起 来 是 大 尺度 变化 的 一 个 合理 的 摘录 ， 这 里 极 
大 重 全 离散 小 波 变换 里 固有 的 周期 假设 可 论证 的 原因 曲解 了 在 Ss 上 的 失真 (和 以 
前 一 样 ， 与 给 定 的 D; RS, 相交 的 粗 垂 线 对 ， 绘 出 了 至 少 在 一 定 程度 上 受 边 界 条 


件 影响 的 多 分 辨 分 析 的 一 部 分 )， 如 同 需求 的 ， 我们 能 用 映射 边界 条 件 来 消除 这 
些 轻 微 的 失真 (参见 围绕 式 (140) 的 讨论 )， 因 为 平滑 支配 着 多 分 辨 分 析 ， 且 细节 


不 是 可 辨别 的 ， 我 们 已 经 在 图 195 PAH T D. 细节 很 好 地 挑选 出 了 两 处 破 
型 ， 一 次 在 450 米 附近 ， 另 一 次 刚好 在 950 米 后 (第 二 次 破裂 在 图 194 里 {X, } 的 
图 中 可 清楚 地 看 到 ， 但 第 一 次 仅 在 事后 才 看 得 明显 )、 因 为 与 D; 相关 的 物理 尺度 
是 riAt=0.1r K, 我们 看 到 第 一 次 破裂 在 0.8 米 和 更 小 的 尺度 上 是 突出 的 ( 即 
方 , 向 上 到 五 ,) ， 而 在 尺度 1. 6 米 ( 即 D;) 上 仍 有 第 二 次 破裂 的 突出 迹象 ， 对 J >T 
的 多 分 辨 的 核查 表明 ， 对 于 长 于 3. 2 米 的 实际 尺度 没有 这 些 破裂 的 迹象 ， 如 果 我 
们 更 仔细 地 检查 第 一 次 破裂 ， 就 会 看 到 在 五 ,(0. 8 米 ) 处 迅速 下 降 ， 但 破裂 在 越过 
这 个 下 降 点 的 较 小 尺度 细节 上 (D;、D; 和 万 , ) 延续 ， 一 个 物理 解释 可 能 是 在 一 

0.8 米 尺度 上 的 骚动 驱使 着 在 更 深 处 较 短 尺度 上 的 骚动 ， 相 比较 ， 第 二 大 的 破裂 
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图 195 对 图 194 表示 的 多 分 辨 分 析 的 细节 序列 的 扩大 图 


看 起 来 在 细节 万 至 到 人 D; 被 联合 定位 ， 但 好 像 在 互 AD, 里 ， 也 有 破裂 的 主要 部 
分 之 前 的 增加 变化 性 的 线索 .一 个 极 大 重 委 离散 小 波 变换 多 分 辩 分 析 使 得 在 不 同 
尺度 上 的 结果 之 间 的 深度 (或 时 间 ) 关 系 式 是 很 重要 的 ， 因 为 它 的 细节 和 平滑 与 零 
相位 滤波 器 相关 . 〈 虽 然 由 多 分 辩 分 析 给 定 的 加 性 分 解 给 出 了 切 变 序列 的 一 个 有 
用 的 基本 描绘 ， 但 我 们 在 已 经 讨论 过 用 简单 的 统计 模型 评论 基于 小 波 的 方差 分 析 
的 方法 后 ， 将 在 8.9 节 里 更 多 地 说 明 关 于 它 的 特性 . ) 


5. 11 实际 应 用 中 需要 考虑 的 问题 


TE 4.11 节 中 ， 我们 讨论 了 实现 时 间 序 列 的 离散 小 波 变 换 分 析 时 必须 考虑 的 
几 个 实际 因素 ， 做 的 一 些 评 论 对 极 大 重 又 离散 小 波 变换 也 是 适合 的 ; 然而 ， 由 于 
离散 小 波 变换 和 极 大 重合 离散 小 波 变换 之 间 有 相当 大 的 差别 ， 故 下 列 主题 的 每 
个 都 值得 更 多 的 讨论 . 
。 小 波 滤波 器 的 选择 

在 很 大 程度 上 ，4. 11 节 做 出 的 关于 给 离散 小 波 变换 选取 一 个 特殊 的 小 波 滤 
波 器 的 评论 对 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 也 是 有 效 的 ， 但 如 图 196 中 所 表述 的 ， 极 大 
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图 196 在 每 一 组 里 从 顶部 到 底部 用 哈 尔 ，D(C4)，C(6) 和 LA(8) 小 波 滤 波 器 ， 对 心电图 时 间 
序列 离散 小 波 变换 平滑 S; (顶部 4 个 序列 ) 和 极 大 重 登 离散 小 波 变换 平滑 S, (底部 4 
个 序列 ) 的 比较 . 粗 乖 线 表明 了 平滑 的 边界 区 域 ， 即 ，( 至 少 在 一 定 程度 上 ) 被 循环 性 
假设 所 影响 的 平滑 


重 倒 离散 小 波 变换 对 产生 一 个 多 分 辨 分 析 的 用 途 使 得 对 小 波 滤 波 器 的 选择 更 不 重 
要 了 .图 196 顶部 的 4 个 序列 表示 了 对 心电图 时 间 序 列 由 哈 尔 、D(4)、C(6) 和 
LA(8) 多 分 辨 分 析 的 离散 小 波 变换 为 基础 的 平滑 S; (这 些 取 自 于 图 130 到 图 
133)， 基 于 哈 尔 、D(4) 和 C(6) 小 波 滤波 器 的 平滑 包含 了 不 引 大 注意 的 块 、 鱼 翅 
和 三 角 ， 这 些 是 心电图 数据 里 由 于 滤波 器 而 非 相关 特 性 的 典型 产物 .为 一 方面 ， 
LA(8) 光 滑 表明 没有 明显 的 典型 产物 ， 且 因此 可 以 被 认为 是 这 个 序列 里 基线 俩 移 
的 更 实际 的 描述 ， 这 些 因素 就 建议 我 们 对 大 多 数 时 间 序 列 不 用 险 尔 、D(4) 或 
C(6) 的 基于 离散 小 波 变换 的 多 分 辨 分 析 ， 因 为 没有 很 多 序列 ， 它 的 典型 特性 与 
块 、 和 鱼翅 和 三 角 相 匹配 . 

现在 ， 让 我 们 看 一 下 ， 当 从 离散 小 波 变换 转 到 极 大 重合 离散 小 波 变 换 时 将 会 发 生 
什么 ， 图 196 底部 的 4 个 序列 表示 出 了 建立 在 和 以 前 相同 的 4 个 小 波 滤波 器 基础 上 的 
极 大 重合 离散 小 波 变换 光滑 5;。， 从 性 质 上 看 ， 这 三 个 光滑 部 分 很 相似 ， 虽 然 哈 


尔 S, 表示 了 其 余 3 个 极 大 重合 离散 小 波 变换 平滑 所 不 具有 的 十 分 小 的 波纹 的 迹 
象 ， 由 于 不 同 的 小 波 滤波 器 ， 对 心电图 序列 的 极 大 重 释 离散 小 波 变换 细节 的 一 个 
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相似 检验 义 一 次 表示 出 了 相当 小 的 差别 ， 因 此 ， 我 们 不 能 像 离散 小 波 变 换 实例 中 
那样 简单 地 处 理喻 尔 、D(4) 和 C06) 多 分 辨 分 析 . 一 般 地 ， 为 做 出 小 波 滤 波 器 的 
一 个 合理 的 选择 ， 我 们 必须 借助 于 应 用 的 相关 考虑 (例如 ， 如 果 5。 想 获 取 基 线 偏 
差 且 如 果 为 了 论证 ， 我 们 假设 这 个 偏差 的 概念 消除 了 小 波纹 ， 那 么 心电图 分 析 家 
相对 于 哈 尔 将 会 更 偏爱 于 D(4)、C(6) 或 LA(8) 小 波 滤波 器 ). 

为 什么 基于 极 大 重 秋 离散 小 波 变 换 的 多 分 辩 分 析 比 基于 离散 小 波 变 换 的 多 分 辩 
分 析 更 不 依赖 于 小 波 滤波 器 的 关键 在 练习 [5. 1] 中 给 出 ， 它 将 证 明 极 大 重要 离散 小 
波 变换 细节 和 光滑 ， 能 通过 平均 某 些 从 时 间 序 列 的 循环 平移 形式 中 产生 的 循环 平移 
离散 小 波 变换 细节 和 光滑 而 作用 产生 ， 这 个 特别 层次 的 平均 使 得 块 、 鱼 翅 和 三 角 很 
模糊 ， 于 是 消除 了 基于 离散 小 波 变 换 的 多 分 辨 分 析 中 的 明显 的 缺陷 ， 从 滤波 理论 的 观 
点 来 看 ， 产 生 了 极 大 重 伙 离散 小 波 变 换 细节 信 , 的 有 利 特性 ， 因 为 它 是 两 级 滤波 器 级 
联 的 输出 (参见 5.4 节 )， 第 一 级 涉及 了 具有 传递 函数 昌 (*) 的 一 个 “分 析 ” 滤 波 器 ， 而 
第 二 级 是 一 个 “综合 ”滤波 器 万 ' (,)， 无 论 我 们 选择 用 什么 样 的 小 波 滤波 器 ， 等 价 滤波 
BE (+) |? 有 一 个 总 为 零 的 相位 函数 ， 这 个 解释 暗示 我 们 希望 从 不 同 小 波 滤波 器 的 
极 大 重合 离散 小 波 变换 小 波 系数 W, 之 间 ， 找 到 比 相应 的 细节 之 间 更 多 的 不 同 , W, 是 
AH, (,) 形 成 的 ， 其 相位 特性 依赖 于 特定 的 小 波 滤波 器 ， 另 外， 与 极 大 重 亚 离散 小 波 


恋 换 小 波 系数 和 细节 相 联系 的 平方 增益 函数 分 别 是 | HC) | ANC) |. Pe RAT 
希望 后 者 能 在 某 些 前 者 可 能 不 胜任 的 实例 中 ,产生 带 通 滤波 器 的 一 个 还 不 错 的 逼近 . 


这 点 将 由 8.9 节 的 例子 六 述 ， 其 中 证 明了 哈 尔 W, 的 运用 导致 了 一 个 与 建立 在 长 度 LS 


4 的 小 波 滤波 器 基础 上 的 W, 相 比 ， 受 到 “泄漏 ”妨碍 的 方差 分 析 . 

作为 总 结 ， 与 基于 离散 小 波 变换 的 多 分 辩 分 析 相 比较 ， 一 个 基于 极 大 重 得 离 
散 小 波 变换 的 多 分 辨 分 析 ， 更 少 依赖 于 我 们 对 小 波 滤波 器 的 选取 ， 但 不 如 说 ， 我 
们 总 是 推荐 使 用 一 个 特定 的 滤波 器 ， 建立 在 不 同 小 波 滤波 器 基础 上 的 多 分 辨 分 析 
之 间 差 别 的 一 个 细致 研究 仍然 需要 看 哪个 滤波 器 最 适合 特定 的 应 用 ， 我 们 希望 小 
波 滤波 器 对 极 大 重合 离散 小 波 变换 小 波 系数 有 一 个 更 大 的 影响 ， 因 为 这 些 更 高 地 
依赖 于 单独 的 小 波 滤 波 器 的 特性 . 
。 处 理 边 界 条 件 

与 离散 小 波 变换 一 样 ， 极 大 重生 离散 小 波 变换 利用 了 循环 滤波 ， 因 此 我 们 在 
4. 11 节 所 做 的 关于 循环 边界 条 件 和 镜像 边界 条 件 的 简单 选择 对 象 的 评论 ， 可 一 
样 旦 很 好 地 运用 到 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 上 ， 接 下 来 我们 考虑 循环 性 影响 极 大 
重 秋 离散 小 波 变换 系数 及 多 分 辩 分 析 的 程度 一 一 我 们 的 讨论 与 对 离散 小 波 变换 的 
讨论 是 十 分 类 似 的 ， 但 相关 的 公式 是 十 分 不 同 的 . 

让 我 们 先 准确 地 确定 哪些 极 大 重 又 离散 小 波 变换 系数 被 循环 性 假设 所 影响 ， 为 
此 ， 仅 需 观察 一 下 式 (169a) 中 对 W,., 和 V,., 的 定义 ， 且 了 解 i 的 哪些 值 能 使 我 们 在 不 
改变 这 些 系 数 定义 的 方式 下 ， 消 除 XX,_iman 中 的 “ 求 余 ” 操 作 ， 在 形成 每 个 系数 时 ， 

上 5 标 范围 从 0 到 上 一 1 二 (2 一 1)(L 一 1).， 因为 只 要 2L o1, 对 所 有 的 1 就 有 
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1 一 IimodN=1 一 !:， 所 以 被 循环 性 所 影响 的 极 大 重 花 离散 小 波 变 换 系数 是 

W, 和 Vu, t= 0.,min{L, —2,N—1}. (198a) 
我 们 称 上 边 的 系数 是 极 大 重合 离散 小 波 变 换 边 界 系数 . 如 对 W, AV, 中 的 离散 小 
波 变 换 系数 是 正确 的 一 样 ， 边 界 系 数 全 部 产生 在 W, MV, 的 开始 .因为 这 些 向 量 
WHER BEN, AL, 随 着 j 的 增 大 而 增 大 ， 故 边界 系数 的 比例 也 随 着 7 的 增 大 
而 增 大 且 当 工 —1>N 时 ， 即 当 />>log: (FT 十 1 ) 时 ， 比 为 1. 

让 我 们 现在 特殊 化 最 接近 对 称 的 滤波 器 和 coiflet 小 波 滤 波 器 ， 且 假设 L,< 
N， 以 使 min{L; 一 2，N 一 1) 二 L,; 一 2( 即 至 少 有 一 个 系数 不 是 边界 系数 )，4.8 和 
4.9 节 的 讨论 表明 ， 为 得 到 与 调 准 的 滤波 器 输出 ， 我 们 必须 循环 平移 极 大 重 全 
离散 小 波 变换 的 系数 向 量 ， 而 平移 的 量 由 最 接近 对 称 的 滤波 器 或 coiflet 滤波 器 的 
相位 特性 指定 有 了 在 式 (114b) 和 (114a) 中 定义 的 vy 中 和 wv‘ ， 这 个 步骤 产生 了 
循环 平移 向 量 了 -1% ” OW, 和 了 -1% 1V,， 其 元 案 可 相对 与 相应 元 素 有 关联 的 
相同 实际 次 数 而 被 绘制 成 图 ， 因 此 ， 一 些 极 大 重 释 离散 小 波 变换 边界 系数 将 被 转 
移 到 循环 平移 向 量 的 末端 ， 在 了 -1” Ww, 中 的 边界 小 波 系 数 指标 由 

t=O0,,L,-2—|8"| 及 t= Ny®|,…,N—1 (198b) 
给 出 ; 同样 地 ，T-1” |, 里 的 边界 系数 的 指标 由 

t=O0e,L,-2—|v? | 及 t=N- || N- (198c) 
给 出 (练习 [5.11] 将 核对 这 些 式 是 合理 的 ， 即 我 们 总 有 LL 一 2 之 |vi" | 和 上 ;一 2 之 
Lyi? |). 这 些 结果 能 够 用 来 将 垂 线 加 在 循环 平移 向 量 的 图 中 ,其 解释 为 这 些 线 
描绘 了 除了 循环 性 影响 的 那些 系数 外 已 绘制 成 图 的 那 部 分 .作为 例子 ， 这 些 线 作 
为 图 183 的 一 部 分 出 现 ， 展 示 了 心电图 序列 的 LA(8) 极 大 重合 离散 小 波 变 换 . 

最 后 ， 让 我 们 研究 一 下 循环 性 是 如 何 影 响 极 大 重奏 离散 小 波 变换 细节 万 和 
平滑 5, 的 (这 一 讨论 应 用 到 所 有 小 波 滤波 器 ; 即 我 们 不 再 只 限制 到 最 接近 对 称 或 
coiflet 滤波 器 )， 像 式 (172a) 所 表示 的 一 样 ， 细 节 人 D neu atta |A (È) | 给 出 
的 一 个 循环 滤波 器 滤波 X， 而 从 X 中 直接 得 到 ， 这 个 滤波 器 是 通过 滤波 器 
{ 大 ,与 本 身 互相 关 作 用 而 形成 的 一 个 周期 滤波 器 ， 即 { 亡 ,的 自 相 关 ( 和 参见 
式 (36e)).， WRAL (A, +h), 表示 这 个 滤波 器 ， 就 可 以 用 式 (36c) 写 


phe = 0 
其 中 我 们 用 到 了 事实 : 对 于 /一 0 AIL, hy ~OCH EKG 360 LR, 回忆 j,i 
EAR, HEAL =A). MEERI UER, 4 |1| >L; 时 ,hh 十; = 0; BI 
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滤波 器 (Aj thia) 的 宽度 2L, 一 1 为 奇数 ， 并 且 以 1 二 0 为 中 心 ， 因 此 ， 我 们 可 以 
将 万 ， 的 元 素 写 为 


L.—1 
Dy. as p> h; a E PEES ’ r= 日 go N Samant l, 


从 此 式 可 以 明显 地 看 到 ， 只 要 我 们 有 t-(L,-1)>S0Mt4+(L,-1<N-1, 元 


Li —] 


Due = D) RRX =L 1l N-L,. 
1 一 一 (了 .一 ]) 
D, 的 那些 受 循环 性 影响 的 元 素 因 此 就 是 那些 满足 上 = 王 0，…，Li 一 2 或 上 = 太一 
Lj 十 1，…，N 一 1 的 指标 .同样 的 论证 对 5; 也 是 有 效 的 . 
我 们 可 以 使 用 上 面 的 结果 将 垂 线 放 到 五 和 5; 的 图 中 以 描绘 出 边界 区 域 ， 即 
由 循环 性 影响 的 区 域 ， 这 在 图 183、184、186、192、194 和 195 中 做 过 ， 并 且 也 


在 图 196 做 出 的 极 大 重生 离散 小 波 变换 平滑 5 中 (这 些 是 底层 的 4 个 序列 ) 做 过 . 
从 后 面 这 个 图 可 以 看 到 ， 随 着 小 波 滤 波 器 长 度 工 的 增加 ， 边 界 区 域 的 范围 也 增 
加 ， 对 图 196， 边 界 区 域 也 被 绘画 在 相应 的 离散 小 波 变换 平滑 5 上 (上 面 绘 出 的 
4 个 序列 )， 对 一 给 定 的 小 波 滤波 器 ，S。 和 S。 之 间 的 比较 表明 ， 极 大 重合 离散 小 
波 变换 边界 区 域 比 离散 小 波 变 换 区 域 稍微 大 些 ， 我们 必须 不 可 避免 地 为 极 大 重合 
离散 小 波 变换 多 分 辩 分 析 的 有 吸引 力 的 特性 付出 代价 . 像 4. 11 节 所 强调 的 ， 我 
们 必须 将 边界 区 域 看 作 是 循环 性 影响 的 非常 传统 的 度量 标准 一 一 循环 性 对 之 有 有 
害 影响 的 区 域 通常 比较 小 . 
。 处 理 不 是 2 的 办 的 抽样 尺寸 

如 同 本 章 里 很 早 就 特别 提示 过 的 ， 极 大 重 释 离散 小 波 变换 对 所 有 的 抽样 尺寸 
都 是 有 定义 的 ， 和 离散 小 波 变换 不 一 样 ， 这 就 没有 必要 为 特殊 的 适应 来 处 理 特定 
的 抽样 尺寸 . 
。 对 极 大 重 登 离散 小 波 变 换 J 层 的 选择 

我 们 讨论 对 于 离散 小 波 变换 在 选取 Jo 时， 注意 一 个 合理 的 选择 主要 依赖 于 眼 
前 的 时 间 序 列 一 一 对 极 大 重 从 离散 小 波 变 换 也 是 一 样 的 。 然而， 很 有 意思 的 是 ， 如 
果 N=2!， 我 们 就 不 能 使 J。 比 离散 小 波 变 换 的 J 大 (因为 离散 小 波 变换 塔 式 算法 当 
只 剩 下 单个 尺度 系数 时 ， 就 必须 结束 )， 令 J ,二 本 在 表面 上 将 会 提供 一 种 获得 关 
于 时 间 序 列 在 比 序列 的 整个 范围 还 大 的 尺度 上 变化 的 信息 ， 这 是 与 直觉 上 相反 
的 . 练习 [5. 9c] 表 明 ， 事 实 上 如 果 令 J>, 就 什么 益处 也 得 不 到 : 当 N=2’ 
it. Sy, 的 所 有 元 素 就 必须 与 对 所 有 Jo AY X 的 抽样 均值 相同 ， 因 为 式 (172c) 
说 五 a = 3 -Sp XE Jo >J 层 的 所 有 极 大 重 伙 离散 小 波 变 换 细节 都 得 限制 


200 第 5 章 


为 零 ， 对 不 是 2 ARRAN ot, SEL Dy, 随 着 2 /N 的 增 大 超过 大 约 1. 5 时 ， 
快速 地 接近 于 零 

如 果 ， 诸 如 在 离散 小 波 变 换 讨论 中 那样 ， 我 们 极力 要 求 在 V, 里 至 少 有 一 个 不 是 
边界 系数 的 极 大 重奏 离散 小 波 变 换 系数 ， 经 验 法 则 要 求 条 件 J <loge (二 -十 1) ;如 


果 这 个 法 则 被 认为 是 太 传统 了 ， 那 么 可 选择 的 上 界 是 Jo loge (N)， 或 在 极 少 数 例子 
H, J Slog (1.5N)， 这 三 个 上 界 应 该 被 仅仅 认为 是 最 初 选择 Jo 的 问 导 一 一 .Jo 的 最 
后 选择 必须 来 自 于 相关 应 用 的 考虑 因素 . 


5. 12 ”小结 

假设 X 是 N 维 向 量 ， 它 的 元 素 是 实 值 时 间 序 列 {X,: 1 一 0,，…，N 一 1},， 其 
中 抽样 尺寸 N 是 任意 的 正 整数 ， 对 于 任意 正 整数 J。 XW Jo ARAB RA) 
波 变换 是 一 个 由 J 十 1 个 向 量 W,，…，Wj, 和 Vj 组 成 的 变换 ， 所 有 这 些 向 量 都 
ENK. HEW, 包含 了 与 尺度 +, 三 2 上 的 变化 有 关 的 极 大 重合 离散 小 波 变 
换 小 波 系数 ， 而 V, 包含 了 与 尺度 ,二 2* 上 的 平均 值 有 关 的 极 大 重 全 离散 小 波 变 
换 尺度 系数 ， 在 概念 上 ， 基 于 极 大 重 释 离 散 小波 变 换 系数 的 定义 ( 见 下 面 )， 我 们 
能 写 W, = WX 和 Vj = 二 5,X， 这 里 W; MY E NXN 阶 和 矩阵 (然而 ， 实 际 上 ， 
极 大 重 肥 离散 小 波 变换 系数 向 量 是 通过 下 面 的 一 个 有 效 “ 塔 式 ” 算 法 所 产生 的 ). 
时 间 序 列 X 可 以 由 它 的 极 大 重奏 离散 小 波 变换 恢复 


Jo 
x=), WwW, + Dr V, = Dt, 
这 借助 于 第 ; 层 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 细节 五 = WTW, il Jo 层 极 大 重 枯 离散 小 波 变 
换 光滑 5 三 IV, ， 定 义 了 一 个 基于 极 大 重 符 离散 小 波 变 换 的 X 的 多 分 辨 分 析 .一 
个 尺度 对 尺度 的 方差 分 析 可 以 建立 在 能 量 分 解 
|x|? = - aL) 十 | l 


的 基础 上 ， 和 离散 小 波 变 换 不 一 样 ， “ 极 大 重奏 离散 小 波 变换 不 是 一 个 规范 正 交 变 
换 ， 但 它 从 来 没有 失去 产生 上 面 的 多 分 辩 分 析 和 能 量 分 解 的 能 力 ， 与 离散 小 波 变 
换 产 生 的 很 类 似 ， 极 大 重合 离散 小 波 变 换 的 一 个 主要 好 处 是 ， 和 离散 小 波 变 换 不 


_ 样 ， 它 不 苛刻 地 依赖 于 对 -- 个 时 间 序 列 的 起 点 的 假设 .特别 地 ， 如 果 Wi, ，…， 
W, 和 V, 是 X 的 极 大 重 登 离散 小 波 变换 ， 那 么 循环 平移 序列 7"X BA E E 
散 小 波 变换 就 是 由 T” Wi =s T” Wj MT” Vj 给 出 的 ， 这 一 事实 指出 ，7"X 的 
多 分 辨 分 析 有 细节 T”" D, 和 光滑 了 ”3, ; 另 一 方面 由 于 Tw, = Iw, |? 
和 上 Te Vy. ?= Vy, 上 *， 能 量 分 解 仍然 保持 . 

根据 定义 ， W, KIV, 的 元 素 是 由 滤波 X 得 到 的 输出 ， 即 


= DX i modN 和 Pu = 人 —imodN ， st = 0, NON 
{=0 
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JOR (Ay) AM gc) EOS fA HAR SE AR SE A. UE a 
根据 对 离散 小 波 变换 的 第 FE SE Bh) AR BEER A) Ag RBA hy /2) A 
84 二 gu/2 给 出 ， 每 个 极 大 重 全 离散 小 波 变 换 滤波 器 均 有 宽度 L, = 一 1)(L 一 1) 十 1， 
且 能 够 由 基本 的 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 小 波 滤波 器 .三 及 三 h,/Y2 和 与 其 相关 的 极 
大 重合 离散 小 波 变换 尺度 滤波 器 &1,, 三 8 三 (一 1) ha E. Rk, WRH) 
FG CAPPIA (A A) i RR, 则 {有 .1) 和 {8&.) 的 传递 函数 就 由 


pai ~ 
H,(/f) = Rep čen 和 G= IT G2'7) 


给 出 ， 因为 极 大 重合 离散 小 波 变换 滤波 器 仅仅 是 对 离散 小 波 变换 相应 AY SE Ot WE 
器 的 重新 尺度 化 形式 ， 故 我 们 从 前 者 离散 小 波 变 换 得 出 的 所 有 关系 式 经 过 明显 调 
整 后 对 后 者 极 大 重 亚 离散 小 波 变 换 仍 是 有 效 的 一 一 最 重要 的 在 表 202 中 给 出 ， 如 
SRA {ASS AU G31 ) EVR TE BAR hyo) A, O LAN 为 周期 进行 周期 化 后 的 形式 ， 
ee 


W, = >> AS 1X ,imodN 和 V = > A, CERT 
这 些 可 以 用 来 缩减 矩阵 区 ; AY, 的 元 素 ， 特 别 地 ， 式 (171c) 表 明了 Wi; 的 每 一 行 
是 如 何 用 {he,} 的 NN 个 元 素来 构造 的 (矩阵 Vj, 是 用 {B87.,) 类 似 形成 的 ). 

在 实际 应 用 中 ， 和 矩阵 W; AY), 是 不 被 明确 使 用 的 ， 但 更 确切 些 ， 组 成 极 大 重大 
离散 小 波 变换 的 向 量 是 用 “ 塔 式 ” 算 法 形成 的 ， 而 这 一 算法 恰恰 是 使 用 基本 极 大 重合 离 
ee ee A 

,三 [Vo Vao …，V-n- 了 的 N 个 元 素 循环 滤波 构成 的 ， 得 到 第 7 层 极 
KARARI EB NAR OC 

-5 h, V j=} 2"! timodN 和 Vis = pS £1 Wd Li 一 0,……N 一 1 
MV, KICK). HV =X, RAM f=] 开始 塔 式 算法 ， 且 由 了 一 

Jo 重复 算法 后 ， 得 到 所 有 的 J 十 1 Paea PRE E 
HRV, = V ,是 尺度 小 于 A), 的 极 大 重 香 离 散 小 波 变换 尺度 系数 ， 它 们 是 中 间 
的 计算 量 )， 塔 式 算法 可 以 用 矩阵 的 记号 表示 为 负 =B, V AV, = A, Viera SoH 
B, AA, 是 NXN 阶 和 矩阵 ， 这 些 矩 阵 的 元 素 是 从 长 度 为 N 的 循环 滤波 器 里 取得 的 ， 
而 这 些 滤 波 器 是 由 周期 化 { 扩 ) 和 {8,) 的 上 抽样 形式 得 到 的 ， 特 别 地 ， 假 设 我 们 用 因 
数 21-' 上 抽样 {及}( 即 在 滤波 器 的 每 个 元 素 间 插入 2 一 1 个 零 )， 如 果 我 们 用 
tht? 5 表示 周期 化 这 个 上 抽样 长 度 为 N 的 滤波 器 的 结果 ， 那么 B, 的 第 一 行 
就 由 

DAD. RE AGE OO eee hit te] 
给 出 ， 且 剩 下 的 N 一 1 行 是 将 上 边 的 分 别 向 右 循环 平移 1，2，…，N 一 1 个 单位 
得 到 的 . 
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表 202 
h,=h, V2 gE g /f2 
{i} 有 (= 万 HG) (BMG CI =ZGC) 
hi= (—1)' gL a B= (—-1)" he, 
H(p=—-e% 1G (zf) GN=e A(s) 
S, h =H0)=0 X, €,=G (0)= 
> 时 一 到 Dii 
E, hi hnn =O. FO 5, 81 E112n =0.n¥0 
D, Er hiszn =0 
RDN=1HDI= FH GN=IEN=FGN 
Hip H(s¢++)=1 Gint+G(s+4)=1 
GN+Hp=l 
WD AX, fmodN Vi ,至 卫 ， iX: tmodN 
Wym D, hi Yi Vie = Di fi Vl 
h= A DEAS) Bia = G (=G) 
= os j? ~ os jel 
H;iP=H 2 ' f) I 62's) G= [| 6a'p 
or 10 
H, P =z HD) G N= RGA 
HN =H, 2 foG 1) G; N=G (2 PHG, IC 
tha} H, C) (By Gs) 
S, hy. =H, (0) =0 D, g, =G, (ED 
,站 ,= 方 2: uy 
S R ahjar = 0.040 Dy Fk jt2in =O NAO 
D, Ejth jarring =O 
A= APPA 8 CnD=160D1= 方 201 
Wi. De A jaX 1 tmoan Vi 一 2， E ja X e-iman 


注 ; 涉 及 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 的 小 波 和 尺度 滤波 器 的 主要 关系 式 ( 对 这 里 用 到 的 ZR H 
154 中 的 约定 一 样 ). 
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给 定 W, 和 V, ,我 们 能 够 经 由 极 大 重 释 离散 小 波 逆 变 换 塔 式 算法 的 第 j ERA 
V,_, 的 元 素 , 即 


Ll _ L-1 _ 
Vj-i, = nS h, W ezi? mod + > Ei V jee 2?! mody p t = 0, l Sp N -一 l. 
is-0 i= 


上 式 可 用 和 矩阵 的 记号 表示 为 


如 果 我 们 由 V。 =X 出 发 且 结 合 上 式 对 j==1,…,J。 的 结果 ,就 会 得 到 
x =B! W, + AT BIW, + Al Al BIW, +--+ Al- Al, BY Wy, 


+ Ate Aj, A] Vn- 
从 上 式 , 我 们 能 以 B= AT Al, BTW, mS, =A AT, 
离散 小 波 变换 细节 和 光滑 的 表示 形式 . ALD, = WI Ww, AIS, =V] V ,我 们 得 到 
Wi=8, Å,- A; AV =A, A,-\" Ai. 
给 定 W; AV), 的 结构 ,我 们 能 明确 地 表示 也 和 Sy 的 元 素 


N-1 N-i 


Dj. = > h$. W 5.14 tmoan 和 S50 = a EI, V Joet +imodN st = 0,1 aie aN 一 i; 
f 


i=? =0 


通过 结合 上 式 与 包含 及 ,和 #87,., 的 对 W,., 和 Vj, 的 表达 式 ,我 们 可 证 明 D, MS, 能 
通过 传递 函数 由 | 瑟 ,(*)|* AUG, Co) |? 给 出 的 滤波 器 ,对 时 间 序 列 XX 进行 滤波 而 
直接 得 到 . 这 些 滤波 器 的 相位 函数 都 恒 为 零 , 故 基于 极 大 重奏 离散 小 波 变换 的 多 分 
辩 分 析 的 每 个 成 分 都 是 与 零 相 位 滤波 器 相关 的 . 零 相 位 特性 是 很 重要 的 ,因为 它 允 
许 我 们 用 X 里 的 结果 有 意义 地 排列 细节 和 光滑 里 的 结果 ， 

最 后 ,如 果 对 X 的 抽样 尺寸 是 为 我 们 能 计算 J。 层 离散 小 波 变换 ,我 们 注意 到 
下 列 对 任意 JLS. 的 第 j 层 离散 小 波 变换 和 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 小 波 系 数 之 间 
的 关系 式 : 


/2 ww = 
Wi = 2 Wida, t= 0,.…,N;—1,， 


其 中 N, 三 N/2( 上 式 是 式 (96d)). 类 似 地 ,尺度 系数 有 关系 Vi PV tou #1)-16 
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5. 13 练习 
[5.1] 假设 X 包 含 偶数 抽样 尺寸 N 的 一 个 时 间 序 列 . 令 D, AS, EA J= 层 部 


5. 3] 
.4] 


分 离散 小 波 变换 为 基础 的 的 一 个 多 分 辨 分 析 的 细节 和 光滑 ,因此 我 们 有 XX 
三 DD 十 5;. 令 Dy, 和 Sj; .是 对 TX 的 一 个 多 分 辨 分 析 的 相应 的 量 ( 即 X 向 右 
一 个 单位 的 循环 平移 像 式 (52a)). 因此 我 们 有 TX= D,a +S, HAR X= 
T'DritT Sj, RRD AS, 是 基于 ,==1 层 极 大 重 苔 离散 小 波 变换 
的 半 的 多 分 辨 分 析 的 细节 和 光滑 ,因此 有 闫 = D +S). 证明 

Ha CD, +T DJ) 和 J= 二 (Si ETS N 


证 明 我 们 也 可 以 写 为 
a l NaO 1 N-1 = 
D, = ALT D;, 和 Si eT Sr". 


其 中 Dr 和 Sm :构成 对 TeX 的 基于 离散 小 波 变换 的 多 分 辩 分 析 . ( 极 大 重 
和 登 离散 小 波 变换 细节 和 光滑 作为 对 X 平 移 形式 的 平移 的 离散 小 波 变 换 细 
节 和 光滑 的 平均 值 ,这 一 解释 一 般 也 是 有 效 的 ,因为 当 N=2/ 和 IsjeJoS 
J 时 ,我 人 有 

D, = 2 TDr 和 5, = 35 È TSr,,, (204) 
还 有 

D =LI T Dry 和 En =D TS,. 
对 于 时 间 序 列 各 种 平移 形成 的 离散 小 波 变 换 概 念 , 然 后 平均 基于 这 些 离散 
小 波 变换 的 适当 平移 过 的 综合 ,这 是 在 Coifman and Donoho,1995 ,讨论 过 
的 “循环 旋转 ”的 主要 概念 . ) 
证 明 万 7 是 对 万 , 的 Moore-Penrose J” Xit (Peterson, 1996). 
提示 :你 可 以 用 这 样 的 结果 ,如 果 . 必 是 一 个 NX2N BYE EMP, = Ty HF 
HP, 人 是 对 称 的 ,那么 人 就 是 对 万 | 的 Moore-Penrose fy j¥ (Rao and Mitra, 
1971). 
式 (176) 表 示 了 对 N=12 Al L=4 的 68,. 对 这 种 情形 上 8, 看 起 来 会 是 什么 样 呢 ? 
利用 5.5 节 的 评论 和 扩展 [1] 中 的 人 擅 代 码 , 用 你 最 喜欢 的 计算 机 语言 实现 
极 大 重合 离散 小 波 变换 塔 式 算 法 和 它 的 道 . 用 D(4) 小 波 和 尺度 滤波 器 , 计 
算 并 做 出 (或 列 出 值 )16 个 点 的 时 间 序 列 (Xiu W, MV, (7 =1,2 M3), 
参见 对 图 42 的 说 明 . 通过 表明 你 能 从 W, AV, (j= 二 1,2 和 3) 重 构 Wi-, 来 验 
证 ,你 的 极 大 重 释 离散 小 波 逆 变 换 塔 式 算法 的 实现 是 正确 的 (这 里 我 们 定 
VV, =X). 验证 ,通过 适当 子 抽样 和 重 尺度 化 W, MV, ,你 就 能 得 到 在 练习 
[4. 17] 计 算出 的 离散 小 波 变换 Wi 和 V. 
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[5.5] “对 练习 [4. 19] 中 考虑 的 同样 的 时 间 序列 X, ,用 下 列 4 个 小 波 : 哈 尔 `.D(4)、 


C(6) 和 LA(8) 中 的 任何 两 个 计算 并 绘 出 &=1 到 6 的 极 大 重生 离散 小 波 变 
换 细节 五 ,. 解释 与 (a){X, } 是 怎样 被 定义 的 (b) 用 到 的 特定 小 波 ,相关 的 细 
节 序 列 的 形式 . 
对 列 在 图 42 标题 上 的 16 个 点 的 时 间 序 列 针 二 [Xi.o Xe Xs ,以 
哈 尔 离散 小 波 变 换 为 基础 计算 Jo =2 层 的 多 分 辨 分 析 , 并 且 对 循环 平移 序 
列 T"X m=1,2 All 3 ,计算 出 相应 的 多 分 辩 分 析 ， 假设 Dr Dro MSR 
示 T"X,n 二 0,… ,3 的 多 分 辨 分 析 的 细节 和 光滑 . 在 数值 上 证 明 方 程 (204) 
成 立 . 
证 明 对 所 有 的 7D, << IW, |? AUS, SIV, |? RZ. 
证 明 对 所 有 的 jo BT B,+ A? A, =In 成 立 ( 这 类 结果 有 时 被 称 为 是 “ 恒 等 
Ay Wt”). 
这 里 我 们 考虑 习题 [171b] 的 三 个 部 分 . 
Ca) 证 明 , 如 果 抽 样 尺寸 是 2 R BD N=2!, 且 选择 J, 宇 ,那么 Vj, 里 所 有 
的 极 大 重 全 离散 小 波 变换 尺度 系数 事实 上 与 X 相等 ,然而 ,如 果 NN 不 
是 2 AYE BRA LEV), 的 元 素 中 就 有 一 些 变化 . 我 们 可 用 这 个 来 证 明 式 
(171a) 可 以 缩减 为 
Jo 
B= EOI. N=? 和 J 之 J 
(b) 证 明 , 对 任何 抽样 尺寸 N 和 任何 层 Jo , 极 大 重要 离散 小 波 变换 平滑 S，)， 
中 元 素 的 抽样 均值 与 X 相等 ,而 任何 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 细节 也 
的 抽样 均值 对 任意 j 层 来 说 均 为 零 . 
(oO 证明, 如 果 N= 2) ERIE J SI BAS, 的 所 有 元 素 事实 上 是 与 
X 相同 的 ,然而 ,如 果 N 不 是 2 WE MAES, 的 元 素 中 就 会 有 一 些 
变化 . 


[5.10] 证 明 , 对 哈 尔 小 波 滤波 器 ,我 人 有 万 (由 十 G Cf) = 1 证 明 这 个 恒 等 分 解 能 


被 用 来 形成 一 个 加 性 分 解 , 并 且 是 直接 建立 在 极 大 重合 离散 小 波 变换 哈 
尔 小 波 系 数 基 础 上 的 (C. A. Greenhall, 个 人 评论 ). 这 种 方法 与 通常 的 哈 
尔 极 大 重 释 离散 小 波 变换 的 多 分 辨 分 析 相 比较 有 什么 样 的 好 处 和 坏 
处 呢 ? 


[5.11] 证 明 , 对 在 4.8 节 和 4.9 节 分 别 讨论 的 所 有 最 接近 对 称 和 coiflet 小 波 滤 


波 器 ,我 们 总 有 OL, — 22> 5 | AL, —2> | | AE] | 和 Iv | 是 在 
式 (114b) 和 (114a) 里 定义 的 (这 个 练习 证 明 了 在 式 (198b) 和 (198c) 里 给 
定 的 :上 的 极限 是 有 意义 的 ). 
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6.0 引言 


在 第 4 章 里 ， 我 们 讨论 了 离散 小 波 变换 ， 其 实质 上 是 将 一 个 时 间 序 列 夺 分 解 成 
与 不 同 尺 度 和 时 间 有 关 的 系数 因此， 我 们 可 以 认为 天 的 离散 小 波 变换 是 一 个 “时 
间 / 尺 度 ” 的 分 解 。 对 一 个 给 定 的 尺度 三 2 一 : ， 其 小 波 系数 告诉 我 们 , 于 的 局 部 加 
权 平 均值 怎样 从 一 个 平均 周期 到 下 一 个 周期 的 .尺度 给 出 了 加 权 平 均值 的 时 间 
上 的 有 效 宽 度 ( 即 局 部 化 等 级 )， 因 为 离散 小 波 变换 可 以 借助 于 滤波 器 系统 的 阐述 ， 
故我 们 可 以 将 尺度 概念 和 某 些 频带 联系 起 来 . 对 于 尺度 mn 产生 小 波 系 数 的 等 价 滤 
波 器 近似 是 一 个 通 带 由 [1/2”'，1/2’ jj 给 出 的 带 通 滤波 器 ， 对 于 抽样 信 寸 N=2”， 
N 一 1 个 小 波 系数 组 成 一 一 当 结 合 在 一 起 时 一 一 频率 区 间 [1/2*'，1/2j 的 一 个 倍 频 
程 带 分 解 ， 而 单个 的 斥 度 系数 与 区 间 [0，1/2 ] 相 关 ， 总 之 ， 离 散 小 波 变 换 系数 
将 频率 区 间 L0，172J 分 解 成 邻接 的 单个 区 间 . 

本 音 中 ， 我 们 将 考虑 离散 小 波 包 变换 (Discrete Wavelet Packet Transform, ， 简 称 
DWPT)， 它 能 作为 是 规范 正 交 变换 集中 的 任何 一 个 ， 其 中 的 每 一 个 都 能 通过 对 离散 
小 波 变换 塔 式 算法 的 一 个 简单 变形 计算 出 来 . 每 个 离散 小 波 包 变换 都 与 了 层 有 关 ， 而 
BD j 层 离散 小 波 包 变 换 将 频率 区 间 [0，1/2j 分 解 成 2 个 相等 的 单个 区 间 ， 因 为 第 
J 一 1 层 分 解 将 频率 区 间 [0，1/2] 分 成 N/2 二 2 ' 个 相等 的 区 间 ， 因 此 ， 有 一 个 模仿 的 
离散 小 波 包 变换 一 一 但 与 之 不 相同 由 离散 傅 里 叶 变 换 给 出 的 [0，1/2] 上 的 分 解 . 
当 j 二 1]，…，J 一 1 时， 相应 的 离散 小 波 包 变换 产生 一 个 称 为 “时间 / 频率 "的 分 解 ， 因 
为 每 个 离散 小 波 包 变换 系数 可 以 局 部 化 为 特殊 的 频带 和 特殊 的 时 间 区 间 ( 这 在 本 质 上 
与 所 谓 的 短 时 健 里 叶 变 换 相似 ， 而 短 时 健 里 叶 变 换 实质 上 是 通过 将 离散 健 里 叶 变 换 应 
用 到 从 X 中 提取 的 子 序列 上 来 计算 的 )， 我 们 也 可 以 通过 将 从 不 同 离散 小 波 包 变 换 仔 
细 筛 选 出 的 基 向 量 集合 起 来 产生 一 个 更 大 的 规范 正 交 变换 集 ， 事实 上 ， 离 散 小 波 变 换 
和 所 有 部 分 离散 小 波 变换 都 能 够 用 不 同 离散 小 波 包 变换 里 的 基 疝 量 形成 ， 因 此 这 个 方 
案 导 向 了 一 个 在 时 间 / 尺 度 和 时 间 / 频 率 分 解 之 间 充 当 桥 梁 的 灵活 的 变换 集 . 
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本 章 余 下 的 部 分 是 如 下 组 织 的 . 首先， 在 6. 1 节 中 讨论 离散 小 波 包 变换 的 基本 概 
念 ， 和 离散 小 波 变 换 一 样 ， 尤 其 强调 了 这 个 变换 只 依赖 于 小 波 滤 波 器 {h,} 及 与 之 相关 
的 尺度 滤波 器 ig,}。 在 6.2 节 中 我 们 将 给 出 利用 太阳 物理 时 间 序 列 的 离散 小 波 包 变换 
分 析 的 一 个 例子 ， 因 为 离散 小 波 包 变 换 能 用 来 产生 规范 正 交 变换 的 整个 集合 ， 所 以 在 
6. 3 节 里 我 们 考虑 了 对 一 个 给 定 的 时 间 序 列 定义 一 个 "最 优 ? 变 换 的 方法 ， 然 后 在 6. 4 
节 说 明 这 种 方法 在 太阳 物理 序列 当中 的 用 途 . 当 用 Daubechies 最 接近 对 称 或 coiflet 滤 
波 器 产生 一 个 离散 小 波 包 变换 时 ， 我 们 能 得 到 被 近似 认为 是 一 个 零 相 位 滤波 器 输出 的 
变换 系数 ， 在 6.5 节 中 ， 我们 将 讨论 需要 得 到 这 种 近似 零 相 位 特性 的 时 间 平 移 ， 在 
6.6 节 中 ， 我 们 定义 与 极 大 重 释 离散 小 波 变换 相似 的 极 大 重 伙 离散 小 波 包 变换 
(Maximal Overlap Discrete Wavelet Packet Transform， 简 称 MODWPT)， 且 在 6.7 和 节 
中 用 太阳 物理 序列 提供 了 极 大 重生 离散 小 波 包 变换 分 析 的 一 个 例子 ， 接 着 将 在 6.8 市 
讨论 “匹配 追踪 ”的 概念 ， 它 允许 我 们 通过 用 从 一 个 大 的 向 量 集 (包括 通过 合并 不 同 的 
离散 小 波 包 变换 或 极 大 重 香 离 散 小 波 包 变换 形成 的 向 量 ) 里 选 出 的 少数 向 量 的 线性 组 
合 来 通 近 时 间 序 列 . 在 6.9 节 中 将 匹配 追踪 算法 的 概念 应 用 到 了 新 奥尔良 市 的 子 潮 海 
平面 序列 ， 最 后 , 在 6.10 和 6. 11 节 中 ， 我 们 将 给 出 本 章 的 内 容 小 结 和 一 些 练习 ， 


6.1 基本 概念 


像 第 4 Beep, SW Ww X RRA NXN 阶 正 交 离散 小 波 变换 矩阵 W 变换 X 得 到 
的 小 波 系数 (为 方便 起 见 ， 我 们 假设 对 某 个 整数 J，N==2/)， 实 际 上 ， 和 矩阵 W 实际 上 
没有 产后 ， 它 隐 仿 在 塔 式 算法 中 ， 这 个 算法 的 第 一 步 可 以 用 矩阵 的 符号 描述 为 
- FB le 1 W.. 
m Wa = iy 上 = ks 
H Wa =W, HW o SV. HE P, 是 规范 正 交 阵 ， 因为 
Re B: ] Ta __ rB B; BA; J Iy 0% f l 
P:P, = (CB 1A, |= LAB! a |- & a Iys 
这 由 于 我 们 已 经 构造 了 他 XN BE REB, MA 使 得 
BB? = AA =13 和 BAT = AB = 03 
(这 里 ENNM, TO dea —7 BFA TER HW 0 IX > BPE 
回忆 一 下 ， 对 一 定 的 通 近 阶 ，Wi, 中 的 小 波 系数 表示 了 在 XX 里 频率 了 满足 | | © 


[ 于， 去 ] 的 频率 内 容 ， 而 Wi 表示 了 |71E [0， 1 ] 时 的 频率 含量 ， 变 换 疡 对 应 
于 J, 二 1 层 的 部 分 离散 小 波 变 换 (参见 4. 7 节 ). 
类 似 地 ， 在 塔 式 算法 第 二 步 的 末尾 ， 我 们 有 一 个 变换 (Jo = 2 层 的 部 分 离散 


小 波 变换 ) 表 示 为 
B, 1 Wi 
BA |x = w. |= w, 
AA- Vl [Wao 


208 yeğ 


其 中 ， 和 以 前 一 样 Wi =W.. i W SEW, A Wo =V. 由 构造 ， 我 们 有 
B:B; = AA, = I¥ MBA, = A,B; = 0%, 
因此 很 容易 地 得 出 此 变换 是 规范 正 交 的 ， 因 为 


B, B.B; BA B BAA 
B.A LB iE: E E. l= r BAAB, BAA A 
A: A; AA, Bt A A ATBT AA, ATA! 
y OB? Oy AT] 
= |B,0x BB! BA | 
O¥.¥ O4] 
ae me 
其 中 os Nx Appar ss me. FRR, Wo Bal. yE 


关 ， A = | 有 关 ， W,., 与 区 间 | 0， 言 | 有 关 . 


注意 到 第 二 步 的 规范 正 交 变换 是 通过 使 B 里 的 向 量 不 变 ， 用 有 MAL“ WER” 
A, 里 的 向 量 ， 从 第 一 步 里 得 到 的 . 相反 ， 如 果 我 们 让 .4, 里 的 向 量 不 变 ， 旋 转 B， 
里 的 向 量 ， 会 发 生 什么 呢 ? 那么 ， 我 们 将 会 有 一 个 系数 由 


2.3 A: Bı 
W: |= |B:B, |X 
pJ- r] 
给 出 的 变换 . 
练习 [208] 证 明 上 面 的 变换 是 规范 正 交 的 . 4 
进而 ， 假 如 我 们 把 所 有 的 第 二 层 的 结果 结合 在 一 起 : 
3.3 A,B, 
W3. B: B, 
W.. = B, A, X. (208a) 
Wo -Az A, 
练习 [6. KARERE. UE SEE HE X 的 一 个 加 性 分 解 
7 
| 
T W:.: 
X= (BAL BiB A Br AA] Wa, | (208b) 
| 


= Bi A, Wz. = Bi BW.» F A! B; W. + A AW. ’ 
它 是 仿制 通常 离散 小 波 变换 多 分 辨 分 析 的 ; 同样 ， 我 们 有 
XE = NW I + Werf? + IW. + [Wels 
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由 此 我 们 可 以 产生 一 个 与 建立 在 离散 小 波 变换 基础 上 很 类 似 的 方差 分 析 
(ANOVA). 图 210ad#i8 T X FB) Woo. Wor. Wee Al Wes aor. 
在 式 (208a) 和 图 210a 中 ，W., 的 序 是 尤其 有 用 的 ， 因 为 n 对 应 着 频率 顺序 ; 


二 l l 1 
Wa. 与 标 称 频率 区 间 [0， 寺 | 有 关 : Wi 与 [ 言 ， 地 | 有 关 ; Ws 与 | ps gla 
Ws 与 | 冲 ， y 有关， 这 样 的 一 个 顺序 在 Wickerhauser(1994) 中 称 为 连续 顺序 


注意 图 210a 中 表示 的 第 二 步 滤 波 分 别 是 对 W;.,，7n 二 0，…，3， 的 低 通 、 高 通 、 
高 通 和 低 通 滤波 .对 这 种 低 通 和 高 通 滤波 顺 器 序 的 解释 在 4.4 节 里 就 给 出 了 ， 这 
里 我 们 注意 到 下 面 两 个 重要 的 事实 : 

。 一 方面 ， 用 尺度 滤波 器 (gi) 循环 滤波 X， 然 后 用 下 2 抽样 得 到 序列 Vi 三 Wi， 
它 在 fE [0，1/2] 上 的 频率 含量 与 X 在 ffE [0，1/4 ] 上 的 频率 含量 有 关 ， 

。 另 一 方面 ， 用 小 波 滤波 器 {h)}) 循 环 滤波 X， 然 后 用 下 2 抽样 得 到 序列 Wo = 
Wii, HE fE [0，172] 上 的 频率 含量 与 X 在 JE[Ll/4，1/2] 上 的 频率 含 
量 有 关 ， 但 是 是 逆序 的 (参见 图 86). 

这 种 对 W, ,表示 的 频率 顺序 与 对 X 表 示 的 频率 顺序 相 比 较 的 反 转 解释 了 反 转 
高 通 和 低 通 滤 波 操作 ， 以 得 到 在 WwW:,G 二 0，…，3) 中 频率 的 合适 对 应 的 必要 . 
图 211 描述 了 量 值 平方 离散 傅 里 叶 变 换 ， 如 果 小 波 和 尺度 滤波 器 是 极 好 的 高 低 通 滤 
波 器 ， 那 么 量 值 平 方 离散 传 里 叶 变 换 将 会 在 图 210a 的 流程 图 上 的 不 同 层 里 出 现 . 

图 210b 表示 出 了 看 起 来 更 直观 的 滤波 操作 的 一 个 交替 的 顺序 ， 因 为 在 流程 图 
里 每 次 分 裂 的 上 部 分 总 是 进入 GO), 而 下 部 分 总 是 进入 HC). 事实 上 ， 
Wickerhauser(1994) 认 为 这 是 自然 顺序 ， 但 频率 顺序 没有 直接 反映 到 第 二 指标 中 . 

上 面 的 结果 可 以 用 一 种 明显 的 方式 表现 出 来 ,为 了 产生 十 分 有 用 的 连续 顺 
F, 我们 必须 遵循 下 面 两 个 部 分 规则 ， 

JEW i PAn 是 偶数 ， 就 用 低 通 滤波 器 G(*) 来 得 到 Wi.s,， 用 高 通 滤 
We BSH (+) BSW, 。、 用 和 矩阵 的 记号 ， 我 们 有 


Wi = AjWj-i.n 和 Wmi = BWin (209a) 
[2j 如 果 n 是 奇数 ， 就 用 H(*) 得 到 Wij, ’ 用 G(') 得 到 Wint : 
Wi ,2, = B,;W;-1.n 和 Win — AjWj-i.ns (209b) 


用 这 个 规则 ， 我 们 可 以 在 7 层 时 构造 2 个 回 量 ， EI W,.,. > n=0, °, zak 问 
fit W, S85 KUT .0=| z OT | 上 的 标 称 频率 相关 的 ， 这 个 规则 在 图 212a 中 


Wi gee 
阐述 ， 一 直 分 析 到 3 层 . 这 个 图 是 小 波 包 表格 (WP 表 ) 或 小 波 包 树 的 一 个 例子 . 
因为 我 们 分 析 的 起 点 是 时 间 序 列 X， 所 以 很 方便 地 定义 Woo =X iE xX 与 数 对 
(j, n) FAX, BIC, 0). 
取 久 到 W,., 的 变换 称 为 离散 小 波 包 变换 (DWPT)， 其 中 二 0,，…， Zs 
jE 10，…，J}， 任 何 这 样 的 变换 都 是 规范 正 交 的 . 让 我 们 看 一 下 为 何 是 这 样 的 ， 
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H(Ñ;) | — Way 
! 
H(i) | 一 Wa 
\ Pa 
H(4) — Wi) 
a 网 


图 210a FAURE X BW... Wo. Wi AW, DR CEM). 
在 上 面 选用 了 Ni 三 部 


N ra 
HE) | — W 
(x) i 
w 
H( $) | — W! 
12 â 283 


图 210b HÈ X BW... Wei, Wi. 和 Wia Ar AT ht EC BRD 


我 们 称 Wy in E PW, on A Wion RH”. Mj JAR j 层 的 离散 小 波 包 
恋 换 中 ， 我 们 实质 上 将 每 一 个 母体 用 其 两 孩子 代替 ， 如 式 (209a) 和 (209b) 中 所 描 
述 的 ， 在 母体 结 点 的 分 裂 是 一 个 规范 正 交 变换 .因为 在 j 一 1 层 上 的 每 个 母体 结 
点 上 这 是 正确 的 ， 故 j 一 1 层 的 离散 小 波 包 变换 的 规范 正 交 性 隐 含 了 在 j 层 上 变换 
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图 211 在 频率 域 里 用 标准 的 低 通 和 高 通 滤波 器 G(.) 和 H(*) 滤 波 ， 然 后 又 下 抽样 ， 得 到 的 
结果 的 描述 (这 个 图 与 图 210a 的 流程 图 是 相同 的 )， 长度 为 N 的 输入 的 量 的 平方 离 
散 傅 里 叶 变 换 ， 假 定 随 着 了 从 0 移动 到 奈 奎 斯 特 频率 而 线性 衰减 . 用 G(") 和 HC 
波 六 产生 一 个 半 带 序列 ， 下 抽样 后 变 为 全 带 序列 (Wi 或 Wi:， 每 个 均 有 N/2 个 
点 )， 第 二 次 滤波 且 下 抽样 产生 4 个 新 的 全 带 序列 ， 即 W:。，m 一 0，1，2 和 3 每 个 
W, ,长 为 N/4 且 与 XX 单一 的 四 分 之 一 带 有 关 ， 注 意 每 次 用 H(*) 滤 波 生成 半 带 序列 ， 
其 后 的 下 抽样 生成 一 个 全 带 序列 时 ， 全 带 序列 的 频率 内 容 与 半 带 序列 的 频率 含量 反 
转 ; 另 一 方面 , 用 GO) 滤波 不 能 产生 这 样 的 反 转 (参见 4.4 节 里 由 
H(*) 引 起 的 反 转 的 解释 ) 


的 规范 正 交 性 . 

形成 结 点 指标 的 数 对 集合 (j， 台 由 N 三 {Gj，, n): j50, vers Jos m= Or 1, 
2 一 1} 表 示 ， 其 中 我 们 选取 任意 Jo 满足 Jo <I MR Jo<J, 这 对 部 分 离散 小 波 
变换 也 是 正确 的 ， 事 实 上 我 们 可 以 放松 约束 N=2! 并 且 人 允许 N 取 2” 的 任意 整数 
倍 )， 对 应 着 一 个 正 交 变 换 所 形成 的 小 波 包 系 数 指标 的 数 对 (j，n) 将 用 C 表示 ; 
例如 ， 对 给 出 Was oes Worl j 二 3 层 的 离散 小 波 包 变 换 ， 我 们 有 C 一 人 3， ; 
n=0, =, 7}. WAB, CCN. 

有 意思 的 是 ， 除 了 离散 小 波 包 变换 ， 我 们 在 小 波 包 表 格 里 能 抽取 许多 其 他 的 
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图 212a 描述 闫 到 Ws.o。，…，Ws,; 分 析 的 流程 图 (选用 N, =N/2 ) 


—} = 
12 12 
1 
! 2 


à, z+ 
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= 
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图 212b 描述 X 到 Wos Wa, Wa 和 Wi 分析 的 流程 图 ， 这 与 Jj。 二 3 层 的 
部 分 离散 小 波 变换 是 恒 等 的 
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图 213 HË X BIW... Wi, Wo 和 Wi 分 析 的 流程 图 ,任意 一 个 分 开 的 二 进 分解 


规范 正 交 变换 ， 例如， 所 有 的 部 分 离散 小 波 变 换 可 以 从 这 样 一 个 表格 里 拼合 出 
来 .这 可 以 用 图 212b 来 描述 ， 其 中 J =3 层 部 分 离散 小 波 变换 展示 出 是 由 小 波 
包 表 格 里 的 4 个 结 点 组 成 的 ， 即 C={(3，0)，(3，1)，(2，1)，(1，1)}， 注 意 


这 4 个 结 点 的 标 称 频率 区 间 形 成 [0， 去 | 的 一 个 完全 分 划 ， 更 一 般 地 ， 我 们 定义 
分 开 的 二 进 分 解 ， 其 在 图 212a 的 表格 结构 里 的 每 个 分 裂 点 (可 能 的 母体 结 点 ) 上 ， 
我 们 或 用 G(*) 和 HC*) 表 示 实 行 分 裂 ， 或 根本 就 不 分 裂 ， 这 样 的 一 个 分 解 也 是 规 
范 正 交 的 ， 且 也 与 [0， 5 | 的 一 个 完全 分 划 相 关 ， 图 213 表示 出 了 任意 的 一 个 分 
开 二 进 分 解 ， 这 里 CC 包含 了 数 对 (2，0)，(3，2)，(3，3) 和 (1，1). 

一 日 我 们 选 定 了 小 波 滤 波 器 {h,)}， 那 么 小 波 包 表 格 就 可 以 完全 特征 化 (相应 
的 尺度 滤波 器 {g,} 就 会 由 它 与 {4} 的 正 交 镜像 关系 所 确定 ， 参 见 (75a))， 任 何 从 
小 波 包 表 格 里 抽取 的 规范 正 交 变换 都 可 以 由 C 里 的 数 对 特殊 化 ， 对 图 213 的 规范 
正 交 变换 ， 我 们 有 


1,1 B, 
Was| | ABA 
W| | BBA 
W3 .o AA j 


由 于 这 个 变换 的 规范 正 交 性 ， 我 们 有 一 个 可 加 分 解 


X= [B]! , A BIA? , A; B; B; , AA; 
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= BW, +A BAW +A BI BIW, + A) AW,» 
和 一 个 能 量 分 解 (方差 分 析 ) 
Ix = Wii + Was + W. + Woo |. 


HTF j=l, e, Jo 层 的 离散 小 波 包 变换 系数 ， 我 们 在 前 一 步 里 递 推 地 
滤波 离散 小 波 包 变 换 系 数 . 令 WW;- ,表示 Wj-1.,，n 二 0，…，2;-! 一 1 的 第 1 个 
TOR. 给 定 长 度 为 N;-1 的 这 个 向 量 , 我 们 用 两 个 部 分 规则 来 产生 Wi,, 的 元 素 ， 
得 到 


L— 


W rne = 


ana W j--1,n.2i—1—imodN, 9 


{=0 


了 一 1 
W ont bet — > | bai W j-i n.21- 1-imodN, 9 
1=0 


其 中 
fE n 是 偶数 ; h, n AKG 
cy. ree. O “1, n 是 奇数 . 

练习 [214] 证 明 上 式 一 个 等 价 的 但 是 更 简洁 的 写法 是 


b= 


-Du 时 arruaav ss t= Os,N,—1, (214a) 
ie 
其 中 
ee nmod4 = 0 X 3; 
Uni = (214b) 
lhi, nmod4 = 1 BX 2, 
且 | "| 表示 “整数 部 分 " 算 子 . < 


FRAT AY L B FEW X G4 FARES W., E X Bj W,,, HUE Ra IE 
与 4.6 节 离 散 小 波 变换 的 构造 是 十 分 类 似 的 ， 这 一 部 分 的 研究 将 说 明 怎 样 判断 我 们 
在 这 里 的 论断 是 否 正 确 )、 我 们 必须 先 在 小 波 包 表 格 里 系统 逆 述 对 应 于 结 点 (j，n) 
的 滤波 器 {uw.,,: 1! 二 0，…，L 上 一 1}) 的 正确 形式 ( 像 在 式 (96a) 中 ,我 们 有 工 ,二 
(2i 一 1)(L 一 1) 十 1). 假设 我 们 令 wo 三 gl M uiu =h, H j> WAAG, n) 
(与 式 (102) 类 似 ), + 


上 一 
dat = De n kU j— u- 小 一 2 ths (一 0 一 ] (214c) 
k= 
(通常 ， 当 [<0 ISL, 时 ， 我 们 定义 ww 一 0)， 例 如 ， 对 7 一 2， 


L-i L-1 
42.0.4 一 > Uo Uio d2 一 > BS i-2% 
k=0 k=0 
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L=) L—] 


42.140 一 > Uk) ,0,t-2k 一 >. hig 2k 
k=0 k=0 
L-1 L-1 

tt2,2,! > >, Uz, kU, k = > ， hih ioe 
k=0 k=0 
L-1 L-1 

Wr > U3 44 1,1,1--2k 一 > ， Zrhi-n. 
4 一 0 k=0 


那么 对 7 二 1，…，J。， 我 们 可 以 借助 于 滤波 XX 并 适当 下 抽样 来 写 Wn 的 元 
K. B 


W nt 一 Uj.n IX 2 Cet] 了 一 1] 一 ImodN ， 上 一 0 1,… „N; l. (215a) 


J» 
t=0 


令 Uj,,(*) 表 示 {w.m4) 的 传递 函数 ， 这 个 传递 阴 数 只 依赖 于 尺度 和 小 波 滤波 
器 的 传递 函数 G(*) 和 五 (")， 为 表示 这 种 关系 ， 与 在 Coifman 等 (1992) 中 一 样 ， 
假设 Mo(*) 夺 GC(*) 和 Mi(*) 三 HH(*)， 也 假设 对 小 波 包 表 格 里 的 每 个 结 点 (j ，n)， 
我 们 引入 一 个 长 度 为 i， 所 有 元 素 为 1 KROME... 对 j= 二 1， 我 们 定义 cl 三 
[0] 和 cl 三 [1]3， 对 j 之 1 借助 于 ci,wx，n 二 0，…*，2/! 一 1]， 通 过 下 面 的 两 部 
分 规则 循环 定义 6,,，n 二 0，*…，2’ 一 1. 

[1] 如 果 nmod4=0 或 3， 我 们 通过 在 c;-1| 才 | 的 末尾 添加 一 个 0 产生 6.，. 

[2j 如 果 nmod4=1 R 2, RANE -ij 的 末尾 添加 一 个 1 产生 cj， 
看 一 下 怎样 用 这 个 规则 ， 例 如 ， 假 设 我 们 想 构造 j=4, n=7 的 cn AA 7mod4= 
3， 故 这 个 法 则 的 部 分 [1] 表 明 给 c;,; 添 加 一 个 0 来 构造 c,;， 为 构造 ce,:， 注 意 
3mod4 王 3， 故 部 分 [1] 的 另 一 个 应 用 表明 给 ca 添加 0， 最 后 因为 lmod4=1, BH 
法 则 的 部 分 [2] 来 构造 on. ， 即 给 c1., 三 [0] 添 加 1， 综合 这 些 结果 ， 我 们 有 = 
EO; 44 eT". 

设 Cnm RIR cj., 的 第 m 个 元 素 ， 则 


joi 
Uja) = [| M. "yp. (215b) 


m=0 


向 量 c ,可 以 用 图 216 中 的 排列 次 序 的 小 波 包 表格 来 解释 ， 作 为 例子 ， 考 虑 与 6;,; = 
C3,3,.1% C3,3,2 J 一 [0， l, 0]? 有 关 的 U3,3 (fp. 然后 我 们 有 


U (O =M (NM CNM AN = GCP HCA G4N). 


对 j=3，n=0，…，7 的 LA(8) 滤 波 器 ， 平 方 增益 函数 |Ui,(*)| ”在 图 217 中 被 
表示 出 ， 标 称 的 “理想 ”的 带 通 是 由 垂 线 标明 的 ， 例如， 对 Us:.:(") 的 标 称 带 通 


elie a} 


[ca.s,0， 
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图 216 对 j=1，2 和 3 层 的 排列 次 序 的 小 波 包 表 ， 向 量 6. 的 解释 (0 或 1 分 别 表示 尺度 ( 低 

通 ) 或 小 波 (高 通 ) 滤 波 器 的 使 用 )， 注 意 如 果 在 j 一 1 层 的 母 结 点 到 j 层 的 子 结 点 进行 

时 ， 我 们 要 求 使 用 G(*)， 那 么 就 添加 一 个 0 到 母 的 6， ,| ;| 以 得 到 于 的 6.,; 另 一 


方面 ， 如 果 我 们 用 五 (.)， 那 么 就 添加 一 个 1， 还 注意 到 ， 当 从 左边 到 右边 穿 过 行 j 
=2 或 3 移动 且 选 出 每 个 cj,。 的 最 后 一 个 元 素 时 ， 我 们 得 到 了 模型 "0，1，1，0"7 或 这 
个 模型 的 继续 重复 . (对 通常 的 三 2， 搜 集 cj,,，n 二 0，…，2' 一 1 的 最 后 元 素 将 会 
产生 2 一 :个 *“0，1，1，0? 的 重复 ) 


最 后 ， 回 忆 在 第 j 层 离散 小 波 包 变 换 的 每 个 Wi, 标 称 是 与 带宽 ziT 有 关 的 ， 


即 与 之 相关 的 频率 区 间 工 ;的 宽度 .也 注意 到 Wi 是 与 了 层 部 分 离散 小 波 变换 的 
尺度 系数 的 向 量 V 完全 相同 的 ， 这 些 尺度 系数 是 与 尺度 心 一 2 相关 的 (这 个 量 可 
以 用 序列 的 自 相关 宽度 的 记号 来 论证 ， 参 见 式 (103) 和 围绕 它 的 讨论 )， 因 此 ， 我 
们 可 以 将 A, 的 标 称 的 “时 宽 " 与 Wi 联系 起 来 . 因为 用 来 在 ) 层 创 造 所 有 W,., 的 等 
价 滤波 有 完全 相同 的 宽度 L; 和 相同 的 标 称 带 宽 ， 故 我 们 可 以 论证 地 使 相同 的 时 


BA, 隶属 于 每 个 Wi, 注意， 因为 在 每 个 Wi 里 ， 有 N 一 分 六 个 系数 ， 每 个 系 
数 的 的 标 称 宽度 可 以 产生 总 的 时 间 范 围 N, XA; =N; 即 W,.。 的 系数 集体 覆盖 
TX 提供 的 整个 时 间 ， 按 照 直观 是 合理 的 )， 对 j 一 0， 时 宽 是 1， 然 而 带宽 是 二 ， 
这 在 给 定 j 一 0 层 的 离散 小 波 包 变换 是 一 个 恒 等 变 换 时 ， 是 很 容易 被 发 现 的 。 如 
果 我 们 考虑 另 一 个 极端 的 例子 ， 即 长 为 N 二 2/， 时 宽 为 N， 而 带宽 为 5 六 的 序列 
的 J 展 的 离散 小 波 包 变换 由 于 没有 任何 一 个 等 价 滤波 器 (xj 在 任何 意义 下 是 
局 部 化 的 ， 故 时 宽 是 合理 的 ， 对 所 有 的 j 层 ， 时 宽 和 带宽 之 积 是 一 个 常数 吾 ， 并 


且 和 在 时 间 域 和 频率 域 之 间 的 许多 “ 互 反 性 关系 ”保持 一 致 ( 例 如 ， 参 见 
Bracewell, 1978, 4§ 8 童 或 Percival and Walden, 1993, 5 3 章 ). 
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图 217 基于 LA(8) 小 波 和 尺度 滤波 器 ， 对 于 j=3 Al n=0, e, 7 的 平方 增益 函数 
|U, C) |*， 标 称 的 “理想 * 通 带 是 由 垂 线 怀 记 的 


6. 1 节 的 评论 与 扩展 
[1] 上 面 给 出 的 用 来 构造 二 进 值 向 量 cj., 的 两 部 分 规则 ， 人 允许 我 们 决定 哪个 序 


列 能 引出 带 有 平方 增益 函数 的 ， 在 频率 区 间 工 .二 | zr or |] 上 是 标 称 带 宽 的 


滤波 器 ， 这 个 序列 必须 是 具有 形式 G(2"f) 和 /或 H(2"f) 的 传递 函数 的 滤波 器 着 
积 得 到 的 .， 像 规则 陈述 的 工 ., 与 cj., 相 连接 的 一 个 更 为 正式 的 证 明 ， 参见 Walden 
and Contreras Cristan(1998a). 

[2] 假 设 我 们 有 长 度 为 N=2’ 的 时 间 序 列 ， 并 且 使 用 哈 尔 小 波 构造 J E 
散 小 波 包 变 换 ， 这 个 变换 事实 上 恒 等 于 文献 中 著名 的 (规范 正 交 ) 沃 尔 什 变换 .这 
种 变换 对 N=16 的 情况 的 列 向 量 在 图 218 表示 . 注意 像 离 散 傅 里 叶 变 换 ( 参 见 
图 47) ， 而 不 像 I<) 层 的 离散 小 波 包 变换 ， 对 于 沃 尔 什 变换 的 基 疝 量 在 时 间 上 


图 218 使 用 哈 尔 小 波 滤 波 器 构造 的 了 =4 层 的 N=16 离散 小 波 包 变换 的 行 向 量 ， 这 个 变换 
与 著名 沃 尔 什 (Walsh) 变 换 是 一 样 的 . 基 向 景 按 顺 时 针 次 序 被 展示 ， 以 使 第 行 (的 
转 置 ) 和 时 间 序 列 半 的 内 积 产 生 系数 向 量 Wi., 里 的 单个 元 素 


没有 被 局 部 化 ， 沃 尔 什 变换 作为 离散 傅 里 叶 变 换 的 一 个 对 手 /补充 ， 在 一 些 细节 
上 被 研究 过 了 .更 仔细 地 ， 参 见 Morettin(1981)，Beauchamp (1984) 或 Stoffer 
(1991); 用 沃 尔 什 变换 的 有 意思 的 应 用 ， 参 见 Stoffer 等 (1988) 和 Lanning and 
Johnson(1983). 

[3] 如 我 们 注意 到 的 ， 第 j 层 的 离散 小 波 包 变 换 产生 能 被 划分 成 2 个 向 量 的 
变换 系数 ， 即 Wj.,，n 二 0，…，2/ 一 1, 第 nn 个 这 样 的 向 量 是 与 区 间 工 ;., = 


[s R | 上 的 标 称 频率 相关 的 ， 因 为 每 个 Zi 的 宽度 都 是 相同 的 ， 故 离散 小 


波 包 变换 能 有 效 地 将 频率 范围 [0， 志 | 划分 为 2' 个 整齐 的 隔 开 区 间 ， 由 于 这 种 划 


分 和 离散 小 波 包 变换 是 以 一 种 与 离散 小 波 变 换 十 分 相似 的 方式 计算 的 ， 一 些 研 究 者 
把 离散 小 波 包 变 换 称 作 是 “规则 的 离散 小 波 变 换 ”( 例 如 ， 参 见 Medley 等 ，1994). 


6.2 例子 : 太阳 物理 数据 的 离散 小 波 包 变换 


在 过 程 和 现象 的 一 个 复杂 重 释 太阳 系 的 太阳 球面 上 ， 磁 场 的 物理 学 是 由 发 生 在 
太阳 系 的 和 在 不 同 长 尺度 的 太阳 风 里 ， 与 观察 点 附近 局 部 更 多 的 一 样 的 点 构成 的 . 
尤 里 西 斯 (Ulysses) 宇 宙 太 空 计划 ， 第 一 时 间 里 ， 提 供 了 太阳 系 磁极 地 区 的 观察 ， 这 
些 地 区 是 存 太 阳 活 动 循环 的 一 个 最 小 相位 期 间 内 被 测量 的 ， 且 因此 被 从 磁极 日 免 洞 
出 来 的 快速 太阳 风流 动 支配 。 数 据 覆 盖 的 无 先例 高 比例 (超过 95%) 一 一 随 着 尤 里 
西 斯 的 太阳 系 磁极 轨道 一 一 提供 了 太阳 球面 磁场 的 独特 高 质量 记录 . 
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图 219 尤 里 西 斯 宇宙 飞船 的 轨道 ， 宇 宙 飞 船 起 飞 后 ， 在 地 球 活动 的 平面 上 运行 ， 直 到 木星 
附近 .木星 的 引力 场 将 之 投掷 到 太阳 附近 的 磁极 轨道 上 ， 图 222 底部 绘 出 的 那 部 分 
数据 是 在 宇宙 飞船 上 从 日 照 计 纬度 南 43" 到 太阳 以 南 的 南 62" 时 搜集 的 -一 在 改变 纬度 
时 ， 飞 船 也 缩短 了 与 太阳 的 距离 。 这 里 收集 到 感 兴趣 的 数据 后 ， 飞船 继续 它 的 太阳 
磁极 轨道 ， 但 现在 是 在 太阳 的 北面 运行 (经 伦敦 Queen Mary 和 Westfield 学 院 的 
T. Horbury 的 说 明 许 可 ) 


作为 分 析 的 有 用 数据 是 由 磁场 大 小 的 每 小 时 N= 二 4 096 个 平均 值 的 自由 分 割 
间隔 组 成 的 ， 这 个 磁场 大 小 是 从 1993 年 (12 月 4 日 ) 的 第 338 天 宇宙 时 间 21 时 到 
1994 年 (3 月 24 日 ) 的 第 144 天 宇宙 时 间 12 时 记录 的 ， 且 包括 了 尤 里 西 斯 正在 记 
录 从 太阳 系 南极 的 发 射 物 这 段 时 间 ( 参 见 图 219)， 这 个 序列 在 图 222 底部 被 绘 出 
(这 个 相同 图 的 一 个 扩张 版 本 在 图 235 的 底部 被 表示 出 来 )， 为 方便 ， 我 们 假定 时 
间 变 量 是 在 白昼 时 被 测 出 的 ， 因 此 抽样 区 间 是 At=1/24 天 ( 故 频率 在 每 天 的 循环 
中 被 测量 是 范围 从 0 上 升 到 每 天 12 周 的 奈奈 斯 特 频 率 之 内 变化 ).， 测量 的 单位 是 
毫 微 特 斯 拉 (nanoteslas)， 即 10 悦 特 斯 拉 ， 用 nT 表示 . 和 图 219 中 表述 的 一 样 ， 
在 这 个 时 间 序 列 被 记录 的 区 间 内 ， 尤 里 西 斯 从 大 约 南 43" 到 南 62* 改 变 了 日 照 计 的 
纬度 ， 并 且 它 的 日 心 范围 从 大 约 4 到 3 个 天 文 单位 变化 (由 定义 ， 一 个 天 文 单位 
与 地 球 到 太阳 的 平均 距离 是 相等 的 )， 这 个 向 南 的 半球 面 数 据 显示 出 一 些 大 的 尺 
BEAR. 我们 注意 到 的 4 个 震荡 波 在 图 222 里 被 标 以 a(1994 年 2 月 12 H). 
b(1994 年 2 月 26 日 )、c(1994 年 3 月 10 日 )、d(1994 年 4 月 3 日 )， 我 们 将 测验 
这 些 高 纬度 特点 的 时 间 / 频 率 特性 . 

行星 际 的 震动 波 被 典型 地 分 为 “上 旋转 ”震动 或 “变换 ”震动 (例如 ，Gonzalez- 
Esparza 等 ，1996). 上 旋转 震动 是 由 快速 太阳 风 ( 发 始 于 太阳 的 日 园 洞 ) 在 行星 介 
质 里 超过 慢 速 太阳 风 的 相互 作用 所 产生 的 、 多 次 发 生 的 相互 作用 区 域 被 称 为 上 旋 
转 相 互 作用 域 (CIR)， 并 且 再 现 每 个 太阳 旋转 ， 变 换 震 动 被 认为 是 由 快速 日 园 的 
物质 喷射 (CME) 所 产生 的 .分 类 方法 的 细节 在 Gonzilez-Esparza 4% (1996) 4 HH, 
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图 220 使 用 哈 尔 、D(4) 、C(6) 和 LA(8) 小 波 对 太阳 物理 时 间 序 列 的 7 一 4 层 的 离散 小 波 包 变 
AAW. WACK W, 相对 m= 二 0，…，N 一 1 二 4 095 被 绘 出 图 . 15 条 垂直 的 虚线 
描绘 出 了 W 的 16 ATAR, MAESA, Wy. m= 15, 14, oe, 0 


Balogh 等 (1995) 在 图 222 中 分 类 了 与 日 园 物 质 喷射 相关 的 作为 变换 的 前 两 个 震动 
波 和 后 两 个 反复 出 现 的 上 旋转 相互 作用 域 ， 然 而 ，Zurbuchen 等 (1996) 把 第 一 
个 、 第 三 个 和 第 四 个 看 作 是 反复 出 现 的 . 

由 于 这 个 序列 有 着 随时 间 变 化 的 分 量 ， 故 它 是 说 明 离 散 小 波 包 变换 分 析 性 能 的 
一 个 好 的 选择 ， 图 220 表示 出 了 基于 哈 尔 、D(4) 、C(6) 和 LA(8) 小 波 的 7 一 4 层 的 离 
散 小 波 包 变换 系数 向 量 W TEW.. 垂直 的 虚线 表示 了 每 个 W ITAR W. n= 
0，…，2 一 1 一 15 的 分 划 ( 注 意 W, s 是 图 中 左上 方 的 ， 而 Wo。 是 右上 方 的 )， 系 
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数 向 量 W 和 时 间 序 列 X AAA RAR. RITA WE =| xX)? 是 因为 离散 小 
波 包 变换 是 规范 正 交 变 换 的 ， 每 个 子 向 量 W,., 有 相同 的 元 素 个 数 ， 即 Ni 一 分 一 


256, 子 向 量 W,。 在 实际 频率 的 区 间 盖 Ti,= [na/(32AD， (n 十 1)/(32At) ] 上 跟踪 


时 间 上 的 变化 . 图 表明 了 ， 系 数 的 大 小 通常 是 随 着 减少 的 频率 而 增加 ， 而 最 大 系 
数 属于 Wo (与 频率 的 最 低 区 间 有 关 )， 注意 当 W,.,(n 二 0) 中 的 系数 在 零 附 近 波 动 
时 ， 那 些 在 W,., 的 系数 就 在 正 值 处 波动 .这 可 以 通过 练习 [6.6] 的 结果 来 解释 ， 
它 告诉 我 们 ，W., 的 抽样 平均 值 与 4X 相等， 其 中 ， 和 通常 一 样 ，X 是 XX 的 抽样 
平均 值 (如 图 222 所 表示 的 ， 这 里 显然 是 正 的 ). 

在 给 定 的 W,,,，n 宇 3 内 ， 图 220 里 对 于 所 有 4 个 小 波 包 变 换 通 过 时 间 的 变 差 出 
现 满意 的 相似 和 性 质 一 样 ， 但 在 与 三 个 最 低频 率 带 相关 的 子 向 量 中 ， 尤 其 在 Wo 
中 ， 有 一 些 显著 的 脉冲 .我 们 探索 图 222 上 部 里 不 同 带 的 脉冲 之 间 的 时 间 关 系 ， 其 
中 LA(8) 离 散 小 波 包 变 换 子 向 量 的 每 个 元 素 相对 考虑 到 LA(8) 滤 波 器 的 近似 零 相 位 
特性 的 一 个 时 间 而 被 绘 出 来 . 这 些 调节 依赖 于 6.5 节 讨论 的 平移 v,,， 它 被 用 来 连 
接 W., 的 第 1 个 元 素 Wz... MATA) o H GHID SL | yy. | modN)A， 其 中 心 是 
与 X 有 关 的 实际 时 间 ( 这 个 公式 与 4.8 节 对 离散 小 波 变换 得 出 的 是 完全 同样 的 ). 
产生 次 序 (按照 这 个 次 序 其 元 素 实际 被 绘制 成 图 ) 的 W., 的 循环 平移 在 图 222 AA 
表示 一 一 例如 ，T 了 Wi, 表明 元 素 Wo 和 Wo.o.s 是 分 别 与 最 早 的 和 最 晚 的 时 间 相 关 
的 。 每 个 子 向 量 的 开头 和 结尾 处 的 粗 垂 线 描绘 了 边界 系数 的 轮廓 : 在 这 两 条 线 以 外 
被 绘 出 的 系数 在 一 定 程度 上 被 离散 小 波 包 变换 假设 的 循环 性 所 影响 ， 我 们 可 以 用 
4. 11 节 描 述 的 和 离散 小 波 变换 十 分 相同 的 方式 确定 Wi., 的 哪 一 个 元 素 是 边界 系 
数 ( 对 每 个 W., ， 其 边界 系数 的 个 数 是 由 Li 给 出 ， 表 136 说 明 LA(8) 滤 波 器 的 
边界 系数 个 数 为 6)， 图 上 面部 分 的 虚 垂 线 表明 了 4 个 由 Balogh 等 (1995) 确 定 的 震 
动 波 结构 的 位 置 一 一 这 些 定时 是 通过 从 原始 记录 里 在 (不 是 每 小 时 的 平均 值 ) 数 据 中 
直观 上 和 寻找 恰当 的 特性 所 决定 的 ， 对 于 用 LA(8) 小 波 使 之 可 能 的 相位 定位 ， 我 们 能 
在 这 些 震 动 波 的 时 间 周 围 看 到 几 个 频率 带 内 大 系数 的 配置 ;然而 我 们 将 在 6.7 节 看 
到 ， 在 离散 小 波 包 变换 里 固有 的 下 抽样 损害 我 们 的 能 力 以 辨别 这 些 主 带 的 特色 . 


6.3 最 好 基 算 法 

像 在 6. 1 节 我 们 注意 到 的 ， 我 们 可 以 从 小 波 包 表 格 中 提取 直到 某 一 J。 层 的 
许多 不 同 的 规范 正 交 变换 ， 每 个 可 能 的 规范 正 交 变 换 都 是 一 个 分 开 的 二 进 分 解 ， 
册 定 义 是 频率 区 间 | 0， 壮 | 的 一 个 分 划 ( 这 些 变换 包括 一 但 不 局 限 一 部 分 离 
散 小 波 变换 和 j Le =s Jo 层 的 离散 小 波 包 变换 )， 我 们 怎样 能 确定 这 许多 变换 
中 的 哪 一 个 在 某 种 意义 上 对 某 个 特定 的 时 间 序列 X 是 最 优 的 呢 ? 等 价 地 ， 给 定 
小 波 滤波 器 的 选择 ， 哪 个 CC /在 某 种 意义 上 是 最 优 的 ? 
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图 222 太阳 物理 时 间 序 列 的 7 一 4 层 的 LA(C8) 离 散 小 波 包 变 换 系 数 ( 详 情 参见 正文 ) 
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Coifman and Wickerhauser(1992) 在 “最 好 基 算 法 ”的 命名 下 解决 了 这 个 问题 ， 
最 好 基 算 法 包括 下 面 两 个 基本 步骤 . 

[1] 给 定 一 个 J 层 的 小 波 包 表格 ， 然 后 对 每 个 (1 ，mz)E NA ， 赋 给 W,,, 一 个 价 
fi M(W,,)， 其 中 M(') 是 一 个 形式 为 


AN .一 1 


M(W,.,) = > m( | W,.,. |) 


AS ABD I OP MELEE PR. «om +) FRE SLTELO, 29) AF m(0) =0 的 实 值 函数 . 
[2] 从 小 波 包 表格 中 提取 的 “最 优 ” 正 交 变 换 是 
min M(W,.,,) 


的 解 ， 即 我 们 寻求 由 CC _N 特 征 化 的 正 交 变 换 以 使 所 有 数 对 (站 ， EC 的 价值 和 
最 小 . 
许多 相 加 的 价值 泛 函 已 经 提出 (例如 ， 参 见 Wickerhauser, 1994, 第 8 章 ). 
这 里 有 三 个 例子 . 
[1] 一 ?log(4) 范 数 ， 也 称 为 “ 粹 ”信息 价值 泛 函 ， 其 中 
TE ae J- Winilog WI) Win 天 0 
10， Wins =O, 


H W, = Tii ARSE BPH KE 


[2 WAYS ph. BUN RAE MEL $ 的 项 的 个 数 ， 即 定义 
(Ww... 1) [+ | Wine |> ds 

nett = 
m n lo, 其 他 . 


(31¢, 信息 价值 泛 函 ， 对 于 0 二 p 二 2， 定 义 为 mC | Win | I= | Woe 1 如 
果 使 用 这 个 价值 泛 函 ， 那 么 M”(W,.,) 就 给 出 了 序列 的 2 TERK. 
练习 [223] 解释 一 下 为 何 价值 泛 函 m Wyn D= |W |? 对 于 选取 一 个 


“最 优 ” 正 交 变 换 没有 什么 用 处 . 4 
为 得 到 这 些 价值 泛 函 是 一 些 什 么 概念 ， 让 我 们 来 考虑 下 面 的 简单 例子 .假设 


用 哈 尔 小 波 由 长 度 为 N= 8 的 时 间 序 列 形成 层 为 j 二 1，2，3 的 离散 小 波 包 变 
换 的 系数 : 


3.7 A; A: B; 
Wss| | Bs AB: 
2.3 A:Bı Wa,s B: B, By 

ee | P |x W. = B.B, x 和 W3, = A; B: Bi x 
Wio A, W2. B.A; W: A; B: Aı 
Wao Az .Al Wa. B; B: A 
W: Bı A: A) 


W3 o A; Az A, 
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图 224 对 长 为 N=8 RMX, JA j=l. 2 和 3 的 哈 尔 离散 小 波 包 变换 系数 W,.. 
序列 天 是 由 三 个 基 向 量 的 线形 组 合 构造 的 ， 每 个 基 向 最 来 自 于 3 个 层 中 的 一 个 ( 参 
见 式 (224)).， 在 上 面 ， 与 形成 X 时 用 到 的 向 量 相对 应 离散 小 波 包 变 换 系 数 已 被 下 划 
线 了 (在 Wi. Wa MW PRP 


其 中 4 AB, RBS XP. RAA 的 第 一 行 向 量 ，.4: 8, 的 第 二 行 向 量 和 


A; B, By 的 行 向 量 (其 转 置 ) 的 线性 组 合 来 构造 X: 


1/ V2 0 
1/ V2 i 0 
0 0 —] 
x= 2} ° [+2] ° 48 at N, (224) 
0 —1/2 0 
0 1/2 0 
0 一 172 E 
0 1/2 2) 


L 
通过 观察 可 以 看 到 ， 用 来 构造 X 的 3 个 向 量 是 相互 正 交 的 ， 但 每 个 都 由 来 自 不 同 
阶 的 离散 小 波 包 变换 .图 224 给 出 了 对 直到 阶 J 二 3 的 基于 哈 尔 的 离散 小 波 包 变 
H, EW ,的 内 容 一 一 这 里 我 们 强调 用 来 构造 X 的 3 个 向 量 所 形成 的 系数 (每 个 
都 在 Wios Wo. M Wa). 
Xt FH X AY — 7h Be BE” 9 A AR AE A E A E A ATT IXY 
三 个 规范 正 交 向 量 一 一 如 果 这 些 包含 进去 ， 就 能 用 三 个 非 零 系数 简洁 地 表示 出 X 
考虑 系数 向 量 W,。， 它 的 第 一 个 元 素 是 用 式 (224) 表 示 的 第 一 个 向 量 形成 的 ， 因 为 


Ws 对 应 着 频率 区 间 [ 0， ra CE HE LYFE AY ARR, EH RR Wao ti 


W;., 一 起 ， 或 Wo 与 Wiin Wi ,和 W,,, 一起. 因此 ， 一 个 合理 的 相 加 的 价值 泛 困 应 
该 分 配给 [VZ，0，0，0] 或 分 配给 [1，0] 和 [一 1，0]( 即 W:.。 与 Wi. 一 起 组 成 的 组 ) 
或 分 配给 | 7 |、 Pak Jal -gls 的 系数 参与 竞争 的 一 组 ) 使 有 更 低 
的 价值 的 一 组 ， 从 品质 上 说 ， 从 其 他 两 组 竞争 系数 中 区 别 [Vz5，0，0，0] 的 特性 是 


因为 其 系数 中 的 一 个 在 数量 上 比 其 他 的 更 突出 ; 换 句 话说 ， 它 的 系数 是 非 齐 次 的 . 
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图 225 对 图 224 ARMOR AO. EWA logt) ti REA — A AL OR 
算 的 MGW,.,) 的 值 ， 最 好 基 算 法 的 初始 步 指定 我 们 应 该 以 某 种 方式 在 低 行 标记 出 那些 
值 一 一 这 里 我 们 用 下 划 线 和 粗 体 字 标记 


接着 我 们 看 一 下 这 个 三 个 价值 泛 函 怎样 处 理 齐 次 系数 的 一 个 简单 例子 ， 和 譬如 ， 见 ,三 


(+t, 48,46, 45] 相对 于 非 齐 次 系数 相反 的 一 个 向 量 ， 芝 如 ，W, = 
[ 土 e，0，0，0]"( 注 意 这 两 个 向 量 的 能 量 是 相同 的 ， 这 对 任何 一 个 给 定 频率 区 间 
亏 .的 处 于 竞争 中 的 任何 系数 集 都 是 正确 的 ) 

[1] 使 用 一 ?log(Z2) 范 数 (为 方便 ， 假 设 W AW, 是 从 |Xl 二 1 的 序列 得 出 
的 ) ， 我 们 有 


2 2 
M(W,) 一 一 4， 年 log( 5) =—¢? (logt) — log(4)) >— elog(e’) = M(W;), 


因此 ， 如 所 期 望 的 ，W, 被 分 配 了 比 W 更 低 的 价值 . 

[2] 如 果 我 们 使 用 ， 璧 如 5 一 寺 ， 作 为 阔 值 泛 函 的 阔 值 ， 那 么 MCW, ) 一 4， 然 
而 M(W, =1, i W 再 次 有 一 个 比较 低 的 价值 ， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 置 ， 璧 如 6 一 
s, 那么 MGOW,)=0 而 M(W,) 二 1， 这 与 我 们 想 要 的 相反 ， 央 此 ， 阐 值 泛 函 能 够 


由 于 选择 合适 6 的 问题 可 被 巧妙 地 运用 . 
[3] 如 果 我 们 使 用 bs 信息 价值 泛 函 ， 那 么 ， 对 任意 的 0<=p 二 2， 有 


P 
mow) = 4| 5 | >|el?* = M(W,), 


又 一 次 与 我 们 想 要 的 是 一 致 的 . 

因此 ， 假 设 我 们 能 在 阔 值 泛 函 里 适当 地 设置 9， 所 有 三 个 价值 泛 函 分 配给 非 
齐 次 系数 的 向 量 一 个 较 低 的 价值 . 

一 旦 价值 泛 函 被 选 定 ， 就 可 以 给 小 波 包 表 格 里 的 每 个 向 量 分 配 一 个 价值 ， 这 
样 一 个 “价值 表格 ”( 基 于 一 Ll*log(l*) 范 数 ) 的 例子 在 图 225 里 对 应 着 图 224 的 小 波 
包 表 格 中 给 出 。 最 好 基 算 法 (Coifman and Wickerhauser, 1992; Wickerhauser, 
1994) 以 一 种 简单 的 方法 进行 ， 像 图 225 和 226 里 举例 说 明 的 . 

[1J] 我 们 以 某 种 方式 在 表格 底部 标记 所 有 结 点 的 价值 (图 225 里 用 下 划 线 且 用 
黑体 打印 )， 我 们 从 检查 结 点 的 低 行 开 始 . 

[2] 我 们 将 每 对 孩子 结 点 的 价值 和 与 它们 双亲 结 点 的 价值 进行 比较 ， 然后 做 


下 列 中 的 一 个 : 


图 226 “最 好 基 算 法 的 最 后 一 步 ， 最 好 基 变 换 是 用 阴影 箱 指定 的 ， 由 于 直观 上 是 合理 的 ， 故 
选择 的 变换 包括 了 用 来 形成 的 三 个 基 向 量 


(a) 如 果 双 亲 结 点 的 价值 比 孩 子 结 点 的 价值 之 和 低 ， 就 给 双亲 结 点 划 记 号 ( 即 
在 图 中 的 价值 上 标 上 下 划 线 且 用 黑体 字 打 印 ). 

(b) 如 果 孩 子 结 点 的 价值 之 和 比 双亲 结 点 的 价值 低 ， 就 用 孩子 结 点 的 价值 之 
和 代替 双亲 结 的 价值 (什么 新 记号 也 不 做 ). 

[3] 顺 着 表格 向 上 ， 我 们 对 每 一 层 重 复 步 又 [2]， 最 后 的 结果 在 图 226 中 
给 出 . 

[4] 一 旦 我 们 到 达 了 表格 的 顶端 ， 就 可 以 沿 着 表格 向 下 看 那些 被 标记 过 的 结 
点 ， 对 应 着 一 个 分 离 的 二 进 分 解 的 被 标记 过 的 最 上 边 的 结 点 定义 了 最 好 基 变 换 . 

对 我 们 的 简单 例子 ， 最 好 基 变 换 在 图 226 里 用 阴影 方 格 表示 出 来 并 且 是 由 对 
应 于 离散 小 波 包 变换 的 系数 Wi,。、W3,, Wss 和 W:.: 的 基 向 量 组 成 ， 这 一 选择 在 
直觉 上 是 合理 的 ， 因 为 六 是 用 由 Wo, Ws 和 Wi, 的 基 向 量 形成 的 (这 三 组 基 同 
量 不 能 形成 分 离 的 二 进 分 解 ， 但 这 样 的 一 个 分 解 的 形成 是 基于 包括 添加 形成 的 办 
ft W;,;). 
6. 3 节 的 评论 与 扩展 

[1] 最 好 基 算 法 是 一 个 “底部 提升 ”算法 ， 因 此 需要 直到 J. 层 的 整个 小 波 包 表 
格 的 计算 . Taswell(1996) 讨 论 了 一 种 能 要 求 考虑 相当 少 的 计算 的 “顶部 下 降 ” 方 
法 .虽然 这 种 方法 选择 了 一 个 在 理论 上 次 最 优 的 基 ， 但 计算 机 实验 表明 用 各 种 标 
准 测 量 的 次 最 优 和 最 好 基 之 间 ， 几 乎 都 没有 实际 差别 . 


6.4 例子 : 太阳 物理 数据 的 最 好 基 
这 里 我 们 将 最 好 基 算 法 应 用 到 太阳 磁场 的 量 值 数据 上 (这 些 在 6. 2 节 描述 ， 
并 且 在 图 222 中 图 示 )。 因 为 这 个 序列 的 抽样 区 间 是 At 一 南天， 故我 们 用 ;一 24 


乘 以 两 个 端点 ， 将 标准 化 的 频率 区 间 工 ,一 | 7， 守 下 ] 变 换 到 有 实际 意义 的 频 


n n+1 ` 》 
RU stags Peta ]， 其 中 这 个 区 间 里 的 任何 频率 均 以 每 天 周 测量 的 。 如 果 
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45 6.0 90 10.5 12.0 
f 
图 227 对 图 222 的 太阳 磁场 量 值 数据 的 最 好 基 变 换 ， 这 个 变换 是 基于 LA(8) 小 波 滤 波 器 和 
基于 一 log(2) 范 数 的 价值 泛 函 


用 LA(8) 小 波 滤 波 器 构造 这 个 序列 的 至 到 J = 6 层 的 小 波 包 表格 ， 然 后 如 果 使 用 
基于 一 llog(l*) 范 数 的 一 个 价值 泛 函 应 用 最 好 基 算 法 ， 我们 就 会 得 到 图 227 描述 


的 最 好 基 变 换 ， 变 换 是 由 j 一 1 层 离散 小 波 包 变换 的 分 个 向 量 、j 一 2 层 的 全 个 向 


E., j= Rg 入 个 向 量 、 j=5 层 的 3 号 个 向 量 和 7 一 6 层 的 字 个 向 量 构成 的 . 注 


意 用 一 种 与 离散 小 波 变换 有 些 类 似 的 方式 ， 这 个 变换 一 般 是 随 着 频率 的 降低 而 增 
加 它 的 频率 分 辩 率 一 一 频率 区 间 [2. 25，3. 0] 周 /天 是 这 个 一 般 模式 的 一 个 例外 
(我 们 将 在 6. 7 节 重 新 返回 到 这 个 变换 ， 连 同 为 这 个 序列 的 极 大 重 伙 离散 小 波 变 
换 分 析 选 择 一 个 层 以 寻找 作为 时 间 函 数 跟踪 频率 变化 ). 

让 我 们 现在 考虑 最 好 基 算 法 的 两 种 可 能 适合 太阳 磁极 量 值 数据 的 改善 ， 第 
一 ， 从 图 222 底部 的 图 中 可 以 看 到 ， 在 这 个 时 间 序 列 里 有 一 个 明显 的 向 上 的 漂 
移 ， 这 是 有 问题 的 ， 因 为 与 离散 小 波 变换 一 样 ， 离 散 小 波 包 变换 也 利用 了 循环 滤 
波 ， 在 时 间 序 列 的 开始 和 末端 之 间 的 非 匹配 能 够 导致 几 个 十 分 大 的 边界 系数 ， 因 
为 最 好 基 算 法 运用 了 试图 选择 非 齐 次 系数 集 的 度量 标准 ， 这 些 反 常 的 系数 是 十 分 
令 人 苦恼 的 ，。 为 了 缓和 这 样 的 忧虑 ， 让 我 们 使 用 反射 边界 条 件 重新 计算 这 个 时 间 
序列 的 最 好 基 变换 ， 即 与 式 (140) 描 述 的 一 样 ， 我 们 将 序列 扩展 到 它 原来 长 度 的 
两 倍 并 且 分 析 这 个 增加 过 的 序列 .选择 的 基 在 图 228 的 顶端 表示 .如 果 将 这 个 基 
与 图 227 里 用 周期 边界 条 件 选择 的 基 进 行 比较 ， 就 会 看 到 ， 直 到 j = 3 层 的 基 向 
量 都 是 相同 的 ， 除 了 有 一 些 明 显 的 差别 以 外 .边界 条 件 的 选择 因此 能 够 影响 最 好 
基 算法 . 

第 二 个 改善 试图 缓解 离散 小 波 包 变换 对 于 我 们 将 时 间 序 列 “ 分 组 ”的 依赖 (这 
个 问题 与 在 5. 1 节 里 我 们 注意 过 的 离散 小 波 变 换 的 问题 是 类 似 的 )， 这 个 依赖 性 
影响 着 最 好 基 算 法 ， 如 果 我 们 循环 平移 一 个 时 间 序 列 ， 对 这 个 平移 过 的 序列 ， 其 
最 好 基 变 换 没有 必要 与 原来 序列 的 变换 相同 ， 这 种 考虑 已 经 使 一 些 研究 人 员 提 出 
了 “平移 不 变性 ”的 一 种 形式 ， 它 能 通过 使 用 与 在 最 好 基 算 法 里 用 到 的 相同 的 价值 


图 228 对 于 太阳 磁极 量 值 数 据 ， 基 于 反映 边界 条 件 的 最 好 基 变 换 ( 顶 部 ) 和 对 相同 数据 又 一 
次 使 用 反射 边界 条 件 的 最 好 平移 基 变 换 ( 底 部 ). 这 两 个 变换 都 是 基于 图 227 里 用 到 
的 相同 小 波 滤波 器 和 价值 泛 画 ， 最 好 平移 基 算 法 选择 了 平移 m= 二 52( 即 了 ”) 作 为 最 
好 平移 


泛 琐 在 不 同 循环 平移 中 来 有 效 地 选择 (例如 ， 参 见 Del Marco and Weiss, 1997 以 
及 其 中 的 参考 文献 )， 这 就 导致 了 最 好 基 算 法 的 下 述 修 改 ， 我 们 称 之 为 最 好 平移 
基 算 法 ”我 们 首先 形成 对 X 的 直到 J 层 的 小 波 包 表 格 ， 然 后 应 用 最 好 基 算 法 ， 
并 且 观 察 与 选择 的 基 有 关 的 总 价值 (作为 图 226 表示 的 例子 ， 这 等 于 4 个 阴影 箱 
里 的 数目 之 和 ). 下 一 步 ， 我 们 对 每 个 循环 平移 序列 T"X(m 一 1，…，2 一 1) 重 
复 上 面 的 操作 (注意 我 们 仅 需 要 考虑 这 些 平 移 : 任何 m< 或 m 宇 2"* 将 产生 一 个 
小 波 包 表格 ， 它 的 分 量 W., 将 仅仅 是 对 mmod2” 的 平移 成 分 的 循环 平移 变型 一 一 


因此 对 T"X HT X 的 得 到 的 价值 表格 是 相同 的 ， 并 且 因此 导致 了 相同 的 最 
好 基 变 换 )， 最 好 平移 基 变 换 定义 为 与 产生 最 小 总 价值 的 平移 相关 的 最 好 基 变 换 . 

当 应 用 到 太阳 磁场 量 值 数据 时 ， 最 好 平移 基 变 换 是 与 平移 m= 5 相关 的 ， 
且 在 图 228 的 底部 展示 出 (和 这 个 图 的 顶部 一 样 ， 我 们 已 经 使 用 了 LA(8) 小 波 ， 
基于 一 lz:log(l2:) 范 数 的 一 个 价值 泛 函 和 对 称 边 界 条 件 ). 注意 选择 的 变换 的 频率 
分 辩 率 随 着 频率 的 减少 而 增 大 (一 个 类 似 的 模式 几乎 对 图 227 和 图 228 顶部 所 描 
述 的 变换 均 保持 )， 对 Jj=6， 有 总 数 为 64 的 平移 (包括 m= 二 0) 能 潜在 地 引起 不 同 
的 最 好 基 变 换 . 对 正在 研究 的 时 间 序 列 ， 所 有 64 个 最 好 基 变 换 是 十 分 类 似 的 ， 
至 多 在 图 中 描述 的 有 3 个 较 小 的 变动 . 
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6.5 小 波 包 滤波 器 的 时 间 平 移 


在 4.8 节 中 ， 我 们 观察 了 Daubechies 的 最 接近 对 称 小 波 和 尺度 滤波 器 的 相 
位 特性 ， 并 且 在 4.9 节 里 对 coiflet 滤波 器 做 出 了 相同 的 事情 .特别 地 ， 我 们 得 到 
了 作为 零 相 位 滤波 器 的 近似 输出 (下 抽样 ) 而 绘 出 离散 小 波 变换 系数 图 的 时 间 平 
移 ( 当 在 第 5 章 做 出 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 系数 的 图 时 ， 我们 再 一 次 用 到 了 这 
些 时 间 平 移 )， 这 里 我 们 将 这 种 方法 延伸 到 用 来 创造 离散 小 波 包 变换 的 滤波 器 
上 (也 是 这 个 变换 的 一 种 “ 极 大 重合 ”形式 一 一 极 大 重 谷 离散 小 波 包 变 换 一 一 将 
在 6.6 节 讨 论 )， 
得 到 恰当 时 间 平 移 的 关键 是 给 出 滤波 器 {ui} 的 传递 旺 数 U; Ce) 的 
式 (215b)， 在 定义 U,.,(*) 的 乘积 中 的 每 一 个 因子 能 写 为 
Ma ZD = |M, C2"F) |e san?» 
其 中 
OO CFs cnn = 03 
Glee oe 


从 式 (112d) 
OCF) œ 2nrfo 和 GPF) =—2xf(L—1+v), 


这 里 ， 由 式 (112e) 和 4.9 节 的 讨论 ， 
Lti, 对 带 有 偶数 的 最 接近 对 称 滤波 器 ; 


= 上 . 对 LA(10) 和 LA(18) 滤波 器 ; 
(229a) 


2 
一 元 十 2， 对 LA(14) 滤波 器 ; 


— 21， 对 coiflet 滤波 器 (L = 6,12,… ,30). 
注意 v 总 是 负 的 (我 们 提醒 自己 有 这 样 一 个 用 一 |v| 代 替 v 的 事实 )， 因 此 相对 应 


CD 


U,,(*) 的 相位 函数 可 被 写 为 
So (2"f) a Uf Sino — (L— 1+w Sn 
其 中 = | 
Sino = x Acan)?” 和 Sian = S ean 2", 
如 果 我 们 注意 到 总 有 ” 
Sino + Sian = S12" =I, (229b) 
那么 我 们 可 写 为 


了 一 1 
5) 8., Of) 2rf [Ë —1— Sin) — L 14+ WSjn ] = afojn» 
m=0 

其 中 Vja =L —1)— .nl (2utTL—1). 
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表 230 
一 
1 0 0 l 0 a 3 elgi? 2.8 

1 1 0 1 Ho 4 alk) 4.2 
2 0 0, 0 3 0 Zo 9 3e(g,} 8.5 
1 0, 1 1 2 Xt 4-0 ll e{g,} +2e{h,} 11.2 
i tei. t 3 Le 41 12 3e{ hy } 12.5 
3 10 2 ] a 10 2efgs} + elh) 9.8 
3 0 0,0,0 7 0 i a Tag 19.9 
1 00,1 3 a B40 25 Bel gi} + 4ethe} 25.2 
2 0,1,1 1 6 B42 27 elgi) +6eth,) 27.8 
3 0,1,0 5 2 学-2 23 Sel gi} + 2ethi} 22.5 
t Git. 4 3 k] 24 deg.) +3elh:) 23.8 
5 1,1,1 0 7 143 28 Tet hi} 29. 1 
6 1,0,1 2 5 Pag 26  2elgi}+5elhi) 26.5 
7 ir OVD 6 1 l3 22 6elgi} + efh,} 21.2 


注 ， 需 要 前 移 | w,。 MER, Re ON fy AR RE AB FAD DE RB yc) HEIR PE OLE A A 
输出 ， 这 里 令 j=1，2 和 3 且 n 一 0，…，2; 一 1， 第? 列 给 出 了 LACS) aE Ue ARB APRA CB IL. 5 
季 评 论 和 扩展 中 对 后 两 列 的 讨论 )， 


练习 [230] 证 明 对 我 们 考虑 过 的 所 有 最 接近 对 称 和 coiflet 滤波 器 ， 都 有 
<0. 4 

因此 ， 我 们 通过 用 | vin | = 二 一 v;., 单 位 提升 {wj,,,,} 以 得 到 一 个 零 相 位 滤波 器 的 
最 接近 的 有 逼近 . 

现在 滤波 器 {u,,,:)} 有 宽度 LL; 三 (2 一 1)(L 一 1) 十 1， 因 此 我 们 能 写 

va = (FP) Sin [2 +L —1. 

用 上 式 和 式 (229a) 中 给 出 的 对 各 种 滤波 器 中 v 的 表示 式 ， 我 们 得 到 (经 过 一 些 代 
数 运 算 后 ): 


一 旦 十 (2 一 Si 对 偶数 亏 的 最 接近 对 称 滤波 器 
em T Pe E 对 LAGO) 和 LA(18)， 
Sisco Z (230) 
— +302 — Shard) — 1, 对 LAC4); 
be Ry ats 
=o <> (2 Sa 7 )+ >? 对 coiflet 滤波 器 ， 


上 面 的 式 子 对 列表 格 是 很 方便 的 ， 因 为 它 是 根据 滤波 器 半 长 度 的 偏差 来 表示 v 
的 ， 对 于 偶数 三 和 对 于 j 一 1，…，3 而 n=0，…，2 一 1 的 最 接近 对 称 滤波 器 的 
情况 ， 要 求 使 最 接近 零 相位 的 滤波 器 {w..1) 的 提升 |v., | 的 代数 形式 在 表 230 的 第 
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六 列 中 给 出 ， 第 七 列 给 出 了 对 LA(8) 滤 波 器 的 |v., | 实际 的 数字 值 ( 最 后 两 列 在 下 边 
的 评论 和 扩展 中 讨论 ). 
6. 5 节 的 评论 与 扩展 

[1] 像 在 4. 8 节 的 评论 和 扩展 [2] 中 所 述 的 一 样 ，Wickerhauser(1994， 第 171 一 
341 页 ) 和 Hess-Nielsen and Wickerhauser(1996) 使 用 一 个 滤波 器 “中 心 能 量 ” 的 记号 
系统 地 阐述 了 适用 于 大 范围 的 滤波 器 设计 的 提升 (这 些 设计 包括 了 Daubechies 的 极 
值 相 位 和 最 接近 对 称 滤波 器 及 coiflet 滤波 器 )， 这些 想法 还 能 使 用 到 离散 小 波 包 


变换 滤波 器 {w,。*} 上 . 人 恰当 的 前 移 | p,.. | 是 由 
| Pin |= Sj,noe{g1} + Sinaelhi) 
给 出 的 ， 其 中 ， 因 为 它们 都 有 单位 能 量 ，{g,} 和 {h,} 的 能 量 中 心 分 别 是 由 


elgi} = Ho 和 efh} = >) lh 
f=0 i=—0 


AAI. RA BE ASE RPE RE. JE | py. | 的 形式 在 表 230 的 倒数 第 


二 列 中 表示 ， 且 对 LA(8) 滤 波 器 特定 的 值 在 最 后 一 列 中 表 出 (对 这 个 滤波 器 ， 计 
算 表 明 elgi) :2.846 4M elhi}™4. 153 6). 注意 | pn | 四 会 五 人 到 最 近 的 整数 后 ， 
与 | w,。| 至 多 在 一 致 性 上 不 同 ， 因 此 确定 前 移 的 两 种 方法 是 很 不 相似 的 . 


6.6 极 大 重合 离 散 小 波 包 变换 


在 第 5 章 中 ， 我 们 探讨 了 作为 离散 小 波 变 换 的 一 种 选择 的 极 大 重 亚 离散 小 波 
变换 (MODWT). 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 有 好 几 个 离散 小 波 变换 所 不 具有 的 可 取 
特性 ， 包 括 对 一 个 时 间 序 列 的 假设 起 点 的 较 小 灵敏 度 ， 任 何 抽 样 尺 二 的 适用 
性 和 与 零 相位 滤波 器 相关 的 多 分 辨 分 析 ( 在 转换 到 极 大 重 共 离散 小 波 变换 时 ， 我 
们 付出 的 主要 代价 是 一 个 额外 的 计算 负担 和 正 交 性 的 丢失 ). 可 以 将 极 大 重合 观 
点 直接 延伸 到 定义 一 个 极 大 重 伙 离散 小 波 包 变 换 (MODWPT) 中 . 这 里 ， 我 们 概 
略 这 个 变换 的 主要 观点 和 结果 (正式 的 证 明 简 化 或 省 略 了 ， 因 为 他 们 是 由 第 5 章 
已 经 提出 的 极 大 重合 离散 小 波 变 换 的 接近 的 翻版 ). 

我 们 根据 离散 小 波 包 变换 的 副本 通过 定义 极 大 重 王 离散 小 波 包 变 换 滤 波 器 
(un) Aa; FPR, BD 

Un! = Be 和 ict = aH 
其 中 wi 和 .i 在 式 (214b) 和 (214c) 中 给 出 ， 用 这 些 滤波 器 ， 我 们 可 以 用 两 种 等 
价 方法 中 的 一 种 定义 极 大 重 伙 离散 小 波 包 变换 的 j 层 系数 W,.,.. 第 一 种 需要 用 
{üna} 直接 滤波 关 : 
Wa = > Ü; nX -moans t= 0l, N1. (23la) 
第 二 种 是 一 种 递 推 方案 ， 假 设 我 们 已 经 有 j 一 1 层 系数 : 


Wn = Dy üni Wirt lesen 一 0 有 一 1 (231b) 
{= 


oe HOR 


图 232 描述 X 到 )=1，2 和 3 层 的 极 大 重 和 到 离散 小 波 变换 系数 到 ,的 分 析 的 流程 图 ， 共 同 
的 ,第 j 行 的 所 有 系数 构成 了 X 的 j 层 极 大 重合 离散 小 波 变换 ， 注 意 在 第 j 层 内 ， 
频率 指标 n 从 0 到 2; 一 1 范围 变化 且 每 个 W;., 有 长 度 N (通过 比较 ， 在 对 离散 小 波 包 
变换 的 图 212a 中 ， 每 个 Wi, ,有 长 度 N/2’) 


(这 个 陈述 产生 一 个 与 极 大 重 杰 离散 小 波 变换 算法 十 分 相似 的 极 大 重 玲 离 散 小 波 包 
变换 塔 式 算法 一 一 参见 5.5 节 ). 我 们 通过 定义 第 零 层 系数 为 时 间 序 列 本 身 来 初始 
化 这 个 方案 ， 即 Woo =X. MMBTEAG, DBA N 个 极 大 重合 离散 小 波 包 变 
换 系 数 ， 且 将 这 些 系 数 置 成 N 维 向 量 W,,, (因此 全 .三 X)， 如 离散 小 波 包 变换 的 情 
况 ， 我 们 可 以 收集 到 所 有 的 极 大 重 亚 离散 小 波 包 变换 系数 直到 ， 璧 如 ，j 层 且 形 
成 一 个 极 大 重 登 小 波 包 表 ， 图 232 就 是 J =3 层 的 这 样 一 个 表 的 例子 . 

式 (231a) 和 (231b) 与 对 离散 小 波 包 变 换 相 对 应 的 公式 ， 即 式 (215a) 和 (214a) 的 
比较 表明 ， 除 了 再 规范 化 滤波 器 的 使 用 ， 在 极 大 重 倒 离散 小 波 包 变换 和 离散 小 波 包 
变换 之 间 最 重要 的 区 别 是 下 抽样 的 消除 .因为 本 质 上 相同 的 滤波 器 被 用 来 产生 W 


和 病 ,,， 故 极 大 重 释 离散 小 波 包 变换 系数 与 离散 小 波 包 变换 系数 有 相同 的 标 称 频率 


区 间 ， 即 世 = [sft SEP]. We MRE i) AE BA US 


lun AEM U,,,(*) 有 简单 的 关系 ,0,.,(f) 二 Uj.,(f)/2*， 由 于 有 Mo (f= 
M, (A NZ=GA /V2 和 Mi( 有 三 M1(f1)/WY2==H(f)/W2， 由 式 (215b)， 我 们 可 以 
写成 

Ü; (P) = TE M, WC (232) 


这 里 和 以 前 一 样 ， -是 二 指标 值 向 量 c,。 的 第 m 个 元 素 一 一 这 个 向 量 与 用 在 离 
散 小 波 包 变 换 上 的 是 一 样 的 ， 且 它 的 结构 的 例子 在 图 216 中 给 出 ， 因 为 重新 尺度 
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化 一 个 滤波 不 改变 它 的 相位 函数 ， 如 果 我 们 在 (重新 尺度 化 的 ) 最 接近 对 称 或 
coiflet 滤波 器 基础 上 构造 一 个 极 大 重 释 离散 小 波 包 变换 ， 那 么 就 能 够 利用 在 6. 5 
节 中 发 展 的 提升 |v., | 来 循环 平移 W, 的 元 素 ， 以 至 于 它们 一 一 在 好 的 逼近 
上 一 一 与 作为 的 元 素 的 相同 时 间 有 关 : 例如 ， 循 环 平移 向 量 


~ 


l'in = (Wi. it Win. | +t. “7 Win N= 19W j.n Jess ,Win td Hig 


| yn 


的 第 :个 元 素 和 作为 X, 的 相同 时 间 有 关 . 

让 我 们 通过 证 明 ， 以 此 来 总 结 一 下 我 们 的 讨论 ， 任 一 7 全 1 层 的 极 大 重 释 离 
散 小 波 包 变换 系数 都 能 使 用 来 形成 天 的 能 量 分 解 和 本 质 上 与 基于 极 大 重 碍 离散 
小 波 变 换 的 多 分 辨 分 析 类 似 的 一 个 加 性 分 解 ， 这 对 离散 小 波 包 变 换 来 说 是 正确 的 
(然而 ， 加 性 分 解 的 每 一 成 分 现在 都 与 频率 区 间 工 ;,, 有 关 而 与 尺度 无 关 ). 
。 能 量 分 解 


回忆 一 个 时 间 序列 的 “能 量 ” 是 由 其 元 素 的 平方 和 给 出 的 , 即 >, XxX’ = |x|’. 
对 任 一 层 ;) Sl, RMÆR 
Ix? = 2 IW, 
换 名 话说， 能 量 保存 在 7 层 的 极 大 重合 离 散 小 波 包 变换 里 ， 为 此 ， 令 


N=] 
X, = D, Xe 一 0 人 一 1 


t=0 


y X AOR Bot ae. sh (23a) SURI, W APRS A WK EN 
HEWA (a, TEREE OX 的 结果 ， 帕 塞 瓦尔 定理 表明 


| Win | ”一 


(人 参见 式 (170c))， 因 此 ， 我 们 有 


2 一 


27 一 1 j \ k : 
2 |W -¥1 Ü (E) | taal = 并 >> Ü, (A) 
练习 [233] 证 明 对 所 有 的 fo A 
2 (U, N| = 1 HRA f. (233) 


因此 ， 从 帕 塞 瓦尔 定理 的 另外 的 应 用 中 得 到 结果 : 
SW = bal Dx = x. 
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© 加 性 分 解 
在 任 一 层 j 宇 1 时 ， 我 们 要 求 通过 对 每 个 频率 带头 用 ({ 芒 sr) 循环 互相 关 


{Wn ) AoR ALK Hy X: 


2? -一 L= 


X, _ oS 5 samt W jenet4imodN » t = 0,° »N Fa L; (234) 


n=0 l=0 


为 证 明 此 ， 我 们 将 证 明 一 个 等 价 的 论述 是 正确 的 ， 即 将 离散 傅 里 叶 变换 应 用 到 上 
x 两 边 形 成 


2—1 n-1 , 47! 


:= > (> iss Wis ratv je Benoa k= 0," N1. 
现在 ， 互 相关 的 离散 传 里 叶 变 换 是 由 周期 化 为 长 度 为 N A,n) AIR RR E A H 
MATAAS, MD) | ACW nn) A CO EAA, BDU, (二) | 
(这 可 以 从 式 (231a) 得 出 ， 也 就 是 说 {W,,,} 是 周期 化 长 度 为 N 的 {元} 与 (X%) 的 循环 
2! 一 1 we RAR k 2 = kl? 

x = D Ün ($ D(A) = HD D(A) ea OA, 
然而 ， 式 (233) 说 明 右边 的 和 是 1， 从 而 得 到 了 要 求 的 结果 . 

今 方 ,, 是 包含 由 循环 互相 关 形 成 的 序列 的 N ER, ALS D RREN 
第 1 DTK. 那么 ， 我 们 有 

Di nt -一 » Uj nyt eT 因此 X, = Sy Dini 

我 们 可 以 说 在 时 刻 :， 值 X, 是 每 个 频率 带 n 里 “细节 "序列 的 第 : 项 五 ,的 和 . 因 
HD MARERE Eh { DV, ( 胡 ) 必 给 出 ， 注 意 这 对 极 大 重 到 离散 小 
波 变 换 也 是 正确 的 ， 作 用 在 {X,} 上 的 复合 滤波 器 的 传递 函数 是 由 |U,.,(/)| 给 
出 的 ， 它 既是 实 的 又 是 正 的 ， 因 此 有 零 相 位 ， 在 时 刻 1 的 每 一 频率 带 里 ， 细 节 
方 ,与 在 相同 时 刻 ! 上 的 时 间 序 列 X 的 特征 相 一 致 ， 这 一 有 吸引 力 的 特性 是 未 加 


TORK PS BL) ak fH RKW, RRA R. 
6.7 例子 : 太阳 物理 数据 的 极 大 重 全 离散 小 波 包 变换 


这 里 我 们 通过 将 极 大 重 得 离散 小 波 包 变换 分 析 方法 应 用 到 太阳 物理 时 间 序 列 
上 给 出 了 一 个 例子 (这 个 时 间 序 列 在 6. 2 节 中 描述 且 在 图 235 的 末端 重新 绘图 ). 
为 此 ， 我 们 基于 LA(8) 小 波 滤波 器 计算 7 一 4 层 的 极 大 重合 离 散 小 波 包 变 换 . 考 
虑 到 变换 是 用 最 好 基 算 法 和 它 的 变化 选 出 (参见 图 227 和 图 228)， 层 的 这 种 选择 在 


时 间 和 频率 域 上 的 分 辩 率 之 间 提供 了 一 个 合理 的 协定 : 在 大 约 却 周 /天 以 下 的 频 
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t (从 1993 年 12 月 1 日 起 的 天 数 ) 


图 235 对 太阳 物理 时 间 序 列 的 7 一 4 层 LA(8) 极 大 重合 离散 小 波 包 变 换 系数 (详情 参见 正文 ) 
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0 25 50 75 .100 . 125 , 150 175 
t (从 1993 年 12 月 1 日 起 的 天 数 ) 


图 236 南半球 的 太阳 磁场 量 值 数据 ( 底 图 ) 和 相应 修改 过 的 时 间 / 频 率 图 ( 顶 图 )， 这 些 数据 
是 用 毫 微 特 斯 拉 测 量 的 且 由 尤 里 西 斯 (Ulysses) 飞 船 从 1993 4F 338 日 (12 H 4 日 ) 世 
界 时 间 (UT)21 时 到 1994 年 144 日 (5 月 24 上 日 ) 世 界 时 间 12 时 记录 的 .频率 f 是 每 
天 的 周期 ，4 个 震动 波 的 结构 在 底 图 里 标 以 a 到 d， 而 项 图 里 的 虚线 标记 了 Balogh 
等 (1995) 所 确定 的 它们 的 位 置 


率 被 著名 的 太阳 旋转 结果 所 支配 ， 因 此 这 里 没有 必要 为 了 我 们 的 目的 ， 很 好 地 解 
答 这 个 问题 ， 然 而 在 这 个 界限 以 上 的 频率 是 由 jA 层 的 基 向 量 恰当 地 表示 出 来 
的 ， 一 个 j=4 层 的 变换 产生 了 16 SEW... n=0, or, 15. 第 n 个 这 样 的 向 


量 对 应 着 频率 区 间 | 克 妇 雹 ， 避 地 太 | 的 一 个 随时 间 变 化 的 分 解 ， 对 j 一 4 层 的 一 个 极 


大 重生 离 艇 小 波 包 变换 ， 相 关 的 标准 化 带宽 和 时 宽 分 别 为 一 部 和 为 一 2 一 16， 


其 转换 成 /(2+1A0) 一 全 周 /天 和 为 A: 一 子 天 的 实际 带宽 和 时 宽 ， 所 有 的 这 些 值 对 


分 析 的 目的 都 是 很 有 意义 的 . 

图 235 的 上 部 表示 出 了 极 大 重 双 离散 小 波 包 变换 系数 向 量 W,,。， 在 绘 出 每 个 
向 量 之 前 ， 我 们 循环 平移 它 以 便 它 变 成 近似 地 由 零 相位 滤波 器 的 输出 ; 即 我 们 已 
经 绘 出 了 与 X 有 关 的 时 间 的 了 -1%"1 W,., 的 第 :个 元 素 的 图 ， 其 中 vn 是 由 LA(8) 
滤波 器 的 相位 特性 指定 的 平移 (参见 式 (230))， 对 于 n=O, vrs 6, | wu. | 的 实际 
值 在 图 235 的 右边 给 出 (由 于 空间 限制 ，">>7 的 值 没有 全 部 列 出 ， 因 此 它们 的 确 
定 作 为 习题 [6. 8] 留 给 读者 )， 与 图 222 一 样 ， 相交 于 每 个 了 -1%"1 Wy, ROE A 
未 端的 粗 重 线 刻画 了 被 循环 边界 条 件 影响 的 极 大 重合 离散 小 波 包 变换 系数 ， 这 些 
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AR KI BE h — AA E A A U E e i E F A E I PE. 这 导致 了 


式 (198b)， 这 里 ， 我 们 可 以 采用 它 来 告诉 我 们 7T- 15"1W,,, 中 边界 系数 的 指标 是 由 
t 一 0 了 ;一 2 一 | 上 | 以 及 := 六 一 | 和 一 ] 

给 出 的 ， 虚 线 标记 出 了 与 Balogh 等 (1995) 给 出 的 相同 的 4 个 震荡 波 的 位 置 ， 很 

有 意思 的 是 ， 将 这 个 图 里 的 极 大 重 从 离散 小 波 包 变 换 系数 与 图 222 里 给 出 的 离散 

小 波 包 变换 系数 进行 比较 一 一 由 于 离散 小 波 包 变 换 里 固有 的 下 抽样 ， 所 以 要 看 震 

荡 波 如 何在 不 同 频带 里 传播 是 更 难 的 . 


图 236 的 上 部 分 是 一 个 修改 过 的 时 间 / 频 率 图 ， 表 示 出 了 在 T-1%o1W,.。 中 的 
100 个 最 大 平方 时 间 前 移 系数 的 位 置 ， 连 同 T 了 -1 Wo 中 的 100 个 最 大 的 与 


T'a! Wy (n= 2, =, 15) AY 100 个 最 大 系数 的 位 置 ， 并 把 这 些 作 为 一 组 . 
在 这 个 图 中 ，y 轴 左 边 表示 了 以 物理 单位 表 出 的 对 应 每 个 小 波 包 指标 n( 这 些 在 y 


轴 右 边 表示 ) 的 频率 区 间 ， 在 工 - 1s*1W, ,(n=2，…，15) 中 的 100 个 最 大 平方 系数 
都 出 现在 五 个 最 低 的 频带 内 ( 即 标 以 n= 二 2，…，6 的 那些 )， 因 此 我 们 在 图 236 中 限 
制 频率 范围 为 0 一 6 周 /天 . 这 个 数字 很 明显 地 表示 出 了 震荡 波 特 性 的 时 间 位 置 . 


这 里 时 间 平 移 调 整 是 很 重要 的 ，T-1%1 多 ,与 原 时 间 序列 的 比较 表明 在 极 大 重 
蔡 离 散 小 波 包 变换 系数 中 时 间 局 部 化 的 结果 出 现在 与 X 一 样 的 自然 时 间 里 且 也 
能 容易 地 穿 过 频带 ， 当 没有 时 间 前 移 时 ， 结 果 更 难 解释 (参见 练习 [6.10])， 对 于 
每 一 个 事件 ， 与 时 间 / 频 率 分 解 的 次 数 一 致 的 选择 次 数 是 相关 的 宽带 的 ( 即 通过 许 
多 频带 的 延伸 )， 因 为 一 个 严格 定义 的 脉冲 有 一 个 宽带 的 傅 里 叶 分 解 ， 故 与 宽带 
特性 一 致 的 结果 位 置 是 很 合理 的 . 

在 4 个 被 标记 的 事件 之 中 ， 最 有 意思 的 是 事件 a， 图 236 表示 了 相对 于 选择 
的 时 间 ， 在 宽带 特性 的 发 展 之 前 的 大 约 2. 5 天 的 低频 能 量 (0 一 0. 75 周 /天 )， 一 
个 可 能 的 解释 是 对 于 a， 在 选择 的 时 间 上 的 事件 是 一 个 事件 (可 能 是 一 个 CIR), 
而 较 早 的 低频 能 量 来 自 于 另 一 个 事件 (可 能 是 CME)， 这 是 尤 里 西 斯 在 几乎 相同 
的 时 间 内 得 出 的 ， 这 些 事件 没有 必要 在 太阳 系 里 相同 的 经 度 上 出 现 ， 它 们 可 能 是 
不 相似 的 ， 因 为 它们 以 不 同 的 速度 传播 给 尤 里 西 斯 ， 事 件 4 很 明显 不 是 多 次 发 生 
的 ， 大 致 发 生 在 连接 a 和 < 的 太 阻 圈 的 半路 上 ， 

图 238 的 顶部 图 是 标记 为 4 二 0，…，15 的 频带 的 细节 仿 ,. 的 一 个 堆积 图 ( 包 
HET O~12 周 /天 的 整个 频率 范围 )， 当 细节 已 被 垂直 地 印刷 堆积 在 一 起 时 ， 它 们 
都 用 与 时 间 序 列 的 底部 图 里 用 到 的 相同 的 相关 尺度 ， 震 功 波 的 位 置 可 以 通过 几 个 
频率 带 被 简单 地 描绘 出 ， 因 为 这 些 细节 是 用 零 相 位 滤波 器 构造 的 ， 故 这 个 图 帮助 确 
定 图 235 和 236 里 事件 的 定时 (在 这 个 图 和 图 235 之 间 显著 的 相似 性 表示 LAG) W 


波 器 在 这 里 是 零 相 位 滤波 器 的 十 分 好 的 逼近 )， 例 如 ， 细 节 序 列 了 ,表示 了 低频 能 


量 的 存在 ， 是 在 高 频 细节 仿 ,,, (n 记 0) 里 的 更 多 特征 化 的 宽带 特色 之 前 得 到 的 . 
(关于 这 个 时 间 序 列 的 更 多 细节 ， 参 见 Walden and Contreras Cristan, 1998a. ) 
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图 238 太阳 磁场 量 值 数据 ( 底 图 ) 和 极 大 重合 离 散 小 波 包 变换 细 节 人 D,.，， n=0, =, 15 # 
应 的 图 ( 顶 图 )， 第 ”个 细节 对 应 了 从 0. 75n 周 / 小 时 到 0.75(n 十 1) 周 /小 时 的 频带 
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6.8 匹配 追踪 


匹配 追踪 背后 的 原始 想法 是 用 比较 多 的 原始 函数 的 一 小 部 分 的 线性 组 合 来 通 
it — A ph HC (Mallat and Zhang, 1993; Davis, Mallat and Zhang, 1994). 如 果 
我 们 假定 这 些 原始 函数 (或 波形 ) 的 每 一 个 都 与 一 个 特定 的 时 间 和 频率 有 关 ， 那 我 
们 就 可 以 通过 利用 一 个 波形 和 来 通 近 函数 得 到 它 的 一 个 加 性 的 时 间 / 频 率 分 解 ， 
而 此 波形 和 在 时 间 和 和 频率 上 的 局 部 化 与 消 数 的 原始 结构 相 匹 配 ; 同样 的 ， 我 们 使 
用 分 别 与 一 个 特定 时 间 和 尺度 有 关 的 波形 得 到 一 个 时 间 / 尺 度 分 解 ， 用 于 某 一 目 
的 的 从 一 个 大 且 元 长 的 集 里 抽取 的 波形 ， 称 作 字 典 ， 这 里 我 们 在 分 析 离 散 时 间 里 
观察 到 的 时 间 序 列 的 情况 下 ， 考 虑 这 种 方法 . 

和 通常 一 样 ， 设 不 是 一 个 含有 时 间 序 列 {X, : 1 一 0，…，NN 一 1} 的 元素 的 N 
维 向 量 .， 我 们 希望 将 天 扩展 到 包含 一 个 “字典 ”D 里 的 向 量 的 线性 组 合 : 


D= id, : VET}; 


其 中 d, = [Ldy.e > ayia *s dx-1]7 称 为 是 一 个 “字典 元 素 ”. 角 标 7 通常 是 
一 个 连接 d, 与 时 间 和 频率 (或 时 间 和 尺度 ) 的 参数 向 量 ， 而 卫 表 示 这 些 参数 
的 所 有 可 能 值 的 集合 ， 且 为 简单 假定 是 一 个 有 限 集 ( 例 如 ， 如 果 d, 是 离散 小 
波 包 变 换 的 基 向 量 中 的 一 个 ， 那 么 7 将 是 一 个 三 维 向 量 [)，n，1] "， 前 两 个 
元 素 将 映射 到 频率 ， 而 最 后 一 个 元 素 将 映射 到 时 间 ). 每 个 字典 元 素 规范 化 
使 得 

la, |? = 21 d =i, 


进一步 ， 假 设 D 中 元 素 的 某 个 子 集 能 用 来 形成 N 维 向 量 空间 RY 的 一 个 基 ， 这 里 
假定 X 是 空间 一 个 元 素 ， 因 此 ， 最 小 的 可 能 字典 D 是 RW 的 一 个 基 ， 但 字典 是 高 
ETR: 宛 余 性 允许 在 构造 与 X 的 时 间 / 频 率 或 时 间 / 尺 度 结构 十 分 相 匹 配 的 


扩展 时 ， 有 增 大 的 自由 度 . 
匹配 追踪 是 一 种 算法 ， 用 正 交 映 射 到 D 中 元 素来 通 近 X， 对 任 一 dv CD, R 


们 将 X 映射 到 这 个 向 量 来 形成 通 近 
XY Xd; d, 
(和 通常 一 样 ，(。，“， ) 表 示 内 积 )， 然 后 ， 我 们 构造 残余 向 量 
R? =x—X” AMA X = X” +R = (X,d, )d, +R”. 


下 面 的 练习 表明 事实 上 这 可 以 产生 一 个 正 交 分 解 . 


240 #6 


练习 [240] WEH (X, R?” )=0, HAH 
Ix? = [x + RP = [Xd [7 + [R N. < 
为 了 最 小 化 上 R'" 上 * ， 我 们 选择 y Er 114 


(X,d, >| = max |(X,d,)|. 
f rer 


FER”, H CRH RO 匹配 得 最 好 的 D 中 的 向 量 : 
R? = (R sd; `d, 十 R” 9 


其 中 | (CR, d,, ) | = max | (R? , d,) |. 这 就 导致 了 分 解 X= x i R”, 其 中 
y 
CGR” =X) 


] 
X? =X +R” ,d, )d, = DR*,d, )d 
k=0 


RIERREN, Zm, HB 


m-l 
X = X™ +R” AX” = XR” d, )d,. (240) 
n= D 


能 量 保留 了 ， 因 为 


m—1 m—l 
xt = Sper sdp 28, + be = SE Lae a) + IR N. 


随 着 m 的 增 大 ， RARER? |? 不 能 增加 ， 随 着 m WOK, |R” |? 减 小 到 0， 
这 一 条 件 在 Mallat and Zhang(1993) 和 Mallat(1998) 中 讨论 过 了 . 
。 离散 小 波 变 换 和 其 他 正 交 字典 

作为 字典 D 的 第 一 个 例子 ， 我 们 考虑 J 层 的 部 分 离散 小 波 变 换 ， 为 此 我 们 
必须 假定 N=g2" ， 其 中 J Mga 都 是 正 整 数 ， 和 以 前 一 样 ， 令 WW 表示 定义 这 个 
离散 小 波 变换 的 NXN 阶 规范 正 交 和 矩阵 ， 且 设 W 三 WX 是 离散 小 波 变换 系数 . 
如 果 我 们 令 W. 是 W 的 第 j 行 元 素 组 成 的 列 向 量 ， 我 们 可 以 写 为 


N- 
X 一 D(X, W,.) W, = XW; We» 


ped 


其 中 W, 是 W 的 第 个 元 素 ， 因为 )V 是 一 个 规范 正 交 变换 ， 我 们 必定 对 所 有 的 j» 
HIW. 1 王 1， 离散 小 波 变换 字典 DO? 因此 能 取 为 NDW., p= 05 os 
N 一 1，Deew 中 的 向 量 形成 RY 的 一 个 基 ， 且 在 De” 中 没有 宛 余 .在 第 一 步 ， 匹 配 
追踪 算法 只 是 从 Do? 挑选 出 与 | W, | 对 应 的 最 大 向 量 ; 在 m 步 ,挑选 出 了 对 应 第 
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m 大 的 向 量 | W; | .这 个 相同 的 模式 对 任何 正 交 变换 都 保持 ， 因 此 ， 对 这 样 的 变 
换 ， 匹 配 追 踪 算 法 只 是 根据 变换 系数 的 大 小 在 向 量 里 增加 构成 的 ， 也 可 以 证 明 ， 如 
果 我 们 直到 N 步 一 直 运用 匹配 追踪 算法 ， 就 一 定 有 | Re 用 一 0( 这 是 习题 [6. 11] 的 
部 分 )， 
。 小 波 包 表格 字典 

作为 元 余 字 典 的 一 个 例子 ， 我 们 考虑 一 个 包含 了 以 特定 小 波 滤波 器 {h,) 为 基 
础 的 用 来 产生 直到 J 层 的 小 波 包 表 格 的 所 有 基 向 量 的 字典 .注意 基于 小 波 的 向 
量 集 合 与 在 最 好 基 算 法 里 考虑 到 的 那些 是 完全 一 样 的 例如 ， 当 J。 二 2 时， 这 
Av Hf th fa & EBT, AT, BTA), BIB), AB] WAA 的 2N 个 列 向 量 组 
成 的 . 

虽然 匹配 追踪 和 最 好 基 算 法 都 包括 了 相同 的 基 向 量 , 但 最 后 的 结果 是 完全 不 
相同 的 ， 再 一 次 用 J= 的 例子 ， 最 好 基 算 法 将 根据 下 列 五 个 规范 正 交 变换 中 的 
一 个 描绘 X 而 结束 : 


A: Bı 
B, A: B, 
B, | 好 : 好 ， 
OY = In, O? = | Jo” = | BA, 0” = |B. Bi O° = : 
LA B.A, 
A, A: A, 
A: A) 


WE RRM ERE, EMO, MARMRIEA AO” =O" X BH m 个 最 大 
值 的 系数 来 逼近 XOX 5 F A p OS ZAPICMBRAKHN m 步 是 等 价 的 ). 
因此 ， 对 关 的 允 近 将 会 完全 根据 OO， 转 置 里 的 N 个 向 量 给 出 。 相反 ， 如 果 我 们 
用 相同 的 小 波 包 表 实行 匹配 追踪 算法 ， 就 将 以 从 OQ 的 转 置 中 及 从 O'"” 的 转 置 
中 选 一 些 向 量 来 结束 .我们 现 在 有 两 倍 多 的 逼近 向 量 可 以 选择 ， 这 个 事实 表明 
对 和 的 六 层 的 匹配 追踪 逼近 应 该 比 从 最 好 基 算 法 提取 的 相似 和 逼近 有 更 小 的 残 
余 ( 与 用 |R'" |? 衡量 的 一 样 )， 这 点 将 在 Bruce and Gao(1996a) 的 10.4 节 中 更 
深入 地 讨论 ， 且 给 出 了 一 个 匹配 追踪 确实 优 于 最 好 基 算 法 的 例子 . 
。 结 合 的 小 波 包 表格 和 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 字 典 

这 里 我 们 通过 将 正 交 离散 傅 里 叶 变换 (CODFT) 里 的 基 向 量 算 到 以 前 的 例子 里 来 增 
大 字典 ， 这 在 3.4 节 中 已 被 讨论 ， 这 些 向 量 的 包含 开辟 了 简洁 地 表示 具有 宽 一 一 或 
窗 一 “ 带 时 间 / 频 率 特 性 的 时 间 序 列 的 可 能 性 .因为 正 交 离散 傅 里 叶 变换 是 复 值 的 ， 
故 如 果 我 们 想 要 通 近 X”， 就 需要 轻微 地 修改 匹配 追踪 算法 ， 因 此 元 余 R” 是 实 值 
的 ， 相 应 地 ， 假 设 在 n 十 1 步 最 大 化 | R”, d,)| 的 向 量 由 ED 是正 交 离散 传 里 叶 变 
换 向 量 大 ,. ， 且 这 个 向 量 是 与 满足 0 二 fi 二 1/2 的 一 个 频率 f; 三 k/ N 有 关 的 . 如果 我 们 
S F,=(R”, Fy. ) 且 回忆 限制 Fi- = Fis 我 们 可 看 到 ， 如 果 选 择 d—F,.RKK 
| R”, d) |, IA d, = Fre.. 这 表明 我 们 应 该 包含 基 向 量 以 使 式 (240) 里 对 过 近 
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一 


X” HAS ”项 是 由 
‘R'™ Fe? Fa 十 (R'™ s FN?) F Noi 


给 出 的 ， 它 必然 是 实 值 的 (参见 式 (50) 和 练习 [50aJj)、 (注意 如 果 最 大 化 的 向 量 是 
大 .或 TY. ， 那 这 个 修改 就 没有 必要 了 ， 因 为 这 两 个 都 是 实 值 的 . ) 
es。 极 大 重 登 离散 小 波 变换 字典 

虽然 六 能 根据 被 小 波 系数 WW 二 WX 加权 过 的 W 的 ( 转 置 ) 行 确切 地 表示 出 
来 ， 但 我 们 在 5. 1 节 里 已 经 看 到 这 些 系数 主要 与 为 时 间 序 列 假设 的 起 点 有 关 ， 而 
上 且 ， 我 们 希望 能 很 容易 地 处 理 一 个 长 度 不 必要 是 2 次 寡 的 倍数 的 序列 ， 因 此 我 们 
这 里 考虑 用 建立 在 第 5 章 里 讨论 的 极 大 重 县 离散 小 波 变换 基础 上 的 一 个 字典 
Die"? 因此， 经 过 小 波 滤 波 器 和 JJ。 层 的 选择 后 ， 我 们 定义 D ÆJ HON 
个 向 量 的 集合 ， 这 些 向 量 是 由 像 下 边 所 确定 的 用 一 个 合适 的 重新 规范 化 的 )4) j= 
lov, Jo AV, 的 行 转 置 给 出 的 ， 式 (171c) 表 明 W; 里 的 每 个 行 向 量 ， 在 以 长 度 
N 为 周期 进行 周期 化 以 后 是 由 从 极 大 重 香 离 散 小 波 变 换 小 波 滤波 器 {hi;,,} 里 挑选 
出 的 元 素 构 成 的 ， 现 在 这 个 滤波 器 的 宽度 由 工 ; 硅 (2; 一 1)(L 一 1) 十 1] 给 出 ， 如 果 
LL 三 N， 那 么 周期 化 的 滤波 器 {45,,} 就 与 {4;,,} 有 相同 的 非 零 元 素 ， 故 我 们 就 可 用 
事实 


HNR =1 
来 再 一 次 规范 化 W; AS BR BEE. AWA, =h KF 
重新 规范 化 绝对 引导 我 们 转向 了 离散 小 波 变换 滤波 器 .如 果 我 们 选择 Jo WE 
L, <N, B 
N 一 


J 一 log:( 六 ~ 十 1) 或 者 ， smes <ie ($51) (242) 


那么 重新 规范 化 区， MD, 的 行 就 是 一 个 平凡 的 任务 ， 如 果 我 们 选 Js 满足 对 某 些 
jS H L>N, WAME N 是 一 个 顺从 j 层 离散 小 波 变换 的 抽样 值 ， 我 们 仍 可 
用 2 来 乘 以 重新 规范 化 部 ; 的 行 (这 是 因为 ， 经 过 重新 规范 化 和 一 个 可 能 的 循环 
平移 以 后 ， 极 大 重 得 离散 小 波 变 换 矩 阵 记 里 的 每 一 行 就 与 离散 小 波 变换 矩阵 
W, 的 某 行 相同 ， 对 此 ， 我 们 有 W, Wr 一 1、 )， 如 果 N 不 是 这 样 的 ， 那 我 们 仅 有 
的 求助 就 是 明确 地 计算 


N~1 


C; = > LAT 
peo 


ALARM W, BCL, >N 时 ， 类 似 的 论断 对 $j, 仍 保持 ). 
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6.9 例子 : 子 潮 海平 面 


这 里 我 们 通过 用 字典 D 来 分 析 5. 8 节 里 讨论 的 子 潮 海 平面 的 涨 落 来 阐述 匹 
配 追 踪 的 观点 ， 这 个 时 间 序 列 ( 在 图 246 的 底部 被 绘 出 ) 有 N=8 746 个 观察 值 ， 这 
些 观察 值 是 以 Atc=1/2 Kiel RIF AY Be UE 12 个 全 年 . 与 第 4 章 和 第 5 章 讨论 
的 一 样 ， 离 散 小 波 变 换 和 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 假设 一 个 循环 时 间 序 列 使 得 ， 例 
如 ， 第 一 个 观察 值 X 被 认为 是 先 于 最 后 一 个 观察 值 Xv. 因为 子 潮 海 平面 涨 落 
有 一 个 强大 的 年 度 成 分 ， 所 以 他 们 被 认为 一 一 至 少 在 某 程度 上 一 一 作为 一 个 循环 序 
列 ， 如 果 抽 样 的 数目 包含 了 在 这 里 近似 正确 的 年 的 一 个 整数 .抽样 尺寸 是 2 的 乘 方 而 
不 是 4 的 乘 方 ， 因 此 只 是 层 J, 二 1 的 部 分 离散 小 波 变换 是 可 能 的 离散 小 波 变换 的 标准 
的 阐述 ， 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 不 要 求 这 样 的 限制 . 另外 ， 因 为 我 们 可 能 又 很 容易 地 
看 到 开始 和 结尾 的 数据 ， 辟 如， 是 六 月 而 不 是 一 月 ， 故 我 们 的 分 析 对 假设 的 起 点 相对 
不 灵敏 ， 给 出 这 样 考虑 和 事实 ， 即 子 潮 海 平面 涨 落 是 由 作用 在 不 同 尺度 范围 上 的 时 间 
无 关 现 象 所 影响 的 ， 极 大 重 释 离散 小 波 变换 是 这 个 序列 结构 分 解 的 一 个 合适 的 架构 . 

像 在 5.8 节 中 ， 我 们 用 LA(8) 小 波 滤波 器 来 进行 我 们 的 分 析 ， 因 此 工 =8， 
假设 J 是 满足 不 等 式 (242) 的 最 大 整数 ， 即 


a = | log: (F +1)|= 10. 

这 个 选择 推出 | 层 的 极 大 重 释 离 散 小 波 变 换 字典 向 量 的 非 零 元 素 是 从 离散 小 波 变 
Hgh, j=l, =s Jo Rig, 小 中 挑选 出 来 的 ( 当 我 们 重新 规范 化 极 大 重 
释 离 散 小 波 变换 滤波 器 以 得 到 单位 能 量 时 ， 这 些 就 是 我 们 所 得 到 的 )， 此 字典 因 
此 包括 了 从 Wj; MV), AIJ +1 N=96 206 个 重新 规范 化 的 行 ， 和 通常 一 样 ， 我 
(DREW, 的 行 与 实际 尺度 riAt 三 2 一 Ai 上 的 平均 值 的 变化 联系 起 来 且 将 Vj 的 行 
与 实际 尺度 Ay, A= At 三 512 天 的 平均 值 联 系 起 来 . 

用 匹配 追踪 算法 选择 的 前 20 个 基 向 量 d, 在 图 244 和 245 中 表示 出 来 了 .在 
图 中 向 量 的 高 度 已 被 调整 使 其 填 满 了 现存 的 范围 一 一 没有 用 (R'"”，d, >A, A 
为 需要 在 式 (240) 中 形成 X””; 然而 ， 每 个 向 量 已 通过 内 积 符号 被 十 1 或 一 1 所 
乘 ， 以 使 得 很 容易 地 看 到 在 X 中 什么 特性 能 被 提取 出 来 ， 前 10 个 向 量 都 与 范围 
从 rsAt 二 64 天 上 的 变化 到 XoAt 二 512 天 平均 数 的 大 尺度 有 关 ， 第 一 个 选择 是 一 
个 大 尺度 的 平均 值 ， 它 将 我 们 的 吸引 力 转 到 一 个 在 波动 变化 范围 1982 一 1983 上 
的 一 个 长 的 向 上 的 增加 .前 20 个 选择 向 量 中 的 7 个 与 实际 尺度 r At = 128 a wt 
LAURA. OR eR EE. REP HB (n= 3 Al n=8) 
相对 于 其 他 的 五 个 被 倒置 了 ， 解 释 n=8 的 倒置 是 有 问题 的 ， 因为 这 个 向 量 明显 
地 利用 了 循环 假设 ， 但 n=-3 的 倒置 与 1981，1983，1985，1987 和 1988 年 (n 分 
别 等 于 2，1，18，6 和 11) 的 春天 里 快速 下 降 相 比较 ， 指 出 了 1984 年 春天 在 涨 落 
中 的 一 个 更 逐渐 下 降 ， 这 种 异常 在 图 186 里 极 大 重合 离散 小 波 变换 多 分 辨 分 析 的 
成 分 5; 的 细致 研究 中 也 是 很 明显 的 .与 在 Percival and Mofjeld(1997) 中 讨论 的 
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图 244 用 匹配 追踪 算法 应 用 到 子 潮 海平 面 涨 落 ， 选 择 出 的 前 10 个 极 大 重 登 离散 小 波 变换 向 
量 . 字典 是 用 LA(8) 小 波 滤波 器 构造 的 D"* .每 个 向 量 根 据 它 与 R" 的 内 积 符号 用 
十 1 或 一 1 来 乘 ， 因 此 能 与 原 序列 进行 直观 相互 作用 ， 每 个 向 基 的 标准 化 尺度 写 在 它 


的 图 的 右边 (WW, 中 向 量 的 标准 化 尺度 是 上 ;而 Yie 中 的 是 X10) 


一 样 ，3/4 月 份 海平 面 上 的 这 些 下 降 是 由 于 北 太 平 洋 东 边 上 空气 中 的 春季 转变 ， 
接着 的 高 压 区 域 海平 面 是 由 于 低空 气压 力 和 向 北 吹 的 风 .， 也 注意 到 ， 在 后 10 个 
被 选择 的 向 量 中 (图 245)， 有 6 个 与 rsAt 二 8 和 raAt=16 天 的 尺度 上 的 永久 变化 
有 关 ， 这 些 都 是 在 冬天 或 春天 里 被 寻找 的 且 可 归 因 与 每 年 这 个 时 间 的 暴风 雨 
体系 . 

图 246 的 上 部 分 表示 出 了 前 20 个 被 选择 的 向 量 为 基础 的 对 天 的 通 近 大 ” 
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CX 本 身 在 图 底部 表示 )， 除 了 特有 的 3/4 月 份 的 下 降 和 暴风 雨 相 联系 的 特性 ， 这 
个 通 近 还 指出 了 1989 一 1990 的 子 潮 涨 落 ， 与 这 20 年 时 间 的 其 他 年 相 比 是 相对 平 
静 的 ， 如 果 我 们 基于 50 个 向 量 升级 到 一 个 逼近 Xe ， 我 们 就 可 以 看 到 两 年 周期 
里 出 现 的 某 种 结构 ， 图 246 的 最 后 两 个 图 表示 出 了 m 一 200 阶 的 通 近 XO” 和 相应 
的 剩余 Reso ， 注 意 这 些 剩余 比 原 序列 更 均匀 (然而 ， 这 仍 是 一 个 显著 的 季节 相关 
可 变性 ). 

这 种 逐步 的 匹配 追踪 方法 清楚 地 人 允许 我 们 评论 这 个 序列 是 怎样 构造 的 ， 且 万 
其 强调 了 序列 的 不 同 部 分 构造 中 的 差别 ， 它 传递 了 与 一 个 使 用 极 大 重 伙 离散 小 波 
变换 多 分 辨 分 析 收 集 到 的 不 同 信息 (参见 5. 8 节 ). 
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A246 ”用 极 大 重生 离散 小 波 变换 字典 里 的 m 二 20，50 和 200 个 向 量 ， 对 子 潮 海 平面 涨 落 AY 
匹配 追踪 通 近 X'”… ， 相 对 于 X* 的 剩余 ROO 在 图 XX 的 上 方 表示 
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6. 9 节 的 评论 与 扩展 

[1]Walden and Contreras Cristan(1998b) 为 子 潮 海 平面 涨 落 的 较 短 的 一 段 (5 
年 ) 提 供 了 一 个 补充 的 匹配 分 析 . 这 个 较 短 的 一 段 的 值 是 关于 比 我 们 这 里 研究 的 
序列 的 更 大 参考 海平 面 来 测量 的 . 海平 面 上 的 这 种 变化 导致 了 一 个 与 序列 波动 相 
比 更 大 的 抽样 均值 (图 246 中 对 头 的 抽样 均值 很 小 );)， 作 为 结果 ， 他 们 通过 放 人 一 
个 简单 的 常数 向 量 来 增 大 字典 D"*? ， 这 个 简单 常数 向 量 是 其 中 元 素 均 等 于 
1/ VN 的 一 个 向 量 . 如 果 我 们 假设 1 是 元 素 均 为 1 的 一 个 向 量 ， 那 么 常数 向 量 就 


aad 所 以 我 们 有 | 4a) =x, 其 中 X EX 的 抽样 均值 ， 注 意 因 
为 这 个 向 量 在 循环 平移 下 是 不 变 的， 连同 D"™*? ,使 用 它 产生 具有 主要 特性 的 一 
个 整体 字典 ， 如 果 一 个 向 量 在 这 个 字典 里 ， 那 它 所 有 可 能 的 循环 平移 也 在 这 个 字 
典 里 ， 常 数 向 量 的 包含 在 保持 这 种 主要 特性 时 ， 以 一 种 自然 灵敏 的 方式 扩大 了 超 
定 的 基 ， 有 了 这 个 增 大 的 字典 ，Walden and Contreras Cristan(1998b) 用 匹配 追 
踪 算 法 为 它们 的 比较 短 的 序列 求 出 了 第 一 个 向 量 选择 是 -1 即 第 一 个 逼近 恰 
好 是 抽样 均值 ， 且 相应 的 剩余 是 抽样 均值 的 偏差. 

[2] 由 于 在 子 潮 海 平面 涨 落 中 的 突出 的 每 年 的 变化 ， 如 果 考 虑 一 个 由 Te 
结合 正 交 离 散 傅 里 时 变换 中 的 向 量 构成 的 字典 ， 我 们 似乎 对 这 些 数 据 能 得 到 一 个 
和 更 好 的 匹配 追踪 允 近 ， 使 用 这 种 增 大 字典 的 分 析 表 明 ， 虽 然 第 一 个 被 选 出 的 向 量 
与 图 244 中 表示 出 的 向 量 是 一 样 的 ， 第 二 个 向 量 来 自 正 交 离散 健 里 叶 变 换 且 有 一 
个 于 每 年 一 周 十 分 相近 的 相关 周期 ， 然 而 ， 如 果 我 们 直到 步 m= 200 继续 运行 匹 
配 追 踪 算 法 ， 那 接 下 来 198 个 向 量 中 只 有 3 个 是 来 自 正 交 离 散 伟 里 叶 变 换 一 一 剩 
下 所 有 的 都 是 自 D CA 3 个 正 交 离散 侍 里 叶 变 换 向 量 是 在 步 mm = 65, 84 和 
192 挑选 出 的 且 分 别 与 0 频率 ，26.7 周 /年 和 36. 2 周 /年 相关 一 一 这 后 边 的 两 个 可 
能 归 因 于 一 到 两 周 的 尺度 上 的 天 气 模型 )， 对 m=20, 50% 200 KER, X” 在 图 
248a 中 表示 ， 且 看 起 来 与 图 246 中 的 十 分 相似 一 一 主要 差别 是 年 变化 在 图 248a 中 
更 被 完全 提高 ， 另外， 图 248b 表示 了 利用 pore? ( 粗 曲 线 ) 和 用 正 交 离 散 傅 里 叶 变 
换 向 量 增 大 的 这 个 字典 ( 细 曲 线 ) 作 为 m 的 函数 作出 的 平方 的 规范 化 剩余 和 DR'™ |° 
IxIF. 虽然 当 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 向 量 在 第 二 步 中 选 出 时 ， 我 们 得 到 了 一 个 重要 
的 简化 ， 但 逼近 D'"™ 接近 与 步 50 左右 的 间隔 ， 因 此 ， 这 个 序列 中 特性 的 大 部 分 
比 全 部 频率 变动 更 适合 根据 局 部 的 时 间 / 尺 度 变动 来 描绘 . 


6.10 ”小结 


今 久 是 一 个 包含 实 值 时 间 序 列 的 N 维 向 量 ， 此 序列 的 抽样 值 N 对 某 个 整数 
Jo 来 说 是 2 的 整数 倍 ， 对 于 0 三 三 J。，XX 的 7 层 的 离散 小 波 包 变换 是 一 个 规范 
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图 248a 使 用 m 二 20，50 和 200 个 向 量 ， 对 子 潮 海 平面 涨 落 多 的 匹配 追踪 逼近 A, AME 
是 从 由 极 大 重 登 离散 小 波 变换 和 规范 正 交 离 散 傅 里 时 变换 向 基 组 成 的 字典 里 


() 50 100 150 200 


图 248b EIMA ERRARE, ARKEA KBE ERFA D ( 粗 曲 线 ) 和 这 个 字典 与 
规范 正 交 离散 传 里 叶 变 换 的 向 量 结合 的 字典 ( 细 曲 线 ) 作 为 项 数 m 的 晴 数 的 平方 的 


规范 化 剩余 和 上 R™ |x]? 
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正 交 变换 ， 它 能 产生 一 个 系数 的 N 维 向 量 ， 能 分 配 为 


六 27 =} 


其 中 每 个 W,. 均 有 维 数 N = N/2 ， 并 且 标 称 上 与 频率 区 间 工 .=[ 5", H] 


有 关 ( 这 2 个 向 量 一 起 将 标准 区 间 [0， 去 | 分 划 成 2 个 相等 宽度 的 区 间 ， 因 此 与 


每 个 第 j 层 离散 小 波 包 变换 系数 相关 的 带宽 是 1/2). 实际 上 ， 一 个 j 层 的 离 


散 小 波 包 变换 可 以 用 4.2 和 4.3 节 中 定义 的 小 波 和 尺度 滤波 融 {h,} 和 1{g} 通 过 滤 
波 一 个 ;一 1 层 的 离散 小 波 包 变换 来 形成 (我 们 通过 定义 j= 二 0 层 的 离散 小 波 包 变 
换 为 时 间 序 列 本 身 来 初始 化 这 个 循环 递 推 方案 ， 即 Wo.。 三 六 )， 如 果 我 们 令 Wini 
是 Wi, 的 第 上 个 元 素 ， 那 么 我 们 可 以 写 为 

Waai = bd uni Wii, 2r+l—imodN 1 9 i= 0*4 N; ma P 
其 中 


gı nmod4 一 0 或 3; 
h, mnmod4 一 1 或 2. 


FAWR n 是 偶数 ， 那 么 | 就 是 又 一 一 否则 是 2 元 (上面 的 公式 是 式 (214a) 和 


(214b))， 注 意 从 j 一 1 层 的 变换 到 j 层 的 变换 时 ， 每 个 “双亲 ”向 量 Win aE 
次 (一 次 用 小 波 滤波 器 ， 一 次 用 尺度 滤波 器 )， 产 生 两 个 标记 为 二 2n 和 nn 二 2n' 十 1 
的 “孩子 ”向 量 W,,,;， 然而 ， 小 波 滤波 器 当 mmod4 = 2 时 产生 这 些 “ 和 孩子" 向 量 的 第 一 
个 (标记 为 偶数 ) 一 一 如 果 是 1 时 ， 那 就 产生 第 二 个 “孩子 ”向 量 (标记 为 奇数 )， 也 注 
意 到 ， 每 个 孩子 都 是 其 双亲 长 度 的 一 半 . 每 个 孩子 中 的 系数 覆盖 了 原 序列 于 的 整个 
时 间 范 围 ， 但 由 于 小 波 和 尺度 滤波 器 的 局 部 化 性 质 使 其 在 时 间 上 被 局 部 化 (这 一 事 
实 支持 了 这 一 论点 ， 即 与 每 个 第 j 层 离散 小 波 包 变换 系数 相关 的 时 间 宽 度 是 2 ). 

j 层 的 每 个 W,,, 都 是 滤波 运算 独特 的 有 序 集 的 结果 ， 且 此 运算 是 应 用 到 层 为 
0，1，…，j 一 1 的 系数 子 集 上 的 .如 果 我 们 用 0 作为 尺度 滤波 器 的 标号 且 1 作为 
小 波 滤波 器 的 标号 ， 那 我 们 就 能 决定 一 个 次 序 . 按照 这 个 次 序 ， 我 们 需要 通过 观 
察 长 度 j 的 二 进 值 向 量 c;., 的 元 素 应 用 这 些 滤波 器 来 构造 一 个 给 定 的 W,.,， 如 下 
构造 ， 当 j =1 时， 我 们 定义 一 维 向 量 c1.o 三 [0J 和 oc 三 [1]. 4j>1 时， 我们 
根据 j 一 1 层 的 向 量 -ijp E c,- 1 末端 添加 0( 如 果 nmod4=0 或 3) 或 
者 添加 1( 如 果 nmod4 = 1 或 2) 这 个 简单 法 则 来 构造 c.。。 假定 我 们 已 经 知道 了 
cj-1| 一 一 这 对 于 j 二 2 是 正确 的 ， 但 对 于 7 一 2， 我 们 根据 j 一 2 层 向 量 再 次 应 用 
这 个 简单 法 则 来 得 到 它 ( 如 果 j 一 2 层 和 更 小 的 是 未 知 的 等 等 )， 作 为 例子 ， 这 个 
构造 步骤 产生 了 cl = [1，1，0，1]7， 它 告诉 我 们 先 用 {A } 滤波 XX 以 得 到 W. 
(经 过 下 抽样 ); 第 二 步 ， 用 {h,} 滤 波 WBE Wes BWER, Mie) Wik Wee Be 
到 W345 最 后 ， Hih } 滤 波 W:,: 得 到 Wis. 


Un, = | 
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尽管 在 实际 中 ， 一 个 7 层 的 离散 小 波 包 变 换 通常 是 根据 低级 的 离散 小 波 包 变换 
循环 计算 的 ， 但 有 意思 的 是 W,., 的 元 素 W.,., 能 经 由 式 (215a) 直 接 从 关 得 出 ， 即 


Wine = 3) Ul; nX 2f Cet J—-1-imdN» t= 0,1,°°,N;—1, 
其 中 {ww} 是 传递 函数 由 
Uj.,(f) = Tl M, (2"/) 
(这 就 是 式 (215b)) 给 出 的 滤波 器 的 脉冲 响应 序列 ; 这 里 M,(*) 二 GC") 和 M(*) 三 HG) 
( 即 {gi) 和 {h) 的 传递 函数 ， 而 oan E 6 的 第 加 个 元 素 ). 
我 们 也 可 以 根据 矩阵 运算 来 阐述 离散 小 波 包 变换 ， 因 此 ， 我 们 有 
(AW, TESE nmod4 = 0 3% 3; 
W, = + 
| B;W;-i|4+|> nmod4 = 1 或 2. 
这 里 4 MB, 是 N XN _, 阶 矩阵 ， 它 们 的 行 包 含 着 分 别 周 期 化 { 名 } Mh) WK 
N 所 形成 的 元 素 (4. 12 节 概述 了 怎样 构造 这 些 矩阵 )， 我 们 可 以 递 推 应 用 上 式 以 
得 到 直接 联系 W, ,和 XX 的 一 个 矩阵 表达 式 ， 为 此 ， 我 们 只 需 考虑 c ,的 元 素 ， 如 果 
,一 0， 那么 我 们 用 A 从 mm 一 1 层 到 m 开始 ; 另 一 方面 ， 如 果 Com 一 1， 我 们 用 
Bs。， 例 如 ， 因 为 ei. 二 [1，1，0，1]"， 我 们 可 写 Wo =BABBX. 
因为 离散 小 波 包 变换 是 一 个 规范 正 交 变 换 ， 故 我 们 可 以 用 它 由 


[x]? = > IW, | 

分 划 X 的 能 量 ， 其 中 |W,., |? 可 以 被 解释 为 由 于 带 Z,, 里 的 频率 引起 的 对 能 量 的 
贡献 。， 类似 地 ， 因 为 六 可 从 离散 小 波 包 变换 系数 综合 ， 故 我 们 可 以 用 2 个 向 量 
的 加 法 来 表示 X， 这 其 中 的 每 一 个 向 量 都 是 与 一 个 特定 频率 带 工 ;., 相关 的 
( 式 (208b) 表 示 出 了 jj 二 2 的 一 个 分 解 ). 

因为 一 个 j 层 离散 小 波 包 变 换 是 通过 在 j 一 1 层 离散 小 波 包 变 换 得 到 每 个 ^ 母 ” 
向 量 且 从 中 创造 出 两 个 “ 子 ”向 量 来 形成 的 ， 故 我 们 可 以 将 所 有 j 二 0，1，…，J 的 
离散 小 波 包 变换 组 织 成 一 个 小 波 包 表 格 ， 对 J =3 的 一 个 例子 ， 在 图 212a 中 表示 
了 出 来 ， 在 这 个 表格 里 形成 离散 小 波 包 变换 系数 向 量 W,, 的 角 标 数 对 (j，nn) 可 集合 
在 一 起 形成 集 N 三 {Oj, n: j=0, =s Jos n=0, =, Y1}. BEG, WEN 
均 与 一 个 频率 区 间 ， 即 并 ,有 关 ， 小波 包 表 格 可 用 来 形成 以 非 相 交 二 进 分 解 著称 的 
规范 正 交 变换 的 一 个 大 集合 .通过 定义 ， 每 个 这 样 的 分 解 都 与 满足 两 个 性 质 的 属于 
NN 的 偶 子 集 ( 璧 如 C) 有 关 ， 第 一 ， 对 于 每 个 (j，n) EC， 所 有 频率 区 间 工 ,的 交集 


恰恰 正 是 区 间 [0， 去 ]; #2 MRG MMG, WIECH BIDAR TER» W4 


T,., 和 Ty 就 没有 共同 的 频率 ， 非 相交 二 进 分 解 包 括 层 j 的 离散 小 波 包 变换 (对 此 
c=({(0， 0s Ge Da ts Gs PD)» A j 层 的 部 分 离散 小 波 变 换 ( 对 此 (C = 
‘Cj, OJy (js Ls [7 一 二 1), (j—2, 1), wes (l, 1)}). 
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因为 如 此 多 的 非 相 交 二 进 分 解 可 以 从 小 波 包 表 格 里 提取 出 ， 故 对 一 给 定 的 时 
间 序 列 X， 可 很 有 意思 地 定义 一 个 “最 优 的 ”离散 小 波 包 表 格 变 换 ， 最 好 基 算 法 就 
是 尝试 这 样 做 的 ， 它 根据 形式 为 

MW,,,) 三 Vi 有 | ) 
的 加 性 价值 泛 踢 分 配给 表格 里 每 个 向 量 Wo;., 一 个 “价值 "MW..)， 这 里 MOREE 
义 在 [0，co) 上 有 m(0)=0 的 实 值 函 数 . m(*) 的 三 个 例子 在 6. 3 节 里 给 出 ， 与 在 
这 一 节 里 所 讨论 的 一 样 ， 这 个 算法 能 选择 出 非 相 交 二 进 分解 CE N 使 对 任何 其 他 
非 相 交 二 进 分解 C ENIA 
>) MW < >) MW,,,). 


mec Gime c’ 

这 对 离散 小 波 变换 是 正确 的 ， 离 散 小 波 包 变换 对 时 间 序 列 的 假设 起 点 也 是 灵 
敏 度 很 高 的 ， 就 离散 小 波 变换 而 言 ， 这 种 研究 导致 了 极 大 重 释 离散 小 波 变 换 的 定 
义 ; 对 于 离散 小 波 包 变 换 ， 我们 导致 了 类 似 的 “ 极 大 重 琶 ”的 离散 小 波 包 变换 ( 极 
大 重音 离散 小 波 包 变换 )， 用 极 大 重 肥 离散 小 波 包 变 换 滤波 器 
u =“ 和 ui, | 三 Éim 


Mi U jn, ; 
ns VZ J gue 
我 们 可 以 定义 第 j 层 极 大 重合 离散 小 波 变换 系数 ， 其 经 由 


| 
i J 
Wns 一 - Ü; X: imodN » t = 0,] ees N— l 


l= 0 


直接 根据 时 间 序 列 不 (这 是 式 (231a))， 或 者 经 由 


Wija = > Unt Walter limono t= 0,°%°,N—1] 
循环 地 根据 以 前 确定 的 j 一 1 层 系 数 ， 其 中 Woon =X, (上面 的 是 式 (231b)，、 如 果 
我 们 将 这 些 系数 放 在 一 起 成 为 N 维 向 量 W,.,， 那 么 就 能 将 所 有 j= 1, s Jo 
的 极 大 重 伙 离散 小 波 包 变 换 组 织 成 一 个 极 大 重合 离散 小 波 包 变换 的 小 波 包 表 格 ， 
对 Jo 一 3 这 样 的 一 个 例子 ， 在 图 232 中 给 出 . 
作为 对 极 大 重 秋 离散 小 波 变 换 是 正确 的 ， 极 大 重生 离散 小 波 包 变 换 对 一 个 时 
间 序 列 羡 既 导致 了 能 量 分 解 又 导致 了 加 性 分 解 。 我 们 可 以 经 由 


Ix]? = XW; 
将 XX 中 的 能 量 分 划 开 ， 这 里 与 离散 小 波 包 变换 情况 相似 ，|W,., | 可 以 被 解释 为 


由 于 带 工 ,的 频率 引起 的 对 能 量 的 贡献 .我 们 可 以 用 "细节 ”向 量 五 ,形成 磊 的 加 


27-1 


L =l 
Disi = > Ujen.t W nirman ， 从 这 里 我 们 得 到 X = 2 Dha 
L=0 n=0 
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向 量 D,., 与 频率 区 间 I,., 有 关 且 根据 零 相 位 的 滤波 器 滤波 XX 时 有 一 个 可 选择 的 阐 
述 一 一 这 允许 我 们 简单 地 将 人 D;., 里 显著 的 宽带 特性 与 原 序 列 的 特性 联系 起 来 . 极 
大 重 秋 离散 小 波 包 变 换 系 数 W,., 本 身 没 有 这 个 性 质 ， 但 是 和 6. 5 节 里 讨论 的 一 
样 ， 如 果 我 们 用 最 接近 对 称 或 coiflet 滤波 器 ， 然 后 经 由 T- 145"1W,,, 循 环 提升 系 
数 ， 这 里 w,* 由 式 (230) 给 出 ， 我 们 就 能 将 这 些 调 节 到 与 零 相 位 滤波 器 的 近似 输出 
相 适 应 ， 

最 后 ， 我 们 得 出 匹配 追踪 算法 ， 它 被 设计 用 来 通过 从 具有 单位 范 数 、 大 一 一 
但 有 限 一 一 的 向 量 集 里 选 出 的 一 小 部 分 向 量 的 线性 组 合 来 通 近 一 个 时 间 序 列 .， 这 
个 向 量 集 被 称 为 是 一 个 字典 且 用 D 表示 . 尽管 在 目前 章节 的 上 下 文 里 ， 一 个 明显 
的 字典 将 是 一 个 小 波 包 表 格 ( 或 极 大 重 倒 离散 小 波 包 变换 翻版 ;， 事 实 上 D 可 由 种 
种 来 源 形成 ， 包 括 一 一 但 不 被 限制 一 一 从 离散 小 波 变 换 、 极 大 重 登 离散 小 波 变 
换 、 离 散 小 波 包 变换 和 极 大 重 伙 离散 小 波 包 变换 和 规范 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 的 
(可 能 被 重新 规范 化 ) 向 量 的 各 种 组 合 。 为 了 能 用 D 中 的 mr 个 向 量 的 线性 组 合 形 
成 对 X 的 一 种 通 近 ， 辟 如 XX"”， 我 们 随 着 相关 的 剩余 物 R”， 形 成 了 一 系列 通 近 
X”, n=O, "e, m—l, 通 近 X” BUD 中 的 nn 个 向 量 为 基础 的 (我 们 定义 xX” = 
X), HHA HERE X” HRO 二 这样 的 ， 给 定 第 n KFK, RNA 
R'" 和 每 个 向 量 d, ED 之 间 的 内 积 来 得 到 次 序 为 nn 十 1 的 逼近 ( 角 标 y 用 来 将 一 个 
向 量 与 时 间 / 频 率 或 时 间 / 尺 度 联系 起 来 一 一 例如 ， 如 果 D 包含 着 与 极 大 重 伙 离散 
小 波 变换 相 联 系 的 向 量 ， 那 么 y 将 对 d, 特殊 化 尺度 和 在 时 间 上 的 位 置 )、 为 了 形 
成 XX"* "我们 选择 任 一 向 量 一 一 称 它 为 d, 一 一 满足 

|R” „d, ) |< |(R™,d,)|, 对 所 有 d, E€ D 
(通常 只 有 一 个 满足 上 式 的 向 量 ， 但 这 里 没有 只 有 一 个 的 原因 ). HMR a E 
定义 的 : 

WD 一 一 x 十 (R™” sd, dd, ‘ 


且 我 们 令 ROP = 二 XX 一 XX" ?， 经 过 这 样 的 m BAR, RTA AE 
Xe 一 (R” „d, )d, ， 
连同 能 量 分 解 
[xP = D Rod + RP 


HAR”, d, )|? =| R”, ddd, 二 ， 我 们 把 上 式 加 法 的 第 n 项 看 作 是 与 
X' 中 第 个 逼近 向 量 有 关 的 能 量 ). 
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6.11 习题 


[6.1] 证 明 ， 式 (208a) 给 出 的 变换 是 规范 正 交 的 . 

[6.2] 假设 我 们 在 计算 直到 Jo 层 的 离散 小 波 变换 时 ， 偶 然 交换 了 小 波 和 尺度 滤 
Eh} Aig). BI 层 的 小 波 包 表 格 ， 这 将 会 导致 什么 变换 呢 ? 

[6. 3] 计算 并 绘 出 基于 D(4) 和 LA(16) 滤 波 器 的 n= 二 0，…，7 平方 增益 函数 
[Use C+) |? 的 图 ， 将 这 些 图 与 图 217 表示 的 LA(8) 的 情况 进行 比较 . 


[6.4] 为 了 得 到 在 标 称 频率 区 间 | T+ yg | 内 ， 表 示 里 涨 落 的 离散 小 波 包 变 


换 系 数 W,,,， 我 们 需要 对 时 间 序 列 X 实行 滤波 运算 的 是 什么 序列 ? 基于 
LA(8) 滤 波 器 ， 计 算 并 绘 出 相应 等 价 滤波 器 的 脉冲 响应 序列 {u.,,,} 和平 
方 增益 函数 |U,;.,(*) |? 的 图 . 
[6.5] 图 216 显示 了 j= 二 1，2 和 3 层 的 二 进 值 向 量 cj., 的 内 容 ， 对 于 7 二 4 和 5 
层 ， 确 定 这 些 向 量 . 
[6.6] 假设 我 们 计算 具有 抽样 均值 X 的 一 个 时 间 序 列 奈 的 第 7 层 离散 小 波 包 变 
换 Wj;,,，n 二 0，…,2’ 一 1]， 证明 Wi 的 抽样 均值 等 于 2 天 X， 当 ?>0 时 ， 
W,. 的 抽样 均值 是 0， 这 必定 是 正确 的 吗 ? 
[6.7] 如 图 225 和 226， 将 最 好 基 算 法 运用 到 图 224 的 小 波 包 表 格 中 的 离散 小 波 
包 变换 系 数 ， 但 是 现在 用 (a)p 二 1 的 e 信息 价值 泛 晒 ，(b) 小 波 包 表 格 中 
所 有 系数 绝对 值 的 中 间 数 的 阔 值 集 $ 的 阔 值 价值 泛 函 (包括 7=0 层 ， 即 
W,。 =X; 这 种 设置 的 方法 在 Bruce and Gao, 1996 里 用 到 ). 通过 这 两 
个 价值 泛 函 与 用 一 :logl: 范 数 所 求 得 的 相 比较 ， 怎 样 选择 最 好 基 算 法 ? 
[6.8] 对 于 j=1 到 3， 表 230 列 出 了 要 求 平移 滤波 器 {uj.,.1,} (基于 LA(8) 小 波 滤 
eR ARE vnl 因此， 它 有 近似 零 相 位 ， 图 235 用 那个 图 里 的 标号 
Tol W, BH TMF n=0, s 6M lvl. 对 j=4 层 ， 计 算 剩 下 的 
MHE |v l| n=7, =, 15. 
[6.9] 类 似 于 图 115 和 124 中 对 {hj,,} 所 做 的 ， 绘 出 滤波 器 {ww3.w1}，n 王 0，…，7， 
的 相位 函数 图 ; 即 对 这 些 图 中 每 个 基于 Daubechies 或 coiflet 小 波 滤波 器 的 
{z ,来 说 ， 计 算 并 绘 出 这 个 函数 被 调整 前 移 | wm. | 以 后 在 标 称 通 带 T., 上 
确切 的 相位 函数 图 . 
[6.10] 不 用 前 移 |v | ， 给 极 大 重 倒 离散 小 波 包 变换 系数 W,., 绘 一 个 与 图 235 
类 似 的 图 形 ， 怎 样 将 这 个 图 形 与 图 235 和 238 进行 比较 ? 

[6. 11] 假设 我 们 有 一 个 长 为 N=2! 的 时 间 序 列 X， 我 们 希望 用 匹配 追踪 算法 来 
分 析 . 证 明 ， 如 果 使 用 任何 离散 小 波 变 换 字典 ， 应 用 这 个 算法 的 N 步 ， 
那么 最 后 一 步 的 剩余 RO 必定 满足 |R™ | =0. 类似 地 ， 证 明 如 果 用 任 
一 基于 J, 层 的 极 大 重 友 离散 小 波 变 换 字 典 ， 应 用 这 个 算法 (六 十 1)N 
步 ， 那 么 最 后 一 步 的 剩余 必定 满足 | Rec |? =0. 


[6.14] 
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对 4 个 点 的 时 间 序 列 关 二 [2，4，8，10]"， 基 于 哈 尔 小 波 的 Jo =2 层 的 
极 大 重合 离散 小 波 变换 字典 Dor’? 应 用 匹配 追踪 算法 4 步 ， 特别 地 ， 对 
Fm=1, 2, 3M 4it Fi X” 和 相对 应 的 剩余 R”. 
使 用 由 向 量 

1 
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7 
组 成 的 字典 D， 将 匹配 追踪 算法 应 用 到 两 个 点 的 时 间 序 列 xS 5, 3] 
上 .为 得 到 具有 和 零 范 数 的 剩余 向 量 R'”， 需 要 多 少 步 m? 
利用 式 (224) 的 8 个 点 的 时 间 序 列 ， 对 于 7 一 1，2 和 3 层 的 哈 尔 离散 小 
波 包 变换 ， 用 由 所 有 基 向 量 组 成 的 字典 ， 应 用 到 匹配 追踪 算法 的 三 步 
中 . 在 每 一 步 ， 此 算法 能 挑选 出 什么 样 的 向 量 ? ER, R” |? 的 
值 又 是 多 少 呢 ? 


第 7 if 
随机 变量 和 随机 过 程 


7.0 引言 


在 前 面 3 章 中 ， 我 们 导出 了 离散 小 波 变换 和 与 之 相关 的 变换 (包括 极 大 覆盖 
离散 小 波 变 换 和 离散 小 波 包 变 换 ) 的 基本 理论 ,我们 描述 了 这 些 理论 是 怎样 应 用 
在 时 间 序 列 {X,} 上 的 ， 其 中 到 目前 为 止 ， 我 们 假设 序列 中 的 每 个 X, 都 是 实 值 变 
E. 我 们 已 经 证 明 这 些 变 换 产 生 了 十 分 有 用 的 并 且 是 可 加 的 分 解 ， 它 可 以 将 序列 
重新 表示 成 其 他 一 些小 的 序列 ， 其 中 每 一 个 都 是 与 有 物理 意义 的 独立 变量 相关 的 
(例如 说 离散 小 波 变换 和 极 大 覆盖 离散 小 波 变 换 情况 时 的 尺度 和 离散 小 波 包 变换 
情况 下 的 频率 区 间 ).， 我 们 还 可 以 使 用 任何 一 个 变换 将 时 间 序 列 {X,} 的 样本 方差 
分 割 成 与 同样 的 独立 变量 相关 的 片断 ， 虽 然 潜在 地 十 分 有 用 ， 但 是 这 种 可 加 的 分 
解 和 对 方差 的 分 析 事 实 上 是 本 质 的 描述 ， 没 有 考虑 到 样本 方差 的 重要 效果 ， 例 
W, E 192 是 描述 尼罗河 年 最 低 水 位 的 序列 用 极 大 覆盖 离散 小 波 变换 得 到 的 那个 


可 加 的 分 解 . 我 们 用 眼睛 可 以 容易 地 发 现 从 五 MD: 开始 的 方差 增加 ， 但 是 ， 如 
果 我 们 没有 意识 到 这 个 序列 背后 的 历史 ， 就 会 提出 一 个 很 好 的 问题 ， 这 种 样本 方差 
的 增加 是 不 是 仅仅 是 自然 的 随机 的 或 者 是 偶然 的 ， 为 了 回答 这 类 问题 ， 我 们 必须 确 
定时 间 序 列 中 的 随机 方差 是 如 何 影响 小 波 变 换 的 ， 并 能 定量 地 从 变换 中 计算 出 来 . 
这 就 要 求 我 们 关于 时 间 序 列 的 观念 发 生 改变 ， 我 们 现在 必须 将 它 看 作 是 一 个 随机 过 
程 {X,}) 的 实现 (这 种 观念 将 在 7. 4 节 中 定义 )， 如 果 我 们 使 用 这 种 过 程 对 时 间 序 列 建 
模 ， 就 开始 了 对 基于 小 波 的 时 间 序 列 分 析 中 样本 方差 效应 的 评估 任务 . 

利用 统计 模型 提出 时 间 序 列 中 的 问题 ， 这 样 一 种 研究 方法 在 上 半 个 世纪 中 获 
得 了 莉 勃 的 发 展 ( 这 个 主题 的 一 些 经 典 的 教科 书包 括 : Anderson, 1971; 
Blackman and Tukey, 1958; Bloomfield, 1976; Box 等 ，1994; Brillinger, 
1981; Fuller, 1996; Hannan, 1970; Koopmans. 1974; Priestley, 1981). 在 
接 下 来 的 3 章 中 我 们 将 研究 利用 小 波 协助 统计 模型 进行 时 间 序 列 分 析 ( 作 为 补充 ， 
参见 Ogden, 1997; Carmona 等 ，1998; Vidakovic, 1999). 为 了 对 这 些 讨论 做 
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一 些 准 备 ， 这 里 我 们 简要 地 总 结 概 率 、 统 计 、 随 机 过 程 理论 中 的 一 些 主 要 结论 . 
我 们 的 目的 只 是 做 概要 性 的 叙述 ， 并 且 只 打算 限制 在 接 下 来 的 几 章 中 所 需要 的 内 
容 中 ， 对 统计 和 时 间 序 列 分 析 有 一 定 基础 的 读者 可 以 只 是 浏览 一 下 本 章 ， 主 要 是 
熟悉 我 们 书 中 的 符号 和 定义 .和 希望 获得 关于 统计 分 析 的 更 多 细节 的 读者 可 以 参 
疝 ， 例 如 Casella and Berger (1990), Mood 等 (1974)，Papoulis (1991) 或 
Priestley(1981). 


7.1 单 变量 随机 变量 和 概率 密度 函数 


一 个 实 值 的 随机 变量 (RV) 是 一 个 从 随机 试验 可 能 结果 的 样本 空间 到 实 轴 (或 
者 其 子 空 间 ) 的 水 数 或 者 映射 +X 表示 一 个 随机 变量 ， 令 x 表示 任意 可 能 的 输 
出 或 者 实现 ， 也 就 是 样本 空间 中 的 特殊 的 值 . 如 果 工 可 以 假设 只 是 一 列 离散 值 
(例如 ， 整 数值 ) ， 我 们 就 说 X 是 离散 随机 变量 . 对 这 样 的 随机 变量 ， 我 们 用 
P X= r] KREI X 取 值 为 x 的 概率 ， 与 之 相对 应 的 是 ， 如 果 随 机 变量 取 连 续 
的 值 ( 例 如 整个 实数 轴 )， 那么 这 个 随机 变量 就 是 连续 随机 变量 (在 本 书 中 我 们 主 
要 就 是 研究 这 种 连续 型 随机 变量 )， 在 这 种 情况 下 ， 谈 论 事件 X=z 的 概率 是 没 
有 意义 的 ， 所 以 我 们 的 兴趣 集中 在 求 事件 落 在 指定 区 间 内 的 概率 ， 例 如 P[x 二 X 
一 zx 二 A]= 六 (rz)A， 其 中 fx) X RR EE PRRCPDF), A 是 一 个 无 穷 小 
ft. 概率 密度 函数 有 两 个 基本 性 质 : 必定 是 非 负 的 ， 并 且 必 定 是 积分 为 1 的 . 
。 均值 和 方差 

如 果 X 是 一 个 连续 的 随机 变量 ， 它 的 均值 或 者 期 望 值 是 如 下 定义 的 常数 : 

E{X} = ie eas 


(这 里 及 在 本 章 任 何 地 方 ， 我 们 都 假设 必要 量 的 有 限 存 在 性 .在 这 种 情况 下 ， 我 
们 假定 上 面 的 积分 存在 并 且 是 有 限 的 )，X 的 函数 g(X) 的 均值 是 常数 


E{g(X)} = i g(x) fx (x) de. 


X 的 方差 是 由 
var(X} = E((X—E(X})*} = |  (z 一 EUX)D27xCz)dz 


给 出 的 常数 . 
。 高 斯 概率 密度 函数 
最 著名 的 概率 密度 函数 是 高 斯 密度 函数 (或 正 态 密度 函数 )， 它 有 如 下 的 
ÉA: 
fte = Foe or" a, coc ay<Oe>0, (256) 
其 中 jy 和 a 分 别 是 位 置 和 尺度 参数 (尽管 它们 在 某 些 方面 有 些 类 似 ， 但 是 概率 密 
度 函 数 的 尺度 参数 应 该 与 小 波 滤 波 中 的 尺度 仔细 地 区 分 : 前 者 告诉 我 们 假定 的 随 
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机 变量 的 定位 参数 的 值 的 范围 ;而 后 者 则 告诉 我 们 时 间 上 的 有 效 范围 ， 这 些 滤 波 
器 形成 局 部 加 权 平 均 )， 函 数 fx(，; jy，o) 定 义 一 个 对 称 的 钟 形 曲线 (参见 图 276 
中 的 粗 曲 线 )， 注 意 fx(，; Ap，c) 常 常 简写 为 fx(*)， 也 就 是 说 将 参数 省 上 略 掉 . 
mse X 是 高 斯 随机 变量 ， 我 们 实际 上 就 有 EX} =p 和 var{X}=o'. AT LOK Bhi 
机 变量 X 具有 均值 为 和 方差 为 oa? HRS SE RR’ icv 

X= N (mò), (257a) 
这 就 是 说 X 和 一 个 具有 参数 ww 和 o? 的 高 斯 随机 变量 具有 同样 的 分 布 ( 我 们 将 
Noy，o) 解 释 成 这 样 的 随机 变量 ); 上 面 这 个 式 子 读 作 “X 在 分 布 上 等 同 于 


N (u, è)”. 由 Z= 人 一 上 定义 的 随机 变量 称 为 标准 高 斯 随机 变量 或 者 标准 正 态 
随机 变量 ， 它 具有 零 均值 和 单位 方差 .要 注意 的 是 PLX<z] 一 P[Z 过 =]， 其 中 
z =—E, 4 


lz) = PLZ = J]=| fx(r;0,1)dr = j ye 
函数 DC) RH RS th PH, 它 是 z 的 增 函 数 并 且 对 所 有 有 限 的 xz 满足 
0 二 B(xz) 二 1， 这 个 函数 有 一 个 很 好 定义 的 反 函 数 B'(*)， 使 得 对 所 有 的 OSAS 


满足 OO '(p)=p. RNA 
PLZ<@'(p)) =p. (257b) 
值 pg-'(p) 称 为 标准 高 斯 概率 密度 函数 的 pX100% 百 分 点 ， 在 表 263 中 最 下 面 一 
行 中 我 们 选择 性 地 列 出 一 些 p 对 应 的 值 ， 高 斯 概率 密度 函数 在 下 面 章 节 中 将 会 经 
常 使 用 ， 尤 其 是 参数 y= 二 0 时 ， 此 时 它 是 关于 原点 对 称 的 钟 形 曲 线 . 
。 一 些 另外 的 对 称 概率 密度 函数 
拉 普 拉 斯 (Laplace) 概 率 密度 函数 或 双边 指数 概率 密度 函数 关于 其 局 部 参数 / 
是 对 称 的 ， 但 是 是 尖 状 的 ， 并 且 具 有 形式 
fx(rjp sv) = ane ， ~Oocaery<~,v>0, (257c) 
X WHA E(X}=p,. WH var(X}=1/v. 
高 斯 概率 密度 函数 和 拉 普 拉 斯 概率 密度 函数 都 属于 广义 高 斯 类 ， 它们 都 有 如 
下 形式 的 概率 密度 蚂 数 : 
fx(zipsarp) = TAID mm oL Tyu Lap 0, (257d) 
firh, rC) E A 例如 参见 Abramowitz and Stegun, 1964, Æ% 6 Ñ. 这 
里 a 是 形状 参数 ， 并 且 当 a=2 的 时 候 这 个 概率 密度 函数 就 是 高 斯 概率 密度 函数 ， 


M a= 1 时 是 拉 普 拉 斯 概率 密度 函数 . 广义 高 斯 概率 密度 函数 在 均值 y 处 取得 峰 


值 ， 并 且 随 着 a 趋 于 零 而 增 大 . 
自由 度 为 的: 分 布 的 概率 密度 画 雪 为 


一 (8+1)72 


PCL9 十 1]/27 (14E ) ， 一 co<z<cog>0. 


(xX,0) = 
de T(9/2) Vrd 
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这 个 概率 密度 函数 可 以 进一步 推广 为 包含 位 置 参 数 jy 和 尺度 参数 « 的 形式 
ME dr (x — u)? -+D/2 
fx (xrsprrd) = ase a ) (258a) 
一 co<z，pk<co，x>0 和 9590， 这 个 概率 密度 函数 关于 jy 是 对 称 的 并 且 在 jx 处 
平滑 地 取得 峰值 点 ， 如 果 X 是 具有 这 个 概率 密度 函数 的 随机 变量 ， 如 果 3 二 1， 
A E(X}=p; WẸ 9>2, M var{X} = 上 (9 一 2)?， 上 述 这 个 分 布 是 所 谓 的 推广 
了 的 柯 西 CCauchy) 分 布 类 的 一 个 特例 (例如 ， 参 见 Johnson 等 ，1994，p. 327). 
Ce 和 拉 普 拉 斯 概率 密度 函数 将 在 10. 4 节 和 10. 5 节 中 使 用 ). 
。 随 机 变量 的 变换 
假定 x(*) 是 一 个 可 微 的 单 值 函数 ， 它 的 反 函 数 是 vw(*"); 即 对 于 所 有 的 r, 
都 有 u(x(z)) 一 z。 给 定 随 机 变量 X， 假 定 我 们 构造 Y=u(X)， 如 果 X 的 概率 密 
度 函 数 由 fx(*) 给 出 ， 则 YY 的 概率 密度 函数 为 
fry) = |J) |° fx(v(y)), (258b) 


其 中 ，JC) 王 开交， 函数 J(*) 称 为 ( 道 ) 变 换 的 雅 可 比 (Jacobi) 行 列 式 ， 例 如 ， 
假定 Y= X* ， 其 中 X 是 标准 高 斯 随机 变量 ， 则 X= RBA w(z) 一 局 ，v(y) 一 
y, MARTEK S. RIA 


Ti fxQy”) = 小 en 


3y V2r 
(练习 [7. 1] 给 出 了 应 用 式 (258b) 的 第 二 个 例子 . ) 


7.2 随机 向 量 和 概率 密度 函数 


A X 和 XX, 是 两 个 实 值 的 连续 随机 变量 ， 令 fn OA fx, (Oar HEE X 和 X 的 
概率 密度 函数 ， 记 它们 在 点 (x,，x) 处 的 联合 概率 密度 函数 为 fx (tor rr). KA 
frx Ce ) 在 整个 实 平面 (也 就 是 其 定义 域 ) 上 是 非 负 的 ， 并 且 fx. Co» + ) 在 这 个 平 
面 上 的 二 重 积分 是 1. 

。 边 际 概率 密度 函数 和 独立 性 
X AX, 的 单独 的 概率 密度 函数 称 为 是 边际 密度 函数 ， 每 一 个 边际 概率 密度 
函数 都 可 以 通过 对 联合 概率 密度 函数 中 的 另 一 个 变量 积分 得 到 : 

fix, a0 =f fan Godda fr D = | fun orn) de 
根据 定义 ， 如 果 联 合 概率 函数 是 边际 概率 密度 函数 的 乘积 ， 即 对 任意 zs 和 xz 均 
有 Lees (20> I= Ix, (x0) fx, (2); 则 随机 变量 Xo 和 X: 是 独立 的 . 
。 两 个 随机 变量 的 函数 的 期 望 值 

令 g(.,.) 是 具有 两 个 自 变 量 的 函数 ， 我 们 用 它 和 Xo RX, 构造 新 的 随机 变 
量 ， 即 g (Xu，X)( 一 个 简单 的 例子 是 g (Xo，X1) 5S Xo +X), 则 函数 
g(Xo， Xi) 的 均值 或 期 望 值 是 


El g(X, X, J) = | | sea | ) fx .x (Zo sT] Jdzodz;. 


fry) = 
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。 协 方差 和 相关 
假设 X, AX, WEEE EX) = um MEX) =m. 根据 定义 ，X。 和 XX， 
的 协 方差 是 
cov{ Xo +X, }= E{ (Xo 一 po)(X — m)? 


一 | r (Xo — po) Cx, — y) fx,.x, (Xo +X, ) dzodzi。 


注意 cov{X。，X1} 一 cov{X ，Xo}， 如 果 我 们 用 这 两 个 随机 变量 形成 一 个 向 量 
X 一 LXo，Xi] ,大 的 期 望 值 和 协 方差 矩阵 定义 为 

人 一 | cov{X,, X17] 
LE{X,} ” Leov{X1, Xo} var{X,) J 
其 中 ，var{X。} 是 X WHE: 

var{ Xo} = cov{Xo, Xo} = E{(Xo — m) ) = 0 
(类 似 地 ， 令 of =var{X,}). AW cov{X., X,}=coviX,, Xo}, MUAH 
阵 是 对 称 的 .随机 变量 X, AX, 的 相关 度 是 标准 化 后 的 协 方差 : 

_ cov{X。,X,} 


9» 


E{x)= 


O50) 

协 方差 的 其 他 一 些 性 质 可 以 通过 练习 [7. 2149 BI. 
。 联合 高 斯 随机 变量 

随机 变量 X AX, 称 为 联合 高 斯 (二 元 高 斯 ) 随 机 变量 ， 如 果 它 们 的 联合 概 
率 密度 函数 具有 如 下 形式 : X} — <o, Tis pos p ZO; Bos G1 >O 和 一 1 一 
0 一 1， 有 

f xax, (Lo s T1 $ Ho 9 fti 10 901 sp) 

1 


2roo0 0 — pd 


] (Cz0 * - (xo — po) (21 — pr) (x, — pn)? 
x exp(— aq gi AP Doo) i gi |). 
我 们 可 以 有 
= 
E(x} = |” 
b 
和 
= gs O00 p 
El? o ol | 
要 注意 的 有 是， 如果 联 合 高 斯 随机 变量 是 不 相关 的 ， 即 p 二 0， 那 么 联合 密度 概率 密 
BE PR AE ay, 


_ 2 Z 2 
- (to = po)” _ Ce — pi) = fx, (Xo ipo »00) fx, (XI 3 fi 90) ) ， 
1 


2000) Sh (- 205 

其 中 ， 概 率 密度 函数 fx Ces por AM fx Cos mo a) HRC. AA 
联合 概率 密度 函数 可 以 写成 边际 概率 密度 函数 的 乘积 ， 所 以 Xo 和 X 是 独立 的 . 
(值得 注意 的 是 ， 如 果 X MX, 不 满足 联合 高 斯 概率 密度 ， 则 不 相关 并 不 意味 着 


Xo 和 X, 是 独立 的 . ) 
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。 条 件 概率 密度 函数 、 均 值 和 中 值 
另 一 种 定义 独立 性 的 方法 是 借助 于 条 件 概率 密度 函数 ， 给 定 X= x, 后 随机 
变量 Xo 的 条 件 概率 密度 琐 数 定义 为 
fx,.x, (Lo 1 ) 
fin (2) = tes 
符号 * | ”应 该 读 作 “ 给 定 ”( 或 “在 …… 的 条 件 下 ”)， 所 以 fx, xen, (ORE RT A 
Xi 一 zi 的 条 件 下 X 的 概率 密度 郴 数 ， 利 用 式 (260) 有 : X MX, 的 独立 性 意味 
着 fx, 1x,-2, (Xo) fx (xo) AM Ix, 1% = CT) =E fx, (01) 也 就 是 说 一 个 随机 变量 
的 取 值 不 影响 另 一 个 随机 变量 的 分 布 ， 要 注意 的 是 ， 二 元 概率 密度 函数 可 以 通过 
边际 概率 密度 和 条 件 概率 密度 函数 获得 : 
fx, .x, (To sx) = TE X =a (20) fx, C2); 
或 者 根据 对 称 性 ， 有 
fx xi (20001) 一 fx x= (21) fx, (2Zo)， 
与 条 件 分 布 的 概念 相 联系 的 是 条 件 均值 或 条 件 期 望 ( 以 及 条 件 方差 )， 给 定 
Xi 二 7 了!，X。 的 条 件 均 值 是 


Ex ,x, {Xo | X, = xı} = | tofsar =r (2x,)d To» 


同样 可 以 得 到 给 定 Xo =r 的 X, 的 条 件 期 望 ， 可 以 证 明 
Ex {Ex ix, {Xo | Xi1}} = E{Xo} 


(260) 


和 
Ex, {Ex ix, (Xi | Xo}} = E{X}, 

即 ， 如 果 我 们 求 条 件 随 机 变量 值 的 条 件 均 值 的 平均 值 ， 就 可 以 得 到 (无 条 件 ) 均 值 . 
当 条 件 均值 很 明显 的 时 候 ， 我 们 常常 将 Ex x, (Xo | Xi =n EE ELX, | X=}. 

下 面 是 条 件 均值 的 一 个 重要 的 应 用 . OX, AX, 是 两 个 相 联系 的 随机 变量 ， 
并 且 只 能 观测 一 个 ， 如 X。 假设 我 们 希望 通过 X 对 Xo 的 依赖 关系 来 和 逼近 不 可 
观测 的 随机 变量 X. A Us (Xe) 表 示 一 个 新 的 随机 变量 ， 其 中 U;(*) 是 某 个 非 线 
性 函数 .假设 我 们 用 均 方 差 E{(X) 一 Us (Xo))?}) 来 度量 不 可 观测 的 X， 和 
U:(Xos) 的 逼近 程度 ， 我 们 可 以 断言 ， 当 U(X) SEIX, | Xo}( 也 就 是 给 定 Xo 后 
X, 的 条 件 期 望 ) 的 时 候 ，E{(X 一 U(X。))*) 取 最 小 值 ， 为 了 看 清楚 这 一 点 ， 
注意 

E{(X,—U,(X,)):} = i (x, — U2 Cro ))? fx x, (Lo 121) dxod x1 5 

PRM» fx,.x, (Xoo D1) = Sx, 1x, -a (xi) fx, (Xo), 所 以 有 


EUX, -UXD = |” Sn [|] C — Us a0)" fx, ix- AdE |r. 

和 fy (.) 一 样 ， 方 括号 中 的 积分 是 非 负 的 ， 所 以 上 述 期 望 达到 最 小 值 当 且 仅 当 
对 每 一 个 可 能 的 结果 ze ， 积 分 J (x, —U2 (20)? fx, 1 x,=2 (x, )dx, 都 尽 可 能 地 小 . 
对 给 定 的 zo。， 这 个 积分 是 条 件 概 率 密度 函数 fx, 1x,=:,(*) 关 于 常数 Us (xo) 的 二 


阶 甜 . 
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练习 [261] 假设 X 是 随机 变量 ， 它 的 概率 密度 图 数 是 xC). 如 果 a 是 常 
数 ， 证 明 
E{(X—a)?} = | (x-a)? fx(adde 


当 a=E(X) AAT RI RMA. a 

所 以 ， 用 常数 通 近 一 个 随机 变量 ， 当 这 个 常数 等 于 随机 变量 的 期 望 的 时 候 ， 
均 方 误差 取得 最 小 值 (物理 解释 是 ， 重 心 的 惯量 矩 要 比 其 他 点 的 惯量 矩 都 要 小 )，. 
练习 [261J 的 结果 意味 着 


ie — E{X, | Xo = Xo })? fx. ix, =z, (Zi )dzi < fea — U: x0)) fx ix =n (x )da, ’ 


所 以 ， 正如 我 们 所 断言 的 那样 ， 选择 U, (zxo)—=E{X, | Xo = ro}, 即 U: (X,) = 
EX, | X}, E(X, —U: (X) YI 取得 最 小 值 ， 为 了 进一步 使 用 ， 我 们 将 
E(X, | X= 二 zo} 是 关于 Ui(zo) 的 如 上 所 述 的 积分 取得 极 小 值 写成 如 下 的 形式 : 


E(X, | Xo = x} = arg min | (x, — Us (20))" fx 1x, en (x,)dx,. (261a) 
42 To 


条 件 均 值 估计 量 就 是 在 最 小 化 均 方 误差 的 时 候 出 现 的 ， 我 们 还 可 以 选择 最 小 

化 绝对 平均 误差 E{ | XU (Xo |}. 在 这 种 情况 下 ， 估 计量 U CX ARE 

值 而 不 是 条 件 均 值 ( 参 见 ， 例 如 Van Trees, 1968, p.56). 4 X =x 的 时 候 ， 
我 们 需要 求解 

[E Fagg dn = 0.5 (261b) 


来 确定 Ul Cro). 
。 随 机 变量 的 变换 

以 处 理 依赖 于 一 个 以 上 的 随机 变量 的 变换 ， 这 里 我 们 推广 式 (258b)， 假 设 
us(，,*) 和 wu,(，,*) 是 两 个 自 变量 的 可 微 单 值 函 数 . 这 就 推出 ， 如 果 yo 5 uo lro, 
Zz1) 和 yi 二 w(xzo，x1)， 则 存在 反 函 数 ws OM ules), 使 得 zo 二 vo (yor yi) 
和 z =v, (vos yi). (BBL ARATE FA BALE it Xo A X, 来 创建 随机 变量 的 变换 

Yo = uo (Xo XI), Y, = ul(Xo,X). 

如 果 ( 逆 ) 变 换 的 雅 可 比 J(*,*) 是 非 零 的 ， 则 我 们 可 以 容易 地 根据 X。 和 X 的 联合 
概率 密度 函数 frx COIE Yo ALY, 的 联合 概率 密度 函数 fy, Co). FA 


如 果 
am(yyy) ar(Cyoyy) 


Fe T 9 Yo ay 
il al 9 vu; (Yo yi) 9 V1 (Yo Yı) 
9 yo d yı 
_ Iu lyory) ， Iv, (Yori) _ 3 UC Yor) ， 9 v (yoy) 
9 yo ay 9 yi 9 yo 


#0, 
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则 
rr D031) =| Tyosy) |e fx,x Vo Cory) ,vi (yo y1)). 
。 和 的 概率 密度 函数 
现在 让 我 们 利用 上 面 的 结果 来 求 两 个 随机 变量 的 和 的 概率 密度 函数 的 表 
ARK. 


练习 [262a ] 证 明 ， 如 果 Yo = Xo 和 了 =X, +X, 则 
rr 031) = fx x Yo — Yo). 4 
我 们 要 求 的 概率 密度 函数 fy, (*) 恰 恰 是 上 述 联 合 概率 密度 函数 关于 和 Yi 的 
边际 概率 密度 函数 . 因此 
fv, (m = | fry, Gor dye = | fi (0091 — yo doe. 


另外 ， 如 果 X AMX, 是 独立 的 ， 则 Ti (Yos yiman fx, (Yo) fx, (2 一)， 
所 以 ， 我 们 有 


fy, On) = | 天 (yo) fx, (a1 一 yo)dyo， (262a) 
即 ， 如 果 两 个 随机 变量 是 独立 的 ， 则 它们 和 的 概率 密度 函数 是 它们 概率 密度 函数 
的 卷 积 . 
。 多 元 随机 向 量 


二 元 随机 向 量 的 结果 可 以 自然 地 推广 到 高 维 随机 向 量 XSL AX, Xios Xs s 
Xx- 二 ， 我 们 介绍 几 个 我 们 感 兴趣 的 结果 . 
令 人 是 一 个 MX N BYE. WW Y= MX 的 均值 是 
py = EXY} = MEIX} = Mux, (262b) 
它 的 协 方差 矩阵 是 
2 一 人 (2Zx 人 1 (262c) 
练习 [262b] 假设 M== OO， 其 中 OO 是 规范 正 交 变 换 ( 因 此 是 NXN 阶 的 ). 
证 明 在 下 述 意义 下 全 方差 是 不 变 的 : 
acl = Siva: 4 


t=0 


另外 ， 如 果 我 们 假设 关中 的 NN 维 随机 变量 是 多 维 高 斯 型 随机 变量 ， 则 M 维 
随机 变量 Y= MX 也 是 多 维 高 斯 型 随机 变量 . 因为 对 于 高 斯 型 随机 变量 不 相关 意 
味 着 独立 (反之 也 成 立 ) ， 则 下 面 的 练习 表明 一 列 独 立 同 分 布 (IID) 的 随机 变量 有 
零 均 值 的 高 斯 型 随机 变量 的 规范 正 交 变换 产生 了 一 列 新 的 独立 同 分 布 的 随机 变 
量 ， 并 且 具 有 同样 的 联合 分 布 . 
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表 263 

7 0. 005 0. 025 0.05 0. 95 0. 975 0. 995 
l 0. 000 04 0. 001 0 0. 003 9 3.841 5 5. 023 9 7.879 4 
1.5 0.001 5 0.013 1 0. 033 2 4.980 2 6.275 8 9. 331 0 
2 0.010 0 0. 050 6 0. 102 6 5.991 5 7.377 8 10. 596 6 
2.5 0. 032 1 0.118 6 0. 210 8 6. 928 1 8. 392 3 11. 753 8 
3 .0717 0. 215 8 0. 351 8 7.8147 9. 348 4 12. 838 2 
3.5 . 130 1 0. 338 9 0.520 1 8.665 1 10. 262 1 13. 869 6 
4 . 207 0 0. 484 4 0.710 7 9.487 7 11. 143 3 14. 860 3 
4.5 . 301 3 0. 649 4 0.920 1 10. 288 2 11.998 5 15. 818 3 
5 -4117 0.831 2 | 1.145 5 11.070 5 12. 832 5 16. 749 6 
5.5 . 537 0 1.027 8 1. 384 5 11. 837 6 13. 648 6 17. 658 3 
6 . 675 7 1. 237 3 1.635 4 12. 591 6 14.449 4 18. 547 6 
6.5 . 826 8 1. 458 4 1. 896 7 13. 334 3 15. 236 9 19. 420 1 
7 . 989 3 1.689 9 2.167 3 14. 067 1 16.012 8 20.277 7 
7.5 .162 1 1. 930 6 2. 446 3 14.791 2 16.778 3 21.122 2 
E` (p) .575 8 一 1.9600 一 1.644 9 1.644 9 1. 960 0 2.575 8 

E: G 分布 的 百分点 Qi( 记 ， 以 步 长 为 0.5 将 3 从 1 取 到 ?7.5， 最 下 面 一 行 给 出 了 标准 高 斯 分 布 的 百 


分 点 olip). 

练习 [263] 假设 O 〇 是 规范 正 交 变换 ， 证 明 : 如 果 XX 是 独立 同 分 布 有 零 均值 
(也 就 是 ux 二 0，0 是 零 向 量 ) 的 高 斯 型 随机 向 量 并 且 协 方差 是 oIv, 则 Y 三 OX 
同样 是 独立 同 分 布 零 均值 的 高 斯 型 随机 向 量 ， 协 方差 也 是 oIw， 也 就 是 说 Y 和 XX 
的 统计 特性 是 一 样 的 ， 这 个 结论 对 px 40 成 立 吗 ? 〈 你 可 以 假设 上 面 的 结论 是 成 
立 的 ， 也 就 是 说 和 中 的 随机 变量 是 多 元 高 斯 型 随机 变量 ， 然 后 证 明 Y 中 的 随机 
变量 也 是 如 此 . ) <a 
。X 随机 变量 

下 面 我 们 总 结 一 下 Xx 随机 变量 的 性 质 ， 它 可 以 通过 独立 同 分 布 标准 高 斯 分 
布 的 随机 变量 Z, Zo. +, Z, 的 平方 和 来 引入 ， 即 


Sz =x. (263a) 
k=l 


随机 变量 x 称 为 是 服从 具有 了 个 自由 度 的 X 分 布 ，X 的 概率 密度 函数 具有 如 下 


形式 : 


fe (x39) = rans aoe 0,9>0 (263b) 


(证 明 参见 习题 [7. 3])， 对 所 有 的 ?>>0， 上 面 的 函数 都 是 非 负 的 并 且 积分 为 1， 
所 以 我 们 可 以 通过 它 来 扩展 Xx 随机 变量 的 定义 导出 具有 不 同 于 非 负 整数 的 自由 
度 的 NEE. C 的 均值 和 方差 分 别 是 EX) = y 和 var{Xy} = 2y. 
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S Q,(p) 表 示 Xr 的 概率 密度 函数 的 pX100% 百 分 点 : 
P[X, < Q,(p)] = pP. 
ER 263 中 列 出 了 对 于 自由 度 7 从 1 到 ?7.5( 步 长 为 0.5)、 要 求 置 信和 度 分 别 为 
90%. 95% MM 99% 的 百分点 ， 这 些 值 将 在 8.4 节 中 用 到 ， 当 7 了 较 大 的 时 候 ， 
Q,(p) 的 值 可 以 用 下 面 的 近似 式 来 计算 (Chambers 等 ，1983) : 


1/2 .9 


Q,(p) ~ 0,(p) =7(! op (95 ) ， (264) 


其 中 @-:(p) 是 表 中 最 后 一 行 给 出 的 标准 高 斯 分 布 的 户 X100%% 分 点 ， 对 所 有 的 
7 宇 8， 在 表 中 所 列 p 的 所 有 六 个 值 的 相对 误差 |Q, 一 Q,(p) | 7/Q,(Cb) 都 小 于 
0.05， 对 任意 的 w3 和 pp， 高 精度 的 计算 Q,(p) 的 算法 由 Best and Roberts(1975) 给 
出 ， 它 也 是 上 表 中 数据 的 来 源 . 

X 分布 经 常 作为 高 斯 随机 变量 的 平方 的 非 负 线性 组 合 的 通 近 部 分 的 均值 . 
将 在 8. 4 节 式 (313a) 邻 近 的 讨论 中 给 出 如 何 阐述 这 种 通 近 的 一 个 例子 . 


7.3 一 种 贝 叶 斯 观点 


也 许 总 结 一 些 后 面 (第 10 章 ) 所 需要 的 贝 叶 斯 (Bayes) 想 法 和 术语 的 最 简单 的 
方法 是 通过 下 面 的 途径 ， 假定 我 们 观察 到 随机 变量 X 有 依赖 于 9 的 概率 密度 消 
数 ， 即 9 为 概率 密度 函数 的 一 个 参 变 量 . 例如 ， 假 定 0 是 一 个 方差 为 1 的 高 斯 随 
机 变量 的 均值 ， 从 一 个 频率 论 者 或 经 典 统计 学 的 观点 来 说 ， 这 可 以 表示 为 (参见 
式 (257a)) 

X= N (0,1), 
其 中 8 为 固定 的 未 知 量 ， 然 而 ， 从 贝 叶 斯 的 角度 来 看 ， 在 我 们 对 2 的 值 有 一 定 概 
念 ( 即 先 验 信息 ) 的 情况 下 ，0 被 认为 是 随机 的 ， 这 种 模型 象征 性 地 表示 为 

X10 N (0,1). 

因为 此 时 9 被 看 作 是 一 个 随机 变量 ， 它 自然 就 有 一 个 概率 密度 函数 ， 称 为 先 验 概 
率 密度 函数 ， 例 如 

G3N(0,0). | 
XH of 是 先 验 分 布 的 一 个 参数 一 一 贝 叶 斯 文中 的 一 个 超 参 数 . (这 些 观点 很 自然 
地 扩展 到 多 变量 随机 向 量 X， 其 中 X 的 联合 分 布 包括 一 个 超 参 数 癌 量 . ) 
。 方 差 混合 

在 贝 叶 斯 观点 下 ， 拉 普 拉 斯 (Laplace) 概 率 密度 函数 作为 高 斯 分 布 的 “方差 混 
合 ”" 而 出 现 ， 这 个 方差 具有 一 个 ( 单 边 ) 指 数 概率 密度 函数 (参见 10.4 HAM 10.5 


节 ). > 
XI NO), 
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并 且 假 定 随机 变量 o 有 指数 概率 密度 果 数 

fe (gi;v) = ve”, v> ð, 
这 里 是 一 个 超 参 数 . 那么 高 斯 型 分 布 的 混合 方差 可 以 通过 对 所 有 的 o 的 值 积 
分 而 得 到 ， 并 由 下 式 给 出 : 


|. fxi- (Zr) (ooiu)doo = em i (265a) 


(Teichroew，1957)， 这 个 积分 精确 地 给 出 了 当 yy 二 0 时 式 (257c) 的 拉 普 拉 斯 概率 
密度 函数 或 双边 指数 概率 密度 函数 . 如果 高 斯 分 布 是 以 y 而 不 是 以 0 为 中 心 对 
称 ， 就 恰好 得 到 式 (257c) 的 准确 值 . 从 式 (260)， 我 们 可 以 将 上 述 积分 解释 为 随 
机 变量 X Mo’ 的 联合 概率 密度 函数 ， 因 此 这 个 积分 给 出 了 XX 的 边际 概率 密度 取 
数 ， 即 拉 普 拉 斯 概率 密度 函数 . 
。 贝 叶 斯 风险 和 贝 叶 斯 规则 

基于 结果 XX 二 x， 假 定 当 9 二 时 ， 决 策 d(xr) 导 致 了 损失 Cd(x), ®). w 
果 我 们 对 X 的 所 有 可 能 的 结果 都 取 期 望 (6 取 固定 的 bs)， 就 得 到 一 个 风险 函数 


ra(@) C= 下 xip=a tEld(X), 0)? = [ec x) 160) fri (zx) dz. 


与 dq(*) 有 关 的 贝 叶 斯 风险 Ra Br.) HBO 取 所 有 可 能 的 值 );， 也 就 是 说 ， 
风险 函数 是 9 的 先 验 概 率 密度 函数 fo(*) 及 其 加 权 积 分 . 
练习 [26S$] 证 明 


Ri = E,{ra(0) } — | (ha +0.) faux: (Bo) dB ) fxCz)dz. q 


圆 括号 中 的 积分 称 为 是 后 验 期 望 损失 一 一 这 个 zx 的 函数 被 概率 密度 函数 fx(*) 加 
权 而 获得 了 贝 叶 斯 风险 .根据 定义 ， 贝 叶 斯 规则 就 是 选择 合适 的 gdCz) 以 最 小 化 
员 叶 斯 风险 ， 当 ce(z) 的 选择 比较 恰当 ， 以 至 于 对 所 有 的 z 后 验 期 望 损失 都 取得 
极 小 值 的 时 候 ， 风 险 最 小 . 

贝 叶 斯 规则 可 以 用 来 寻找 9 的 点 估计 ， 即 从 数据 中 导出 的 单个 数值 ， 贝 叶 斯 
决策 规则 在 这 种 情况 下 称 为 是 贝 叶 斯 估计 .让 我 们 考虑 平方 误差 损失 的 贝 叶 斯 佑 
i+; BAd), 候 二 (d(x) 一 0)*， 此 时 ,后 验 期 望 损失 是 均 方 误差 : 


{eax) 0) fox- )d0, = [T dea ~ 69" fax- G0) do. 


练习 [261] 告 诉 我 们 当 d(z) 等 于 具有 概率 密度 函数 jx-*(") 的 随机 变量 的 期 户 
值 的 时 候 ， 上 式 右 面 的 积分 取得 最 小 值 ， 所 以 ， 贝 叶 斯 规则 ( 记 作 BC) A 
B:(z) = E{0 | X = =}. (265b) 
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在 平方 误差 损失 的 情况 下 ,9 的 贝 叶 斯 估计 是 9 的 后 验 均值 . 要 注意 的 是 ， 如 果 
我 们 将 X 和 6 看 作 是 二 元 随机 变量 ， 类 似 于 式 (261a) 中 的 X AXo W B:(z) 是 
给 定 X= 的 条 件 下 9 的 条 件 均 值 . 

作为 第 二 个 例子 ， 让 我 们 考虑 绝对 误差 损失 的 贝 叶 斯 估计 量 ， 即 dia), = 
|d(z) 一 9| ， 则 后 验 期 望 损 失 是 平均 绝对 误差 : 


[eas0) fax- (0)d0 =f" | C2) ~ 0 | fox (BO. 
极 小 化 上 面 式 子 的 贝 叶 斯 规则 B COE 


BI (2) 


= Foix-z€0)d@ = 0.5 (266) 


的 解 。 所 以 这 个 例子 中 的 贝 叶 斯 估计 量 就 是 8 的 后 验 中 值 ， 同 理 ， 如 果 我 们 将 X 
和 9 看 作 是 二 元 随机 变量 ， 类 似 于 式 (261b) 中 的 X MX, WB DEAE X= 
工 的 条 件 下 6 的 条 件 中 值 . 

贝 叶 斯 统计 有 很 多 很 好 的 教科 书 ， 常 见 的 有 Box and Tiao(1973), Lee 
(1989) 和 Gelman 等 (1995) 的 书 . 


7.4 平稳 随机 过 程 


现在 令 {X,: 上 =…， 一 1，0，1，…} 是 一 个 离散 参数 的 实 值 随 机 过 程 ， 按 照 
定义 它 是 以 整数 为 下 标的 一 列 随机 变量 ( 当 独 立 参 变量 取 值 范围 为 整个 实数 轴 的 
时 候 ， 我 们 称 这 个 随机 过 程 是 连续 参数 的 )， 如 {X,} 的 过 程 可 以 作为 一 些 物理 现 
象 一 系列 观测 的 随机 模型 .我 们 假设 这 些 观 测 以 步 长 为 At 记录 了 下 来 ,假设 这 
个 步 长 具有 一 定 的 物理 意义 ， 比 如 说 是 秒 或 者 年 . 

。 平 稳 性 和 自 协 方差 序列 

过 程 {X,} 是 (二 阶 ) 平 稳 的 ， 如 果 它 满足 如 下 性 质 ，; 

[1] 对 所 有 的 整数 :， 都 有 ELIX) = ux 也 就 是 说 ， 过 程 {X,) 的 第 上 个 分 量 
X, 的 期 望 值 是 一 个 有 限 的 常数 wx， 它 不 依赖 于 !， 

[2] 对 所 有 的 整数 上 : 和 r， 都 有 cov{X,, Xo) = sxe 也 就 是 说 ， 过 程 {X,) 的 
第 t 个 和 第 1 十 tr 个 分 量 的 协 方差 是 一 个 有 限 的 常数 sx..， 它 只 依赖 于 两 个 分 量 的 
指标 上 与 指标 上 + 十 rz 之 间 的 间隔 r. 

性 质 [2] 的 一 个 重要 的 推论 是 : 平稳 过 程 {X,) 的 第 上 个 分 量 X, 的 方差 是 一 个 
与 1 无 关 的 常数 ， 因 为 

var{X,) = cov{X,,X,} = E{(X, — ux) } = sxo. 
FPR sxe tf 二 …， 一 1]，0，1，…}) 称 为 是 自 协 方差 序列 (ACVS). 这 个 序列 关于 
r=0 是 对 称 的 ， 即 对 所 有 的 + WA sx- = sxe WRR O px.: 三 sx,r/sx.。， 就 得 
到 了 一 个 相关 系数 序列 {px.:}， 这 就 是 自 相 关 序 列 (ACS). 
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。 谱 密度 函数 

在 物理 学 中 作为 模型 、 感 兴趣 的 许多 实 值 平稳 过 程 ， 包 含 在 {X,} 的 自 协 方差 
序列 中 的 关于 X. 的 信息 可 以 利用 谱 密 度 函 数 Sx(*)(SDF) 重 新 表示 出 来 ， 它 还 
常常 称 为 是 功率 谱 ( 有 时 候 简称 为 谱 ). 如 果 自 协 方差 序列 是 平方 可 和 的 ， 即 


b Shu < oo， (267a) 


我 们 就 有 如 下 关系 : 


SC a NY i | flcof, = z= (267b) 
其 中 矿 . 称 作 奈 奎 斯 特 频率 ， 并 且 单 位 是 每 秒 几 个 周期 ( 自 协 方差 序列 的 平方 可 和 
是 谱 密度 存在 的 充分 不 必要 条 件 )， 当 At 取 单 位 步 长 的 时 候 ， 将 上 式 与 (35b) 相 
比 ， 可 以 证 明 Sy (+) Fels, SRB ER, KEM A :天 1 的 时 候 也 是 如 此 . 谱 


密度 函数 是 频率 f HB ARC S C H= S MAH E 
ls Sf) df —= Sy.e> Te, 1,0,1,°% (267c) 
fe 


(如 果 {sx,.} 是 平方 可 和 的 并 且 At 是 1， 这 个 关系 其 实 就 是 全 里 叶 道 变换 .但 是 ， 
即使 是 谱 密度 函数 存在 但 是 无 法 用 (267b) 中 的 自 协 方差 序列 表示 ， 上 面 的 关系 仍 
然 成 立 )， 特 别 地 ， 当 r=0 的 时 候 ， 我 们 有 一 个 基本 的 结果 : 


人 Sx Pdf = sxo = var{X); (2674) 
即 按照 频率 ，Sv(.) 分 解 了 过 程 的 方 益 ， 数量 Sx (Pas 可 以 看 作 是 包含 在 小 区 间 
A f 中 的 频率 对 过 程 的 方差 所 做 的 贡献 ， 实 值 函数 Sx(*) 是 抽样 步 长 为 At 的 实 什 
平稳 过 程 的 谱 密 度 函 数 的 要 求 十 分 简单 ， 仅 仅 需 要 对 所 有 f， 均 满足 Sx (DSO, 
Sx( 有 =Sx( 一 站 , 并且 o< f“ Sx(Pdr<ce， 这 个 积分 就 是 过 程 的 方差 (积分 为 
零 的 例子 是 没有 实际 意义 的 )， 
。 线性 滤波 

为 了 方便 ,现在 我 们 令 At 二 1， 然 后 考虑 一 下 对 平稳 过 程 {X,} 滤 波 的 效果 . 
假设 {a,: 1 二 0，1，…，M 一 1) 是 一 个 宽度 为 M 的 线性 滤波 器 ， 其 传递 函数 定 


义 为 


Af 一 1 
AC) = act, 


t=O 
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如 果 我 们 构造 了 随机 过 程 


U, = Sake (268a) 
那么 ， 由 此 得 到 {D,} 是 一 个 平稳 过 程 ， 它 的 谱 密 度 晒 数 为 
Suf) = ACSP), (268b) 


HP, ACA= | A(f) |? 为 对 应 AC) AAP Ay IK ae RAR. A A a E R BBY BL > 
总 是 等 于 过 程 的 方差 ， 我 们 可 以 看 到 

vartU) = | Suas = | APS. af. (2680) 
式 (268b) 是 4. 2 节 中 我 们 讨论 结果 的 随机 形式 : 如 果 我 们 使 用 一 个 平方 增益 函数 
为 1t(*) 的 滤波 器 ， 去 对 一 个 有 限 序列 {X,: 1:=0，1，…，N 一 1}) (序列 变量 是 非 
随机 的 其 离散 傅 里 叶 变 换 为 妨 : 上 =0，…，N 一 1， 能量 谱 为 | Xe | “/N) 循 环 滤 


波 ， Manama |X (jy ) 1 1:/Nj. 类 似 地 , 式 (268c) 是 滤波 的 输 


出 序列 的 能 量 为 (和 )1 ae 1/N 的 随机 形式 . 


只 要 式 (268c) 中 的 积分 var{U,} 是 一 个 有 限 值 ， 用 一 个 有 限 长 滤波 器 滤波 一 
个 平稳 随机 过 程 的 结果 再 次 产生 了 一 个 平稳 过 程 . 
ee Sad 

一 个 特别 感 兴趣 的 平稳 随机 过 程 是 白 骂 声 过 程 {e,}( 又 称 为 完全 随机 过 程 ). 
根据 定义 ，{e,} 是 两 两 不 相关 的 随机 变量 组 成 的 序列 ,它们 具有 同样 的 均值 ( 常 
常 令 它 为 零 ) 和 同样 的 方差 of. 因为 不 相关 意味 着 对 所 有 的 上 和 r 关 0， 都 有 
cov{e,，ei+:} 王 0， 我 们 可 以 看 到 ， 对 于 {e,} 的 自 协 方差 序列 是 


2 
c? 0; 
Ser 一 covie, Er) = ie : (268d) 


lO, 其 他 ， 
因为 这 个 自 协 方差 序列 显然 是 平方 可 和 的 ， 从 式 (267b) 得 到 ， 对 于 | £1 Sf 
{e,} 具 有 由 SA =o? At 给 出 的 谱 密度 函数 . 
。 自 回归 过 程 
随机 过 程 {X,} 称 为 是 p 阶 自 回归 (AR)， 如 果 
X, = Dh Xim tE» (268e) 


其 中 ，{e,}) 是 均值 为 零 、 方 差 为 ot 的 白 噪 声 过 程 . 我 们 常常 称 之 为 AR(p) 过 程 . 
如 果 自 回归 系数 #$., 满 足 一 定 的 约束 条 件 ( 例 如 ，Priestley，1981,，3. 5. 4 节 )， 则 
{X,} 是 一 个 平稳 过 程 ， 并 且 其 谱 密度 为 
Bs a (268f) 
1 一 > T ai 
我 们 将 在 7. 9 节 讨 论 平稳 自 回 归 过 程 的 情况 . 
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7.5 ee eit 


it OF BE oR RMA tt IRS BP A EAC Han, BI Blackman and Tukey, 
1958; Jenkins and Watts, 1968; Koopmans, 1974; Bloomfield, 1976; 
Priestley, 1981; Marple, 1987; Kay, 1988 及 Percival and Walden, 1993). iX 
里 我 们 简要 介绍 一 下 这 个 主题 ， 作 为 第 8 章 到 第 10 章 的 背景 .我们 首先 总 结 周 
期 图 的 性 质 ， 从 它 是 谱 密度 函数 的 不 相 容 估计 量 的 意义 上 来 说 ， 它 是 一 个 “ 粗 ” 估 
计量 (也 就 是 说 ， 它 的 方差 不 会 随 着 样本 容量 的 增加 而 减少 )， 然 后 ， 我 们 将 简要 
介绍 一 下 著名 的 利用 沿 着 频率 平均 周期 图 ( 即 平滑 或 者 滤波 ) 构 造 相 容 估 计量 的 方 
法 . 所 得 到 的 估计 量 的 特点 是 ， 它 具有 光滑 的 带宽 ， 这 可 以 用 频率 的 有 效 范 围 来 
度量 ,在 这 个 范围 上 周期 图 是 平均 得 到 的 .这 个 估计 量 的 缺点 是 ， 即 使 谱 密 度 函 
数 不 同 部 分 的 频谱 形状 可 能 表现 出 不 同 的 急剧 或 者 缓慢 的 变化 ， 但 在 整个 谱 密 度 
函数 上 它 具 有 固定 的 光滑 带宽 ， 然 后 我 们 讨论 第 二 个 “未 处 理 ” 的 谱 密 度 取 数 的 估 
计量 ， 也 就 是 多 锥 形 估 计量 .这 个 估计 量 将 在 10.7 节 起 到 十 分 重要 的 作用 ， 在 
那里 我 们 将 讨论 令 人 感 兴趣 的 基于 小 波 构 造 更 光滑 可 变 宽度 的 方法 ， 
。 周 期 图 

给 定 一 个 时 间 序 列 ， 它 可 以 看 作 是 一 个 均值 为 零 的 实 值 平 稳 随机 过 程 {X,} 的 
部 分 Xo» Kys “es Xv 的 实现 ， 它 的 自 协 方差 是 {sx,-}， If AH itt OF BE pa 
Sx(*) 满 足 式 (267b)， 我 们 利用 所 谓 的 有 偏 的 自 协 方差 序列 估计 量 就 可 以 对 
le] =0, 1, =, N—1 估计 出 sx..， 但 是 无 法 估计 | r | SN W sxe AmA E 


协 方差 估计 量 是 


(这 里 明显 地 使 用 了 过 程 的 均值 为 零 的 假设 )， 自 然 地 ， 对 于 | r | SN, 我们 可 
以 将 式 (276b) 中 的 sx.: 用 ;名 代替 ， 并 且 将 求 和 指标 限制 在 土 (N 一 1)， 这 也 等 价 于 
ey sP =0, |r| 三 N， 现 在 ， 通 过 两 层 求 和 中 的 变量 变换 ， 我 们 就 可 以 得 到 


N= N—)  N=iri—} 
a = F t ox 
At > sp eat 一 At bi p XX pari ee 
=N=) N -n-o 1 
t 
N-1 N-I 
— S1 EA > se pat 
iN j=0 k=0 
N=] i i 
= 全 | Ð xean |" = SP CE (269a) 
z 1=0 


EE LAI SY (*) 就 称 为 是 周期 图 (尽管 它 是 频率 的 函数 而 且 不 是 周期 的 ). 
和 Sx(*) 一 样 ， 它 定义 在 区 间 [ 一 f、，fv] 上 .可 以 证 明 (参见 Brillinger，1981， 
5.2 节 )， 在 一 定 的 高 阶 矩 有 限 的 条 件 下 ， 当 N->oo 的 时 候 ， 渐 进 地 有 
oS CO De fy 


Sx(Pu, f=0 或 f、， 


SP Cf) = | (269b) 
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其 中 ， 如 7.1 中 所 说 ，X 表示 具有 自由 度 为 了 的 X 分 布 的 随机 变量 ， 注意 ， 因 
HEX) =y HEHE, FAK N 有 E{S (PI~Sx(/; 也 就 是 说 ， 渐 
进 地 周期 图 变 成 了 谱 密 度 函 数 的 无 偏 估计 ， 因 为 它 的 期 望 与 我 们 要 估计 的 量 是 一 
ai. vm, FOS <SS SPCNMSY (f) 是 渐进 独立 的 ,利用 结果 


var{X,}=29, RİA: 4 Nokt, Aiii 
RD O< Ff <fys 


(SP CfA} = (270a) 
ree i. f=0 或 者 f= f、; 


ori SP ON SPCFO}=0, OS f <fchy, 

(对 于 有 限 的 样本 数 久 ， 如 果 特 定 的 约束 满足 ， 这 些 渐进 的 结果 是 十 分 有 用 的 通 
近 ， 参 见 Percival and Walden, 1993, p. 232). 

周期 图 看 来 具有 一 个 明显 的 主要 缺点 和 一 个 明显 的 主要 优点 . 因为 ， 一 般 情 
况 下 Sy Cf) >0, PUL (270) iE BR 4 Nom mR. SP ( 户 是 不 会 减少 到 零 的 ， 
也 就 是 说 SP (了 /) 变 得 任意 接近 它 的 期 望 的 概率 是 零 ， 正 因为 如 此 ，SP (/) 是 
Sx (有 ) 的 不 相 容 估计 量 ， 另 一 方面 ， 周 期 图 中 任意 两 项 的 渐进 独立 性 ， 使 得 理解 
沿 着 频率 平滑 周期 图 构造 的 谱 密度 函 数 估计 量 的 采样 性 质 成 为 可 能 . 

周期 图 的 第 二 个 一 一 并 不 是 最 明显 的 一 一 优点 是 ， 我 们 能 很 容易 地 将 随机 变 
fa SY (了 ) 变 换 为 一 个 新 的 方差 不 依赖 于 未 知 的 谱 密 度 函 数 的 随机 变量 ( 式 (270a) 
表明 周期 图 本 身 没 有 这 个 性 质 )， 借 助 于 下 面 的 讨论 ， 从 式 (270a) 可 以 导出 一 个 结 
w: 对 于 周期 图 的 “稳定 方差 ”变换 恰好 就 是 这 个 算法 . 因为 当 0 二 f 二 f, 的 时 候 ， 
SP (PAI Sx( 0/2 有 同样 的 分 布 ， 由 此 得 出 log (SP (f)) 和 log(Sx(/)X2/2) = 
log(Sx(f)/2) Flog(Xz) 有 同样 的 分 布 . 因为 一 个 随机 变量 加 上 一 个 常数 的 方差 
等 于 这 个 随机 变量 的 方差 本 身 ， 所 以 var{ log (SP (f) ) } = var{log(%2)}. 基于 此 ， 
Bartlett and Kendall(1946) 证 明了 ， 对 于 0 二 f 二 f、， 有 


var(log(SY(f))} = x, E{log(S¥ (f))} = log(Sx(f) — 75 
其 中 y=0. 577 21 是 欧 拉 (Euler) 常 数 . 因此 ， 对 数 周期 图 是 “稳定 方差 过 程 “， 对 
于 0 二 /二 f、， 随 机 变量 


ip) 
f = log (BE )+y (270b) 


具有 零 均 值 且 方 差 为 = 二 x /6; 进而 ， 
e(f) = log(%2) + y — log(2) (270c) 
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(练习 [7. 5] 中 的 验证 ). 如果 令 
YP (f) = log(SP(fP) +y, 
那么 对 于 0 二 /二 f、， 有 
Y™(f) = log(Sx(f)) +e(f). (271a) 
所 以 ， 对 数 周期 图 (加 上 已 知 的 常数 7) 可 以 写成 一 个 “信号 "(准确 地 说 ， 是 谱 密 
Sek BAT BOI FAA SIA AMAA PEN of =x’ /6 的 非 高 斯 噪声 . 
。 传 统 的 周期 图 平滑 
谱 密度 函数 的 相 容 估 计量 可 以 通过 周期 图 的 纵 坐 标 在 一 定 方式 下 的 组 合 产 
Æ. 例如 ， 这 个 问题 的 传统 的 方法 是 在 侍 里 叶 频 率 域 户 =7JVCNAi) 计 算 周期 图 的 
平滑 (光滑 )， 所 得 到 的 | N/2 j 十 1 个 随机 变量 
SP Cfo) ,SP CSa) reee SP C fina) 
MEN 充分 大 的 时 候 ， 都 是 近似 两 两 独立 的 ; 即 
cov{ SP (f,) SP Cf} 0, FFRHOSSR<LN/2 J. 
因此 ， 
SP Cf) = Sif )U,, j= 0,1,…, 作 N/21|， (271b) 
其 中 U;，j=1，…,L(N 一 1)/2」， 是 渐 近 的 独立 同 分 布 X:/2( 作 为 对 比 ，Us 和 
Un 一 一 如 果 N 为 偶数 一 一 的 分 布 都 是 Xi )， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 用 式 (270b) 定 
义 e(f,)， 那 么 fe(f;): 0 二 fj 二 fv}) 组 成 了 一 族 近 似 地 具有 和 零 均值 和 方差 为 
xz/6 的 独立 同 分 布 随机 变量 (注意 U, 和 elf;) 都 不 是 高 斯 分 布 ). 
假设 N 充分 大 ， 使 周期 图 SP (Sy (TAIT, $f BFE E Ot 
f, 中 是 两 两 不 相关 的 ， 如 果 SOE f; 邻 域内 的 变化 很 缓慢 ， 那 么 对 于 某 个 整 
数 M>0, # 
Sx (fj-m) 000 & Sxl fi) woe 之 SxC firm) > 
因此 
SP (fin) see SP Cj) 9000 SP firm) 
是 由 2M +1 个 数组 成 的 对 同一 个 量 Sx (万 ) 的 一 族 无 偏 的 和 不 相关 的 估计 量 ， 因 
此 我 们 能 够 取 它 们 的 平均 以 产生 估计 量 


Sx(f,) = ma SPY, ,). (2710) 
在 我 们 的 假设 下 ， 利 用 式 (270a) 并 且 为 了 简单 起 见 假设 广 -w>0 和 fiew<fys 
则 有 
E{Sx(f;)} ~ Sx(f;) 
和 


= SL(f,) (SP (f,)} 
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表 272 


c=1 c=2 c=3 c=4 
r=0 2.521 628 1 —~—4.771 595.9 7.919 991 5 —11. 976 921 1 
r=] 16. 077 882 8 — 20. 634 334 6 25. 053 152 1 一 28. 873 813 6 
r=2 31. 804 626 5 — 34.007 137 3 34. 770 027 2 — 34. 315 132 1 
r=3 32. 786 109 9 — 30. 286 123 3 26. 710 935 6 — 22. 883 831 0 
r=4 18. 743 209 8 —14.571 768 8 10.717 774 4 —7. 532 219 4 
r=5 4.722 631 9 — 2. 680 792 3 1.339 130 6 0.516 712 5 
注 : AR(24) 过 程 (Gao，1997) 的 系数 {po1.,: n=l, ore 24). 第 - 行 第 < WARNE buai RER 


数 可 以 在 本 书 的 网 页 上 找到 . 

现在 ， 如 果 我 们 考虑 增加 样本 容量 N 和 下 标 j 保证 j/(NAL) =f, 是 一 个 常 
数 ， 那 么 可 以 令 M 变 大 ， 并 且 我 们 可 以 断言 ，var{Sx(f;)} 可 以 任意 小 ， 于 是 
Sx(f,) 是 Sx(f;) 的 相 容 估计 量 ， 上 述 结论 的 一 个 明显 的 推论 就 是 在 式 (271c) 的 求 
和 中 使 用 非 均 匀 的 权重 (这 种 和 其 他 的 一 些 改进 可 以 参考 Cleveland and Parzen, 
1975; Bloomfield, 1976; Walden, 1990 及 Percival and Walden, 1993. 

Wahba(1980) 使 用 了 不 同 的 方法 ， 它 研究 了 利用 光滑 样 条 对 对 数 周期 图 的 平 
滑 ， 这 种 方法 使 用 了 式 (271a) 中 的 信号 加 噪声 模型 ， 然 而 ， 回 忆 一 下 噪声 具有 


log(Xz) 分 布 ， 所 以 这 个 模型 很 复杂 . 

对 数 周期 图 的 平滑 和 样 条 平滑 都 有 如 下 特征 : 都 有 平滑 的 带宽 ， 它 度量 了 在 
多 大 的 带宽 上 潜在 的 谱 密 度 函 数 估计 进行 平滑 处 理 而 构造 相 容 估计 量 . 例如 ， 均 
匀 周 期 图 平滑 将 相 邻 的 2M 十 1 个 数 进行 了 平均 ， 而 每 一 个 数 本 身 也 是 1/(NA2) 
上 的 平均 ， 所 以 带宽 是 (2M 十 1)/ (NA £). 对 特别 的 谱 密 度 函 数 ， 常 常 以 一 种 满 
意 的 方式 确定 带宽 ， 通 过 平滑 引起 的 偏差 和 满足 要 求 的 方差 的 折衷 来 确定 它 的 带 
宽 ， 尽 管 如 此 ， 在 整个 谱 密度 函数 上 的 带宽 是 固定 的 ， 并 没有 随 着 谱 密度 田 数 的 
局 部 特征 而 有 任何 形式 的 改变 ， 例 如 ， 和 急剧 的 尖峰 值 或 者 凸 谷 需要 罕 带 宽 平 滑 以 
避免 平滑 引起 的 优势 偏 益 ， 而 谱 密 度 函 数 变换 缓慢 的 区 域 使 用 宽带 宽 的 平滑 就 可 
以 大 幅度 减少 方差 .正如 我 们 将 在 10. 6 节 和 10. 7 节 中 看 到 的 那样 ， 一 种 产生 自 
适应 平滑 谱 密度 函数 估计 量 的 方法 ， 就 是 使 用 小 波 将 谱 密 度 函 数 中 各 种 不 同 分 辨 
率 ( 尺 度 ) 中 的 信息 融合 起 来 . 
。 多 锥 谱 密 度 函 数 估 计 

如 我 们 能 够 由 式 (269b) 推 出 的 ， 统 计 理 论 认为 ， 对 于 大 的 样本 容量 N HF 
稳 随机 过 程 ， 周 期 图 是 真正 的 谱 密度 函数 的 近似 的 无 偏 估 计量 然而， 重要 的 是 
意识 到 ， 根 据 所 谓 的 漏 泄 现象 对 于 有 限 的 样本 容量 的 过 程 ， 这 种 逼近 是 十 分 无 力 
的 ， 图 273 通过 比较 一 个 长 度 N= 2048 的 时 间 序 列 的 周期 图 ( 细 的 锯齿 状 线 ) 和 
真正 的 谱 密 度 函 数 ( 粗 的 平滑 线 ) 演 示 了 漏 洪 效应， 这 个 时 间 序 列 是 o 二 1， 系 数 
( bon 为 表 272 所 列 的 AR(24) 过 程 的 一 个 实现 (这 个 过 程 在 第 10 章 和 Gao(1997) 
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图 273 KÆ N=2 048 的 时 间 序 列 ，AR(24) 过 程 的 实现 (参见 表 272 中 定义 这 个 过 程 的 系数 ) 
的 周期 图 (锯齿 状 细 线 ) 和 真正 的 谱 密 度 函 数 ( 光 滑 的 粗 线 )， 周期 图 和 真正 的 谱 密 度 函 
数 都 绘制 在 分 贝 尺度 的 图 上 .周期 图 的 高 频 中 的 泄漏 是 显然 的 ， 这 里 的 偏差 变 得 大 约 
有 40dB( 即 4 数量 级 ) 


中 也 用 到 了 .生成 自 回归 过 程 的 实现 的 细节 ， 参 见 7.9 45). 周期 图 和 真正 的 谱 


密度 函数 都 绘制 在 分 贝 (dB) 尺 度 上 ; 即 绘制 的 是 10 + log, (SY CA) TEN f AY eh 
数 图 像 ， 泄 漏 的 表现 是 ， 在 高 频 的 地 方 周期 图 和 真正 的 谱 密 度 男 数 的 偏差 很 大 . 
一 般 地 说 ， 对 谱 密 度 函 数 分 布 占据 较 大 范围 的 随机 过 程 (也 就 是 说 谱 密 度 了 消 数 最 
大 值 与 最 小 值 的 比值 大 于 40 或 50 分 贝 ， 比 如 说 这 个 AR(24) 过 程 的 比值 接近 90 
分 贝 ) 来 说 ， 周 期 图 的 泄漏 现象 是 十 分 危险 的 . 

一 个 公认 的 减 小 由 于 周期 图 漏 泄 导致 的 偏差 的 过 程 是 在 计算 频谱 估计 量 前 对 
时 间 序 列 进行 数据 锥 ( 窗 ) 处 理 ， 这 就 产生 了 所 谓 的 直接 频谱 佑 计量. 直接 频谱 估 
计量 比 周期 图 具有 更 好 的 小 样本 偏差 小 属性 ; 但 是 ， 当 接着 对 频率 域 进行 平滑 的 
时 候 ， 渐 近 方差 要 比 周期 图 平滑 后 要 大 ， 多 锥 频谱 估计 的 基本 思想 是 ， 用 计算 少 
量 的 K 个 不 同 数据 锥 分 别 计算 直接 频谱 估计 然后 求 K 个 估计 量 的 平均 ， 这 样 构 
造 的 频谱 估计 的 方差 比较 小 (Thomson，1982; Percival and Walden, 1993, 第 7 
章 )， 如 果 所 有 这 K 个 锥 两 两 正 交 ， 并 且 恰 好 阻止 了 泄漏 ， 根 据 减 少 偏差 和 方差 
来 说 ， 得 到 的 多 锥 估计 就 要 比 周 期 图 好 ， 尤 其 是 频谱 的 动态 范围 比较 大 并 且 / 或 
者 频谱 变化 快 的 时 候 . 多 锥 估计 在 研究 ， 例 如 二 氧化 碳 与 全 球 温度 的 关系 (Kuo 
Ss, 1990), MLY oe 2h Æ AL (Riedel and Sidorenko，1995)， 以 及 海浪 高 度 (Walden 
等 ，1995) 中 取得 了 成 功 . 

和 前 面 一 样 ， 令 {六} 为 一 个 零 均值 实 值 平稳 过 程 ， 令 {a,.: 1 二 0，…，N 一 1)， 
n=0, =, K—1 表示 K 个 不 同 的 数据 锥 ， 用 于 形成 多 锥 谱 密 度 函 数 估 计量 .这 
些 锥 都 是 规范 正 交 的 ， 即 


l, n = l; 


Bear = lo, 其 他 . 


274 第 7 章 


QO - 1024 0 1024 
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图 274 4 N=1 024K, BM n=0, 1, 2 和 3 的 正弦 锥 {a,,.} 


4 — 74S BE BY He ASAE: $% HE PE EAE A PS) BER i. 最 
简单 的 多 锥 谱 密 度 函 数 估 计量 是 K 个 直接 频谱 估计 量 ( 特 征 谱 ) 的 平均 ， 所 以 取 
如 下 形式 : 


K~1 
EN = ED Sec, 
n=0 
其 中 
N-1 è 
Sem Cf) m At) Ha Xe |", 
:=0 


求 均值 运算 的 基本 作用 是 将 可 能 丢失 的 但 是 在 某 单个 锥 中 使 用 了 的 “信息 ”恢复 出 
来 ; 第 二 个 作用 是 稍微 减少 周期 图 带 来 的 变异 性 . 
容易 计算 的 规范 正 交 锥 是 正弦 锥 ， 第 ”个 正弦 锥 的 形式 是 


Qn. = (x24) ‘sin(@EORGTD), t= (ays. (274a) 


图 274 表示 当 N=1024, n= 二 0，1，2，3 时 ， 这 些 锥 的 样子 .这 些 简单 的 锥 是 
Riedel and Sidorenko(1995) 引 人 的 ， 而 我 们 将 在 10. 7 节 中 使 用 . tiit ESE (C) 
有 一 个 伴随 的 标准 化 的 带宽 (天 十 1)/CN 二 1) (Riedel and Sidorenko, 1995; 
Walden “%, 1995). 如 果 谱 密度 函数 在 这 个 宽度 的 带宽 上 没有 急剧 的 变化 ， 则 特 
征 谱 是 近似 无 关 的 ， 这 就 产生 了 一 个 允 近 (对 于 大 的 N 是 正确 的 ) 


2 
Seo cp) + PIE, o<f< fy (274b) 


如 果 K 按照 合适 的 比例 随 着 N 的 增加 而 增加 ， 则 多 窗 估计 量 可 以 做 到 是 相 容 的 ， 
但 是 ， 典 型 的 K 都 是 固定 的 小 的 数 (10 或 者 更 小 )， 因 为 K 是 固定 的 ， 所 以 
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图 275 KÆ N=2 048 的 仿真 时 间 序 列 AR(24)( 对 应 的 周期 图 参见 图 273) 的 多 锥 谱 密度 函数 
估计 Se"(,)( 锯 齿 形 细 线 ) 和 真正 的 谱 密度 函数 (光滑 粗 线 )， 多 锥 估计 是 基于 K = 10 
WIE aK HE. SPO (*) 和 真正 的 谱 密度 函数 绘制 在 分 贝 尺 度 的 图 上 ， 图像 上 左 半 部 分 的 
十 字形 符号 的 宽度 给 出 TSE CO BY AP HE CIS 0. 005 4)， 在 10 logw (Sx (f)) 
的 情况 下 ， 其 高 度 给 出 了 95% BRAKE 


Se? (。) 是 不 相 容 的 谱 密度 函数 估计 量 ; 然而 与 周期 图 不 同 的 是 ， 多 锥 估计 量 的 
偏差 较 小 并 且 具 有 2K 的 自由 度 (K 个 特征 谱 中 的 任意 两 个 求 平均 )， 多 锥 估计 方 
法 的 背景 和 更 多 的 讨论 参见 Thomson (1982), Percival and Walden (1993, 
第 7 章 ). 

如 图 275 所 示 ， 细 线 表示 同样 的 AR(24) 时 间 序 列 的 谱 密 度 明 数 多 锥 估计 量 ， 
这 个 时 间 序 列 的 周期 图 如 图 273 所 示 ( 在 这 两 幅 图 像 上 ， 粗 的 平滑 曲线 表示 真正 
的 谱 密 度 函 数 )， 这 里 我 们 使 用 KK==10 的 正弦 锥 ， 产 生 了 自由 度 为 2K=20 与 带 
宽 为 (K 十 1)/(N 十 1) 二 0. 005 4 的 估计 量 ， 在 图 的 左边 ， 我 们 用 交叉 线 的 宽度 描 
述 带 宽 ， 交 叉 的 高 度 给 出 了 真正 的 谱 密 度 函 数 置信 和 度 为 95%% 的 长 度 ， 单 位 为 分 
贝 (这 些 都 基于 X%。 的 分 布 的 百分点 ， 利 用 式 (264) 可 以 近似 地 计算 出 来 ; 构造 和 
解释 这 些 置信 区 间 的 方法 ， 详 情 参见 Percival and Walden, 1993, 6.10 节 ). 

如 我 们 注意 到 的 ， 对 于 周期 图 的 一 个 事实 是 : ERE ES EI aE R 
数 估计 量 的 方差 . Bartlett and Kendall(1946) 关 于 随机 变量 log (Xen ) 的 性 质 的 结 
果 可 以 用 来 证 明 ， 对 于 0 一 /一 Av A 

FE{log(CSo (f))} = log(Sx(f) + yCK) — log( K) 
和 
var{log(S¥? (f))} = w(K), 

其 中 ，y(*) 和 P CORIRA T: BRAT, wR: 


pla) = TTS, Y= ae (275) 


9 
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图 276 具有 相同 均值 和 方差 的 log(X;) 随 机 变量 的 概率 密度 函数 ( 细 线 ) 和 高 斯 随机 变量 的 概 
SEE AMMAR. ANE 7 从 左 到 右 分 别 为 10、12 和 16( 它 们 是 与 多 锥 谱 
密度 丽 数 估计 量 Sg2 C). 分 别 是 K=5, 6 和 8 的 数据 锥 ， 相 关 的 自由 度 )， 坚 直线 
标 出 了 log(Xy) 随 机 变量 的 均值 一 一 从 左 到 右 分 别 是 %5) 十 iog(2) 二 2.199，W(6) 十 
log(2) +2. 399，y(8) 十 log(2) 二 2. 709， 对 应 的 方差 的 平方 根 分 别 是 Vy (5) = 0. 470, 

Y (6) 二 0.426，WW (8) 二 0.365.、( 练 习 [7.1] 涉 及 到 log(X;) 概 率 密度 函数 的 导出 . ) 


如 图 276 所 表明 的 ， 比 较 概 率 密度 函数 log(Xzx ) 与 有 着 相同 期 望 值 和 方差 的 
高 斯 概率 密度 函数 ， 我 们 发 现 当 天 全 5 的 时 候 ， 按 照 Bartlett and Kendall(1946) 
的 说 法 ， 它们 是 很 符合 的 . 对 于 0 二 f 二 f.， 由 此 得 到 随机 变量 

nf) = lon (SP }~ KK) + log(K) 
是 均值 为 零 、 方 差 为 少 (K) 的 近似 高 斯 分 布 . 
如 果 对 于 O<f< fy, RNS 
Yo (fF) = log(S¥" (f)) — yK) + log(K), 


则 
Yf) = log(Sx(f)) + nf). (276) 

所 以 ， 对 数 多 锥 谱 密 度 函 数 估计 量 ( 加 上 已 知 常 数 logCK) 一 y(K)) 可 以 写成 一 个 信 
号 ( 真 的 对 数 谱 密度 函数 ) 加 上 具有 零 均值 和 已 知 方差 二 y (K) 的 近似 高 斯 噪声 . 

如 果 我 们 求 式 (276) 在 傅 里 叶 频 率 f= 二 k/(NAt) 上 的 值 ， 就 会 有 一 个 近似 的 
结果 ,对 于 0 之 f, 二 f,， 有 

nfi) =N (Og (K)), 
但 是 ， 这 些 随机 变量 是 相关 的 . 下面 我 们 研究 7(.P) 在 频率 域 中 的 协 方差 结构 . 
为 了 符号 上 的 方便 ， 我 们 取 A :一 1( 所 以 f .二 1/2)、， 对 于 固定 的 和 v， 满 足 0 一 
一 1/2 和 0 二 f 十 vy 二 1/2， 让 我 们 定义 
s,(v) = covin( f) Cf +v)} = cov{log(V(f)) logi VS +1))}, 

其 中 


SE° Cf) 
Sx(f) | 


V(f) = 


随机 变量 和 随机 过 程 277 


0.0 0.006 0.0 0.006 0.0 0.006 
v v v 


图 277 XF N=2 048 和 KK=5，6，8 正弦 锥 ,作为 v 的 函数 自 协 方差 ;5,(v) 的 图 像 ， 每 个 竖 


线 标明 了 相 联 系 的 多 锥 谱 密 度 函数 估计 量 的 带宽 全 二 


如 果 log(V (用)) 和 log(V(f 十 v)) 是 确切 地 联合 严格 高 斯 分 布 的， 我 们 就 有 
cov{log(V(f)),log(V(f+v))} = log(1 + cov{VCf) ,VCf + v)}) 
(Granger and Hatanaka, 1964, 3.7 7); 因为 它们 是 近似 地 联合 高 斯 分 布 的 ， 

上 面 我 们 能 合理 地 近似 ， 所 以 
sy) œ log + sv (v)), 
其 中 
sy (v) = cov{V(f) ,V(Cf+v)}. 
根据 我 们 的 假设 ， 谱 密度 函数 在 局 部 上 的 变化 是 慢 的 ， 所 以 对 比较 小 的 v 
SNS ftv) Mit, 我们 有 


K-1 K-i 


D Scov{ Ser (f) Se? Cf +y)}. 


在 对 Sy (+) LIA REBEL REF, Thomson(1982, p. 1 069) 证 明了 

cov{ Se? Cf) SEP Cf +} ~ KA | > ananet™ | ， 
这 个 近似 式 忽略 了 频率 接近 0 或 者 1/2 的 时 候 才 显著 地 依赖 于 f 的 项 ， 所 以 ， 
我 们 有 


1 
vw) © RISA 


K-1 天 一 ] AN 一 1 


w= Dy | Dy dentine 
n=0 [=O 1 一 0 


因此 ， 上 面 的 结论 给 出 了 s,()~s,()=log(1t+sy)). 

图 277 绘 出 了 当 N=2 048, K=5, 6, 8 个 正弦 锥 的 时 候 作 为 v WRR S, O) 
的 图 像 ， 当 y 宇 (K 十 DD)/(N 十 1) ONE, 5, (v) 非常 小 以 至 于 可 以 忽略 ， 其 中 
(K 十 1)/CN 十 1) 是 正弦 多 锥 估计 量 的 标准 化 带宽 ， 且 在 上 图 中 用 竖 直 的 直线 标 
记 出 来 ， 自 协 方差 图 中 的 直线 形状 在 其 他 的 N 和 天 的 时 候 也 是 如 此 ， 回 忆 s,(0)= 
只 和 使 用 (K 十 1D)/CN 二 1)<(K 二 1)/N， 因 此 我 们 能 陈述 一 个 非常 简单 和 方便 的 


模型 ， 即 


2 


|» | N 

2 A A aSa A K Ea N; 

S, Cy) i“ T)” a iá (277) 

“7 
0, # ffi. 
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图 278 太阳 物理 时 间 序 列 ( 这 个 序列 N = 4096 的 值 绘制 在 图 222 和 图 235) 使 用 并 = 10 的 
正弦 锥 得 到 的 多 锥 谱 密度 函数 估计 Sw4? (.)( 在 分 贝 尺 度 上 )， 坚 直 排 列 的 点 将 频率 区 


各 [0，12 周 /天 ] 分 割 为 16 个 小 区 间 ， 如 同 图 220 中 7 = 4 的 离散 小 波 包 变换 或 者 
图 236 中 极 大 覆盖 离散 小 波 包 变换 )， 图像 中 左下 半 部 分 十 字形 的 宽度 给 出 了 


Sire (+) yy a E CD AEE 0, 064 4 周 /天 一 一 这 里 At = 1/24 K), 在 
10* jogw (Sx( 放 )) 的 情况 下 ， 其 高 度 给 出 了 95% 置 信和 区 间 长 度 


7.5 节 的 评论 与 扩展 

[1 作为 谱 密度 函数 的 多 锥 估计 量 的 第 二 个 例子 ， 图 278 展示 了 6. 2 节 中 描 
写 过 的 太阳 物理 时 间 序 列 ( 这 个 时 间 序 列 具 有 N=4 096 个 数据 值 ， 在 图 222 和 
图 235 的 底部 绘 出 了 这 个 时 间 序 列 的 图 像 ) 的 (天 =10 PERKS RR. KT 
估计 有 2K=20 的 自由 度 ， 相 联系 的 带宽 为 0.064 4 周 /天 (通过 标准 化 带宽 
(K+1)/(N+1) Mf 1/at=24 的 乘积 计算 得 到 ， 其 中 At=1/24 天 )， 图 278 PE 
下 角 的 交叉 的 宽度 就 表示 这 个 带宽 ， 而 交叉 的 高 度 就 以 置信 度 为 95% 给 出 这 个 
时 间 序 列 假定 的 真正 谱 密度 函数 的 值 . 竖 直 的 点 线 将 频率 区 间 分 割 成 了 16 个 小 
区 间 ， 对 应 着 7 一 4 层 的 离散 小 波 变换 或 者 极 大 重合 离散 小 波 变换 (图 236). 

对 于 时 间 序 列 的 这 个 或 者 另外 的 谱 密度 函数 的 估计 的 局 限 性 在 于 ， 我 们 认为 
在 太阳 物理 时 间 序 列 中 观测 到 的 与 时 间 相 关 的 波动 与 具有 时 间 不 相关 性 的 随机 过 
程 的 实现 是 一 致 的 (特别 地 ， 这 就 意味 着 在 任何 时 候 观测 到 的 爆发 的 概率 是 一 样 
的 ); 但是， 基于 6. 2 节 所 讨论 的 物理 考虑 ， 要 使 用 与 时 间 相 关 的 随机 模型 .所 


以 ， 估 计量 S8g”(*) 虽 然 告 诉 我 们 各 种 频率 在 时 间 序 列 的 全 局 傅 里 叶 分 解 中 的 相对 
重要 性 .但 是 它 不 可 能 告诉 我 们 局 部 的 时 频 关系 (离散 小 波 包 变换 和 极 大 重 亚 离散 
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小 波 包 变换 可 以 实现 时 间 局 部 化 ， 但 是 它 是 以 增 大 带宽 到 0. 75 周 / 天 为 代价 的 ). 


7.6 长 记忆 过 程 的 定义 和 模型 


假设 1{X,} 是 平稳 过 程 ， 它 的 谱 密度 函数 用 Sx(*) 表 示 ( 为 了 方便 ， 我们 假设 
At 二 1， 所 以 始终 有 151/2). 我 们 称 {X,} 是 一 个 平稳 长 记忆 过 程 ， 如 果 存 在 常 
Wa ACs, 满足 一 1 二 a 二 0 和 Cy 二 0， 使 得 


Sx(f) _ 
ps C | f 区 l, (279a) 


(Beran, 1994, p.42). WA iw., F KICI oe A i RE PR Sx(') 满 足 
Sx(PxCs | f1"， 当 FBF O? 的 时 候 逼 近 程 度 更 好 .另外 也 可 以 根据 {X,} 的 自 
协 方差 序列 {sx,.} 来 定义 ， 我 们 称 {X,} 是 一 个 平稳 长 记忆 过 程 ， 如 果 存 在 常数 B 
和 C,， 满 足 一 1 二 8<0 和 C,>0， 使 得 


ves 
其 中 8B 与 式 (279a) 中 的 a 有 关 ，B 二 一 a 一 1( 根 据 Beran(1994) 的 定理 2. 1， 这 个 定 
义 和 式 (279a) 是 等 价 的 )， 标 准 的 时 间 序 列 模型 ， 比 如 说 平稳 自 回 归 过 程 ， 对 于 
大 的 rc， 其 自 协 方差 满足 sx,. 守 C$， 其 中 C20, |9| <1. 对 于 一 个 长 记忆 过 
B, 4c RAKNM RRNA sx. ~ Cr’. EX MMAR PRA: ME reo, 
sx 0. 但是， 对 长 记忆 过 程 而 言 衰减 到 零 的 速度 是 非常 慢 的 ， 也 就 是 说 时 间 序 
列 中 距离 很 远 的 两 个 数 ， 仍 然 有 不 可 忽略 的 协 方差 (以 更 吸引 人 的 术语 说 ， 当 前 
观测 保留 有 久远 的 往事 的 一 些 “ 记 忆 ”). 

在 文献 中 提出 和 研究 的 平稳 长 记忆 过 程 有 若干 不 同 的 模型 ， 下 面 三 个 是 特别 
重要 的 ， 
。 分形 高 斯 咯 声 

长 记忆 过 程 的 第 一 个 完整 的 模型 是 Mandelbrot 和 van Ness 在 1968 年 提出 来 


的 ， 这 就 是 分 形 高 斯 噪声 (fractional Gaussian noise, FGN). 根据 定义 ， 如 果 
{X,} 是 一 个 分 形 高 斯 噪声 ， 那 么 它 就 是 一 个 平稳 过 程 ， 其 自 协 方差 序列 是 


Sx, 一 空 (| ctl (22 —2[ (ee) e118). c=" 1017 

(279b) 

这 里 ot =var( X,} EMERE, H 就 是 满足 0 二 HH 二 1 的 所 谓 的 Hurst 8 4 

似 ) 参 数 ， 分 形 高 斯 噪声 可 以 看 作 是 参数 为 H 的 分 形 布朗 (Brown) 运 动 (FBM) 

{Bn(t): OSt<oo) YS; BD 

X, = By (t+ 1)— Bu (t), t= 0,1,2,*. 

分 形 布 朗 运动 的 精确 定义 ， 例 如 ， 在 Beran(1994) 中 给 出 的 ， 由 书 中 我 们 注意 到 

B,(0)=0; XF :>0, Bx ORB. HHA oftt* 的 高 斯 随机 变量 ; 并 且 当 

sto 时 cov{ Bu (t), Bu(s)— Bu (t)}=0. 因此， 我 们 可 以 建立 离散 分 形 布朗 


运动 (DFBM) 的 样本 ， 而 用 累积 求 和 {X,}， 得 到 
B, = By(t) = xX. pi eae 


280 27% 


(参见 本 节 的 扩展 与 评论 ， 那 里 将 明确 地 解释 BABY, OPH OD. 对 于 Bn (7) 的 
谱 密 度 函 数 可 以 取 为 


2 
Sepo (f) = was ee ET (280a) 


其 中 Cp 圭 T(2H 十 1)sin(x 晶 )/(2x)***!1( 参 见 Mandelbrot and van Ness (1968); 
Flandrin(1989); Masry(1993))， 所 以 ，Spw (foe | 了 | .从 滤波 和 混合 
的 考虑 出 发 ( 见 Percival and Walden, 1993, 3.8 节 )， 得 到 {B,} 的 谱 密度 函数 由 


Ss, (fp = oiCn >) ae -+<f< 5 (280b) 


给 出 ， 因 此 对 于 小 的 fe Sa o | f) TERA, T X.: } AIR ae BE R e h 


入 


1 1 1 
Sx(f) = 4okCnsin’ af) 2) TFTFI TT = 


给 出 (Sinai，1976; Beran，1994，p. 53， 式 (2.17))， 对 后 一 个 结果 ， 注 意 X,= 
B,， 一 B,， 所 以 ， 除 了 为 了 符合 下 标的 习惯 而 进行 无 关 紧 要 的 单位 平移 外 ，{X,} 
是 {B,} 的 一 阶 差分 ， 对 于 差分 滤波 器 的 平方 增 量 函 数 是 D(f) 寺 4sin* (af) (BR 
练习 [105b])， 并 且 结 果 由 式 (268b) 得 到 ， 利 用 欧 拉 -麦克 劳 林 (Euler-Maclaurin) 
求 和 公式 (Dahlquist and Bj5rck，1974)， 我 们 就 可 以 利用 有 限 的 2M 十 3 项 的 求 和 


来 通 近 上 面 的 无 限 项 求 和 : 


M 
f f l 
Sx (f) ~AokCusin’ aP D TFTFI Tm 


+ >) spore pi _ @H+D@H+2)2H + 3) 
Lands FMD” 720(Lf + MH 
2H +1 1 
+p tape N 


(详情 参见 Percival 等 ，2000a)， 在 实际 中 ， 取 M= 100 产生 足够 的 精度 . 对 于 较 
小 的 F， 我 们 近似 地 有 SC Po | f 1 ， 所 以 当 一 1 二 1 一 2H<0( 也 就 是 当 
1/2 二 HH 二 1) 的 时 候 ， 分 形 高 斯 曝 声 满足 式 (279a) 中 平稳 长 记忆 过 程 的 定义 . 

图 282 最 上 面 一 行 用 线性 /对 数 和 对 数 / 对 数 (左右 两 个 图 分 别 绘 出 ) 两 种 坐标 
ih Rae 了 H=0.55, 0.75, 0.90, 0.95 的 Sx(*) 的 图 像 ， 因为 对 于 小 的 f 
Sx(froc fi, 4 1/2<H<1 并 且 日 增加 的 时 候 低频 成 分 显著 地 增加 ， 这 种 
模式 与 图 中 的 曲线 是 一 致 的 ， 在 Sx (有 ce f+ 近似 成 立 的 正 频 率 上 ， 我 们 有 
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logio (Sx PP) —2H) logs (1)， 所 以 右边 描绘 出 的 曲线 的 线性 状态 表明 对 于 
低频 ， 大 约 小 于 F==0.2， 通 近 是 十 分 好 的 . 

图 283 中 第 一 和 第 四 个 图 分 别 展 示 了 H=0.55 和 H=0. 95 的 分 形 高 斯 噪声 
的 实现 (这 些 仿真 的 时 间 序 列 是 使 用 Davies-Harte 方法 建立 的 -一 参见 7. 8 节 ). 
注意 与 它们 的 谱 密 度 函 数 的 性 质 相 符合 : 与 及 二 0.55 的 时 间 序 列 相 比较 ， 互 = 
0. 95 的 时 间 序 列 具 有 成 比例 较 强 的 低频 成 分 . 

当 H=1/2 的 时 候 ， 分 形 高 斯 噪声 就 简化 成 了 白 高 斯 噪声 ( 即 这 种 情况 下 ， 
式 (279b) 具 有 式 (268d) 的 形式 ); 当 0 二 日 二 1/2 HAR. DHX 的 特点 是 具有 
高 频 振荡 并 且 低 频 部 分 的 能 量 不 足 ( 对 这 些 过 程 ， 实 际 上 有 Sx(0) 一 0). 
© Ka RIM! it FE 

我 们 称 离散 参数 的 随机 过 程 {X,)} 是 完全 寡 规 律 (PPL) 过 程 ， 如 果 它 的 谱 密 度 
函数 具有 如 下 形式 : 


SP =Csiflts -+<f<+4, 


其 中 Cs 二 0， 这 些 过 程 可 以 分 为 两 类 ， 分 别 对 应 着 平稳 过 程 和 非 平 稳 过 程 . 第 一 
类 对 应 着 一 1 一 ax 的 情况 ， 过 程 是 平稳 的 ， 并 且 它 的 谱 密度 函数 具有 标准 意义 ， 对 
应 的 自 协 方差 序列 可 以 通过 下 面 的 公式 得 到 : 

sx = 人 Sx Nerdf = 2Cs| feosC2rfr)df, 


一 般 地 说 ， 这 个 式 子 没有 简单 的 显 式 表达 式 ， 所 以 只 能 通过 数值 积分 得 到 .对 于 
一 1 一 ac 一 0， 完 全 赛 规 律 过 程 显然 服从 式 (279a) 的 定义 ， 对 于 平稳 长 记忆 过 
程 一 一 四 个 这 类 过 程 (a 二 一 0.1， 一 0.5， 一 0.8 和 一 0.9) 的 谱 密 度 函 数 绘制 在 图 
282 的 中 间 一 行 . a= — 0.1 和 a 二 一 0.9 时 ， 完 全 寡 规 律 过 程 的 仿真 序列 在 
283 中 绘 出 (第 3 和 第 5 A). MF <=0， 完 全 寡 规 律 过 程 变 成 了 方差 为 
Cs 的 白 噪 声 过 程 . 二 0 时 的 完全 赛 规律 过 程 都 是 平稳 过 程 ， 这 些 过 程 的 低频 成 
分 不 足 ， 这 可 以 从 Sx (0) =0 看 出 来 . 

完全 短 规 律 过 程 的 第 二 类 应 用 是 当 a 三 一 1 的 时 候 . 这 类 完全 宕 规律 过 程 可 
以 理解 为 一 类 可 以 通过 适当 的 差分 算 子 变 成 平稳 过 程 的 非 平稳 过 程 ， 在 7.7 节 中 
给 出 了 这 方面 的 细节 ， 其 中 解释 了 它们 的 谱 密 度 函 数 的 意义 .因此 ， 完 全顺 规律 
过 程 在 整个 实数 轴 上 都 有 定义 . 

对 实数 轴 上 一 些 a， 满足 式 (279a) 的 过 程 常常 称 为 “1/f 型 过 程 ”所 以 平稳 
长 记忆 过 程 是 一 1 二 a 二 0 的 1/f 型 过 程 ， 同 时 a 三 一 1 的 1/f 型 过 程 有 时 称 作 非 
平稳 长 记忆 过 程 . 
。 分形 差 分 过 程 

对 于 平稳 长 记忆 过 程 {X,} 的 一 个 很 流行 的 模型 是 分 形 差分 (FD) 过 程 ， 这 个 过 
程 是 由 Granger and Joyeux(1980) 与 Hosking(1981) 分 别 独立 提出 的 ， 这 里 { X) 


ER, DAOR KR LE W HRE G le } 联 系 在 一 起 : (1 一 B) X,=e， 
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100.0 


10.0 
FGN 


100.0 


1.0 


10.0 


图 282 分 形 高 斯 过 程 TERR E AE 2 BE CT YA BF 
每 一 行 ) 分 别 用 线性 /对 数 和 对 数 /对 数 坐 标 绘制 (分 别 对 应 着 左右 两 列 )， 每 个 谱 密度 
函数 Sx(*) 是 规范 化 的 ， 满 足 Sx(0.1)== 1. 下 面 的 表 给 出 了 所 绘制 的 曲线 的 各 个 


参数 

过 程 粗 实 线 点 线 短线 细 实 线 
FGN H=0. 55 H=0. 75 H=0. 90 H=0. 95 
PPL a 一 一 0. 1 wa 一 一 0. 5 a 一 一 0.8 ax 一 一 0. 9 


FD 0 一 0. 05 一 0. 25 0 一 0. 40 一 0. 45 
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图 283 分形 高 斯 过 程 、 完 全 和 宕 规 律 过 程 和 分 形 差分 过 程 仿 真实 现 . 图 282 中 的 粗 ( 细 ) 线 展示 
了 上 面 (下面 ) 三 个 时 间 序 列 的 谱 密度 范 数 ， 这 些 谱 密度 函数 只 有 在 高 频 部 分 是 明显 
的 ， 我 们 使 用 Davies-Harte 方法 (参见 7.8 节 ) 形 成 仿真 Xe s Xu, RADAR 
通过 变换 白 噪 声 过 程 的 部 分 ，Z,，… ，21oz3， 实 现 获得 的 (2Z, 的 值 在 本 书 的 网 页 上 给 
E). WT MoT RA H, a, 5 说 明 分 形 高 斯 过 程 、 完 全 知 规 律 过 程 和 分 形 差 分 过 
程 的 相似 性 ， 我 们 使 用 同样 的 Z 来 创建 所 有 这 六 个 时 间 序 列 . 尽管 上 面 ( 下 面 ) 三 个 
时 间 序 列 看 起 来 是 相同 的 ， 它 们 谱 密 度 函 数 估计 显示 出 高 频 部 分 的 差异 ， 这 与 理论 
上 的 谱 密度 函数 是 一 致 的 


其 中 B 是 向 后 平移 算 子 (例如 ，(1 一 B)X,==X, 一 X,-1); —1/2<6<1/2; 并 且 
(1 一 B)* 解 释 为 


oo 


6 
(1 一 B) = DD 


k=0 


所 以 


= ò 
D (O DX = e 
k=0 k. 
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其 中 


(°)= a = ré+ 1) 
RP kik)! TRE DEO kD 


(Beran, 1994, 2.5 节 )， 对 分 形 差 分 过 程 的 谱 密度 函数 由 
8) = fone -i<f<y (284a) 

给 出 ， 对 于 小 的 /， 我 们 近似 地 有 Sx(f)c | f1 *”， 所 以 当 一 1 二 一 26 二 0( 即 
0 二 6 二 1/2) 时 ， 分 形 差分 过 程 是 平稳 长 记忆 过 程 ， 我 们 使 用 短 记号 “FD(6)” 表 示 
带 有 参数 的 分 形 差分 过 程 。 当 5 二 0 的 时 候 ， 我 们 有 时 候 称 6 为 分 形 差分 过 程 的 
“长 记忆 参数 ”. 

图 282 中 最 下 面 一 行 展示 了 四 个 分 形 差分 过 程 (6 二 0.05，0.25，0.40， 
0. 45) 的 谱 密 度 函 数 . 从 式 (284a) 可 以 看 到 ， 谱 密度 函数 的 对 数 与 |sin(xf) | 的 对 
数 是 线性 相关 的 ， 事 实 上 ， 因 为 对 于 小 的 f，sin(xr) 守 xff， 在 许多 频率 的 倍 频 
程 上 频率 f 的 对 数 也 是 近似 线性 相关 的 .图 282 表明 : 当 FOOL, RHA 
关系 就 破坏 了 ， 但 是 对 于 FE (0，0.1]， 双 近 是 非常 好 的 . 因 之 ， 这 个 模型 与 
1/ /型 过 程 的 框架 相 吻 合 ， 参 数 8 二 0.05 和 6 二 0.45 的 分 形 差 分 过 程 的 仿真 序列 
在 图 283 中 的 第 三 和 最 后 一 幅 图 中 绘制 出 来 . 


当 3=0 的 时 候 ， 分 形 差分 过 程 变 成 了 白 噪声 过 程 ， 当 一 去 3<0 的 时 候 ， 分 
形 差分 过 程 低频 部 分 的 能 量 是 不 足 的 ， 因 为 有 Sx (0) 一 0， 当 3< 一 去 的 时 候 ， 我 们 


还 能 用 式 (284a) 定 义 平稳 过 程 ， 并 且 当 3 之 也 的 时 候 ， 我 们 可 以 定义 非 平稳 长 记忆 
过 程 (对 于 后 者 ， 参 见 7.7 节 )， 通 过 这 种 扩展 ， 我 们 可 以 说 分 形 差分 过 程 的 参数 0 
在 整个 实数 轴 上 ， 当 < 元 的 时 候 保持 平稳 性 质 ， 当 6 >0 的 时 候 保持 长 记忆 性 质 . 

因为 分 形 差分 过 程 是 由 两 个 参数 Mo 完全 确定 的 ， 并 且 因 为 o 不 决定 谱 
密度 函数 的 水 平和 它 的 形状 ， 我 们 把 具有 上 面 谱 密度 函数 的 过 程 称 为 FDO) à 
程 ， 对 于 参数 6 不 是 整数 的 任 一 平稳 FD(6) 过 程 的 自 协 方差 序列 由 


oe, =F sina PC — DPED) Dae 
. rpCr 十 1 一 9) 
给 出 ， 置 *=0， 得 到 了 过 程 的 方差 sxo 三 var{ X}, 此 时 上 式 简 化 为 
mee 4 or? (284c) 


sxo FRO- 
这 个 式 子 对 所 有 的 平稳 ( 即 当 6< 去 ) 分 形 差分 过 程 都 成 立 ， 一 旦 sx 确定 ， 自 协 


Sx. 一 3SX, 一 1 Pe 


(上 式 对 所 有 的 十 成 立 ， 自 协 方差 序列 向 负 的 延伸 可 以 根据 sx.-. = x. HB 
这 个 式 子 对 任意 实 值 平稳 过 程 都 是 成 立 的 )， 
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分 形 高 斯 噪声 、 完 全 寡 规 律 和 分 形 差分 过 程 都 同样 依赖 于 两 个 参数 ， 其 中 一 
个 控制 当 广 ~0 的 时 候 通 近 的 寡 指 数 ;， 另 一 个 参数 是 过 程 的 方差 (或 等 价 地 谱 密 度 
函数 的 水 平 ). 这 些 参 数 的 适当 选择 产生 了 分 形 高 斯 噪声 、 完 全 宕 规律 过 程 和 分 
形 差分 过 程 ， 对 于 较 小 的 f 它们 的 谱 密 度 肾 数 事 实 上 是 不 可 区 分 的 .尽管 有 这 些 
相似 性 ， 分 形 差 分 过 程 有 若干 优点 : 

[1 对 于 分 形 差 分 过 程 的 谱 密度 函数 和 自 协 方差 序列 都 容易 计算 . 

[2] 有 一 个 分 形 差分 过 程 的 自然 扩展 包括 具有 平稳 向 后 差分 的 非 平 稳 过 程 ( 参 
见 7.7 节 ). 

[3j 一 个 分 形 差分 过 程 可 以 认为 是 自 回归 、 分 形 整合 、 移 动 平均 (ARFIMA) 
过 程 的 特例 ， 这 个 模型 具有 更 多 的 参数 ， 从 而 模型 具有 更 大 的 自由 ， 人 允许 时 间 序 
列 的 高 频 部 分 具有 更 多 的 内 容 . 

分 形 差分 过 程 的 性 质 和 它们 的 扩展 的 充分 讨论 可 以 参见 Granger and Joyeux 
(1980) 及 Hosking(1981) 的 研究 文章 和 Beran(1994) 的 书 . 

K 286 中 总 结 了 分 形 高 斯 噪声 、 完 全 寡 规 律 过 程 和 分 形 差 分 过 程 的 参数 范 
围 ， 上 述 过 程 的 形式 为 :(a) 平 稳 长 记忆 过 程 ，(b) 白 噪声 过 程 ，(c) 平 稳 过 程 (但 
不 是 长 记忆 的 )，(d) 非 平稳 长 记忆 过 程 。 自 相似 (Hurst) 系 数 H, Mi a 和 
分 形 差分 参数 $ 的 关系 在 图 286 中 说 明 ， 其 中 为 了 区 分 离散 分 形 布朗 运动 中 和 分 
形 高 斯 品 声 中 的 两 个 参数 五 ， 以 后 我 们 用 Hs 表示 前 者 ， 用 H: 表示 后 者 它们 
之 间 的 关系 通过 式 (279a) 得 到 ， 这 个 式 子 让 我 们 将 HAS 与 a 联系 起 来 . 

7.6 节 的 评论 与 扩展 

[1] 分 形 高 斯 噪声 {X,} 可 以 通过 连续 参数 的 随机 过 程 ， 著 名 的 分 形 布 朗 运 动 
(But): 0 过 1 二 oo}) 的 抽样 和 差分 得 到 ， 注 意 X, 中 的 “1” 只 是 无 单位 的 指标 ， 表 
RIX WERTH: 而 Bn (1) 中 的 “1” 是 具有 物理 意义 的 单位 (例如 秒 、 年 等 
等 )， 所 以 ， 当 我 们 创建 了 抽样 过 程 B, 夺 Bn(t)， 并 且 做 差分 取 形 式 X, 王 B,:, 一 
B, 后 ，{B,} 和 {XX,} 的 抽样 间隔 At 都 等 于 单位 长 度 ， 所 以 At 的 单位 就 同 Bn a) P 
对 “1” 一 样 的 单位 (例如 ， 当 Bn (中 的 单位 是 秒 的 时 候 A t= 1s). 

「2] 应 当 注 意 ， 我 们 这 里 定义 的 平稳 完全 赛 规律 过 程 是 离散 参数 过 程 {X,: 
;一 …， 一 1，0，1，…}， 这 就 部 分 地 意味 着 它们 的 谱 密 度 函 数 定义 在 | SIS 
1/2 上 (在 我 们 的 假设 下 抽样 步 长 At 上 是 单位 长 度 ， 所 以 奈奈 斯 特 频 率 是 1/2). 
连续 参数 的 完全 赛 规 律 过 程 {X(i) : 一 co 一 ! 一 co)} 在 文献 上 更 经 常 提 到 ， 并 且 这 
些 过 程 的 谱 密度 函数 定义 在 整个 实数 轴 上 .这 些 过 程 应 该 小 心地 处 理 ， 例 如 ， 注 
意 到 ， 对 于 一 1 二 a 二 0， 因 为 随 着 | flo, | fl 缓慢 地 衰减 趋 于 堆 ， 我 
们 有 

[ftaf= ~. 
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表 286 
过 程 非 平稳 、 长 记忆 平稳 、 长 记忆 白 噪声 平稳 、 非 长 记忆 


FGN - +<H<1 H=} 0<H<+ 
PPL ic ~1<¢<0 am] a>0 
FD a>- 0<a<t 8=0 <o 


注 : 每 个 命名 了 的 随机 过 程 的 参数 范围 ， 这 些 随 机 过 程 分 别 是 (a) 非 平稳 长 记忆 ，(b) 平 稳 长 记忆 ， 
(c) 白 噪声 ，(d) 平 稳 但 是 非 长 记忆 . 


0 1/2 1 0 1/2 1 
He Hpg 


286 MM Ka, PBRASM OM Hurst 系数 ADE OMT EE A R E Hie MX 
系 ， 无 色 的 、 浅 色 的 和 深 色 的 区 域 表 示 的 参数 值 分 别 对 应 着 平稳 但 不 是 长 记忆 、 平 稳 
长 记忆 过 程 和 非 平 稳 长 记忆 过 程 (高 斯 白 噪声 过 程 发 生 在 无 色 和 浅 色 区 域 的 交界 与 粗 
线 的 交叉 点 )， 仅 仅 在 这 个 图 中 ， 为 了 区 别离 散 分 形 布朗 运动 和 分 形 高 斯 噪声 中 的 参 
数 电 ， 在 前 一 种 情况 下 我 们 使 用 Hs 但 在 后 一 种 情况 下 使 用 Hc. E, aHa 的 范围 
是 整个 实数 轴 ， 但 是 对 于 离散 分 形 布朗 运动 和 分 形 高 斯 噪声 ， 都 有 0 二 万 一 1 


因为 这 个 原因 ， 为 了 获得 相应 于 一 些 连续 参数 的 平稳 过 程 的 谱 密度 函数 ， 我 们 有 
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必要 引 人 类 似 高 频 截 止 点 的 概念 ， 从 而 ， 假 设 我 们 定义 了 一 个 有 限 带 宽 的 完全 告 
规律 过 程 (X(t))， 它 的 谱 密 度 函 数 为 

soupy = {ltt lf l<fa 

0 其 他 ， 

其 中 0 一 上 一 ce 是 高 频 截 止 点 ， 现 在 ， 如 果 定 义 X,=X(t)， 重 要 的 是 我 们 必须 意 
识 到 除非 f. 一 万 ， 否 则 不 会 得 到 一 个 离散 参数 的 完全 筹 规律 过 程 ， 根 据 阶梯 效 
应 ， 对 于 {X,} 和 {X(t)} 的 谱 密 度 函数 事实 上 通过 下 面 的 式 子 联系 在 一 起 : 

r= D SoH), IfI<$ 
这 一 点 在 很 多 文献 上 被 忽视 了 (参见 下 一 节 的 评论 与 扩展 的 第 [1] 条 ) 


7.7 FEFK 1/f 型 过 程 


正如 7.4 节 中 提 到 的 ， 积 分 为 非 负 有 限 数 的 任何 非 负 偶 函 数 Sx(*) 都 可 以 作 
为 某 个 平稳 实 值 过 程 的 谱 密度 函数 .平稳 长 记忆 过 程 的 谱 密度 郴 数 Sx(*) 使 得 ， 
当 f 一 0 RT, Sy( foo; 而 这 个 函数 在 f= 二 0 是 奇异 的 ， 但 是 当 一 1 二 a 二 0 时 ， 
由 于 谱 密度 函数 的 低频 部 分 具有 Sx(f)cc | 三 | "形式 ， 所 以 这 个 函数 是 可 积 上 天 
数 ， 我 们 可 以 定义 一 类 有 趣 的 非 平稳 过 程 ， 它 们 有 积分 为 无 限 值 的 明确 定义 的 谱 
密度 函数 . 

假设 {X,} 是 一 个 随机 过 程 ， 它 的 n 阶 癌 后 差分 


i ()- D'X a 
k=0 


是 谱 密度 函数 为 Sy(*) 、 均 值 为 py 的 平稳 过 程 . 这 里 d 是 非 负 整数 ， 这 与 分 形 
差分 过 程 中 的 6 是 不 一 样 的 .与 前 面 一 样 ，B 是 向 后 平移 算 子 ，BX, 一 X,-,， 所 
WBX,=X,-.. AUMRNA 


X,， d = 0; 
ated d=1; 


> Clad 2X + X,-2> d = 2; 
等 ， 如 果 {X,) 本身 是 谱 密 度 函 数 为 Sx(*) 的 平稳 过 程 ， 则 由 式 (268b) 得 到 的 引 
证 告诉 我 们 Sx(*) 和 Sy(*) 通 过 SV (J =Sx (PD (NRA, HPD (了) 三 
4sin2(r 户 是 一 阶 向 后 差分 滤波 器 的 平方 增益 函数 ; 如 果 {X,} 是 不 平稳 的 ， 那 么 
Sx(*) 通 过 下 式 定 义 : 
(Yaglom, 1958). 注意 如 果 d=0, MAX, Crt tice a 


(X,} 和 {(Y,} 是 相等 的 . HY ERAS A >0 M- > Legr<t 7 的 分 形 差 分 
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ER, BAW ETE MR A 284a) Hi dig TR R EP. AA X) i 
密度 函数 是 


Sx(f) = i 
[dsin: (xf) < 


当 d>0 时 ， 我 们 可 以 认为 上 式 是 具有 长 记忆 参数 6 三 d 十 6” 非 平稳 分 形 差分 过 程 
的 谱 密度 函数 ， 

让 我 们 考虑 几 个 具有 不 同 阶 数 平稳 问 后 差分 的 非 平稳 过 程 的 例子 ， 我 们 的 第 
一 个 例子 是 以 下 述 方式 定义 的 随机 游 走 过 程 . 令 {e'} 是 均值 为 零 、 方 差 为 ee WA 
噪声 过 程 ， 它 的 自 协 方差 序列 为 由 式 (268d) 给 出 注意 因为 {e,} 是 高 斯 型 的 和 不 
相关 的 ， 它 还 是 一 个 独立 同 分 布 序列 ， 利 用 {s} ， 能 够 定义 在 一 ce 过 上 过 cc 上 的 随 
机 游 走 过 程 {X,} 如 下 : 


> be t>1, 
u= l 
X, = <0, t = 0， (288a) 


a DE tS% l. 


练习 [288a] ”证明 ，(a){X,} 是 非 平稳 过 程 ，(b){X.,) 的 一 阶 向 后 差分 是 均值 
为 零 的 平稳 过 程 ;(c){X.} 的 谱 密度 函数 的 低频 部 分 近似 于 寡 规 律 过 程 ， 也 就 是 
说 当 了 靠近 零 的 时 候 ，Sx( Noe | / 1"， 其 中 ， 震 规律 指数 a 的 确定 也 是 这 个 练 
习 的 一 部 分 . < 
注意 当 ?过 0 时 ， 随 机 游 走 过 程 和 参数 H= -E H B AE A BIZ Zh E — EN. 


上 式 的 一 个 变形 是 令 {e,} 具 有 某 个 非 零 均值 x. ， 此 时 它 的 一 阶 向 后 差分 是 均值 不 
为 零 的 平稳 过 程 ， 而 二 阶 向 后 差分 是 均值 为 零 的 平稳 过 程 ( 参 见 练习 7.6). 
图 289 中 第 一 列 上 面 两 个 图 分 别 是 随机 游 走 和 修改 后 的 随机 游 走 的 实现 的 例子 . 

为 形成 式 (288a) 的 随机 游 走 {X,)， 对 零 均值 的 过 程 {e'} 累积 求 和 . 假设 对 随 
机 游 走 的 累积 求 和 生成 了 一 个 随机 跑 动 过 程 : 


X, = 0, t=—1,—2, (288b) 


练习 57. 7] 证 明了 上 面 定 义 的 过 程 是 非 平稳 过 程 ， 这 个 过 程 的 一 阶 和 二 阶 向 后 差 
分 分 别 是 随机 游 走 过 程 和 均值 为 零 的 平稳 过 程 ， 图 289 中 第 一 列 中 第 三 个 图 就 是 
随机 跑 动 过 程 的 一 个 实现 的 例子 . 

作为 最 后 一 个 例子 ,假设 {1U,} 是 均值 为 零 、 谱 密度 函数 为 Su(*) 的 平稳 过 
程 ， 构 造 X =a 十 at 十 U,， 其 中 ao a, £0 为 实 值 常数 ; 即 {X,}) 是 线性 趋向 和 
平稳 过 程 的 和 . 

练习 [288b] 证 明 ，(a){X,} 是 非 平稳 过 程 ; (b){X,} 的 一 阶 向 后 差分 是 均 
(ich a, 的 平稳 过 程 ;(c) {X,} 的 二 阶 向 后 差分 是 均值 为 零 的 平稳 过 程 . 4 
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(b) 


(d) 


图 289 ”具有 各 阶 (第 一 列 ) 平 稳 向 后 差分 的 非 平稳 过 程 {X,} 的 仿真 实现 与 它们 的 一 阶 向 后 差分 
{1(1 一 B)X,}( 第 二 列 ) 和 二 阶 向 后 差分 和 {(1 一 B):X,}( 最 后 一 列 )， 从 上 到 下 ， 过 程 分 别 
是 (a) 随 机 游 走 ; (b) 修 改 的 随机 游 走 ， 通 过 具有 均值 yx = 一 0.2 的 白 高 斯 噪声 序列 获 
得 ; (c) 人 随机 跑 动 ;(d) 通 过 将 线 一 0.05+t 和 具有 参数 8=0. 45 的 平稳 分 形 差分 过 程 的 
仿真 求 和 形成 的 过 程 


利用 归纳 法 ， 上 面 的 练习 可 以 很 容易 地 推广 ， 如 果 


X, = dja et’? tU., 
其 中 ，ap 天 0( 即 {X,)} 是 己 次 多 项 式 和 一 个 平稳 过 程 的 和 )， 则 {X,} 的 己 阶 向 后 差 
分 是 一 个 均值 非 零 的 平稳 过 程 ， 而 P 十 1 阶 向 后 差分 是 一 个 零 均值 的 平稳 过 程 
(这 是 练习 7.8)， 图 289 中 第 一 列 最 下 面 一 个 图 给 出 了 定义 为 ,二 ao 十 art 十 U, 
的 过 程 的 实现 ， 其 中 {U,) 是 参数 8 二 0. 45 的 平稳 分 形 差分 过 程 . 


7.7 节 的 评论 与 扩展 
[1] 正 如 上 一 节 的 评论 与 扩展 中 第 [2] 条 中 所 说 的 那样 ， 这 里 我 们 强调 的 是 离 


散 参数 的 1/f 型 过 程 {X,} 而 不 是 连续 参数 的 过 程 {X(t)}。 后 者 的 一 个 例子 是 分 
形 布朗 运动 {Bn (1)}， 它 的 谱 密 度 函 数 由 式 (280a) 给 出 ， 注 意 这 个 谱 密度 函数 具 
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有 完全 徊 规律 的 形式 ， 所 以 具有 参数 一 3 二 a 二 一 1 的 非 平 稳 的 完全 寡 规 律 过 程 可 
以 认为 是 五 = 一 (ae 十 1)72 的 分 形 布朗 运动 。 如果 我 们 对 分 形 布朗 运动 抽样 获得 
了 离散 分 形 布朗 运动 ， 所 得 到 的 过 程 具有 由 式 (280b) 给 出 的 谱 密 度 隙 数 ; 按照 阶 
梯 效 应 ， 这 不 是 离散 参数 的 完全 寡 规 律 过 程 的 谱 密度 函 数 ， 这 个 简单 的 事实 说 明 
离散 分 形 布朗 运动 的 谱 密度 函数 对 应 着 一 个 完全 大 规 律 过 程 ， 但 是 这 个 事实 却 党 
常 被 很 多 文献 忽略 . 


7.8 平稳 随机 过 程 的 仿真 


假设 有 一 个 用 它 的 谱 密度 函数 Sx(*) 或 自 协 方差 序列 {sx..} 描 述 的 二 阶 零 均值 

特征 的 高 斯 平稳 过 程 {X,}， 并 且 我 们 希望 创建 一 个 时 间 序 列 ， 使 得 它 是 这 个 过 程 的 
一 个 实现 ， 如 果 我 们 能 在 计算 机 上 生成 一 列 伪 随 机 数 ， 使 得 能 够 认为 是 标准 高 斯 随 

机 变量 的 独立 实现 ， 我 们 就 可 以 使 用 本 节 中 描述 两 种 方法 中 的 一 种 实现 这 个 目的 . 
第 一 种 方法 基于 自 协 方差 序列 ， 并 且 是 一 种 “精确 ”的 方法 ， 但 是 这 种 方法 不 是 通用 
的 方法 (对 某 些 过 程 ， 这 种 方法 实现 不 了 ); 第 二 种 方法 基于 谱 密 度 了 消 数 ， 这 是 一 种 
站 近 方 法 ， 但 是 让 我 们 感 兴 趣 的 是 ， 对 于 大 部 分 情况 ， 允 近 都 是 十 分 精确 的 . 

我 们 将 “精确 ”的 方法 称 为 Davies-Harte 方法 (DHM)， 因 为 它 是 1987 年 
Davies 和 Harte 在 一 个 统计 文献 上 提出 的 (Davies and Harte，1987); 然而 ， 事 
:上 ， 这 个 方法 在 他 们 提出 以 前 就 已 被 熟知 (参见 1994 Æ Johson 的 讨论 和 参考 
文献 )， Wood and Chan(1994) 研 究 了 Davies-Harte 方法 ， 并 且 认 为 这 个 算法 在 
某 种 意义 上 来 说 是 “精确 ”的 (他 们 的 核心 论据 参见 练习 7. 10 的 注解 )， 方 法 假设 
{X,}) 的 自 协 方差 序列 很 容易 得 到 (例如 ， 对 分 形 高 斯 噪声 和 分 形 差分 过 程 也 是正 
确 的 ; lead he 这 一 点 对 完全 寡 规 律 过 程 是 不 正确 的 )， 为 了 从 
这 个 过 程 仿真 X, Xo o XA 1 的 实现 ， 我们 必须 采取 下 面 的 步 又 : 

[1] 令 M=2N, 并 且 计 算 实 值 序列 


= (De Ds etry, 


r= Me 


其 中 fi=k/M, k=0, 1, oe, T. EE Sy 能 够 从 下 面 长 为 M 的 序列 的 离散 全 
里 叶 变换 得 到 
SX.0 95x,1.9°°* Sx, Moy 9 Sx, 9 Sx, Y-i 9 Sx, F298" 9 SK 


(参见 式 (36g) ). 如 果 想 要 的 样本 尺寸 是 2 MF, 则 这 个 离散 储 里 叶 变 换 可 以 通 
过 快速 传 里 叶 变 换算 法 (FFT) 快 速 计算 (如 果 我 们 愿意 ， 当 N=57 的 时 候 ， 我 们 
可 以 仿真 一 个 长 度 为 64 的 序列 ， 然 后 丢掉 前 面 或 后 面 七 个 数 ). 


[2] 对 于 所 有 的 k&， 验 证 St 三 0，Gneiting(2000) 证 明了 ， 参 数 H wet< 


有 一 1 的 分 形 高 斯 噪声 总 是 满足 这 个 条 件 ; 它 的 证 明 对 参数 为 0<<6<< 斑 的 分 形 关 


分 过 程 也 成 立 ; 对 其 他 的 过 程 ， 这 个 非 负 性 条 件 也 许 并 不 满足 ， 此 时 ， 不 能 用 这 
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[3] 令 Z ，…，Zw-: 是 零 均 值 、 单 位 方差 的 一 列 (M 个 ) 独 立 同 分 布 的 高 斯 随 
机 变量 .计算 复 值 序列 


Pa Ms k = 0; 

AR HZ AS., l<k< a 
saa | NSy , a= 2, 

Phew M <k<M-I 


(这 里 ，* RAR MIE.) 
[4j 最 后 ， 用 离散 侍 里 叶 北 变换 计算 实 值 序列 


Y, = D Y (fr) fi 9 t = O,--,M—1, (291) 


那么 ， Yo; = » Yn- 1 就 是 Xo apne XN ,的 仿真 . 

Hosking(1984) 描 述 了 另外 - 一 种 仿真 分 形 差 分 过 程 和 其 他 高 斯 平稳 过 程 的 精 
确 方法 . 这 种 方法 也 假设 自 协 方 差 序列 很 容易 得 到 ， 并 且 有 对 所 有 的 高 斯 平稳 过 
程 都 可 使 用 的 优点 ， 但 是 这 种 算法 的 复杂 度 是 OCN?)( 作 为 比较 ， 对 于 Davies- 
Harte 方法 中 执行 快速 傅 里 叶 变 换 的 复杂 度 为 O(Nlog:(N)))， 因 此 计算 速度 很 
慢 ， 即 使 是 对 N=1 024 这 样 大 小 的 样本 容量 . 

当 非 负 性 条 件 [2] 不 满足 ， 或 者 谱 密度 函数 容易 但 是 自 协 方差 序列 无 法 得 到 的 
时 候 ， 我 们 可 以 使 用 基于 离散 健 里 叶 变 换 的 近似 仿真 算法 ， 仿 真 平稳 高 斯 过 程 ( 参 
W, Percival，1992， 详 见 其 中 参考 文献 )， 我 们 称 它 为 高 斯 频谱 合成 方法 (GSSM). 
假设 谱 密 度 函 数 Sx(*) 给 定 ， 并 且 在 整个 频率 域 上 都 是 有 限 值 ， 为 了 生成 序列 ， 令 
M 是 正 偶 数 ， 从 高 斯 白 噪声 (独立 同 分 布 ) 序 列 {Z,。，…，Zw-1) 构 造 


Z, VMSx C0), k = 0; 
(Zami +iZa h ASG) 1L, 
Zefa) = 一 一 一 一 
ZuiMss(3), k= 
* M 
Z* (fua), o<k<M—!1 
最 后 ， 利用 离散 传 里 时 逆 变 换算 法 ， 计算 
y, =h), 2Z(f de’, t= 0, M1. 


4 M 比较 大 且 样 本 容量 N&M iif, 这 种 逼近 频率 域 的 方法 给 出 了 十 分 精确 的 仿 
真 (Percival，1992)， 置 M= 4N 是 一 种 很 好 的 选择 ，Xo，…， X, 的 仿真 由 
Yo, mane. Yn- A i. 

为 了 使 用 高 斯 频谱 合成 方法 从 平稳 长 记忆 过 程 仿真 一 个 序列 ， 我 们 面临 一 个 
问题 ， 因 为 谱 密度 函数 在 f=0 点 是 无 限 的 .我 们 能 够 对 此 进行 调整 ， 重 新 定义 
Zf) A 

M? (_ = E sin ([2N —1}xfs)))!" 


1 
Zl smi. ae ME Sx Cfa) sin(x fa) 
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这 个 式 子 假设 自 协 方差 序列 也 是 可 以 知道 的 .如 果 自 协 方差 序列 不 知道 ， 则 上 式 
HA OPA SEE FOR AUT Cl GL IR 


? sin([2N 一 ljxf) 
£ 2 = 下 sin(xf) Sx( Pdf» 


而 这 个 等 式 右 端 可 以 用 数值 积分 计算 (关于 高 斯 频谱 合成 算法 的 细节 ， 参见 
Percival 等 ，2000a). 
7. 8 节 的 评论 与 扩展 

[1]d 阶 平稳 向 后 差分 过 程 可 以 很 容易 地 通过 对 潜在 的 平稳 过 程 的 累积 求 和 来 
仿真 例如， 如 果 {X,} 是 非 平稳 过 程 ， 它 的 一 阶 问 后 差分 过 程 Y, 寺 X, 一 X,- 是 平 
ah), RTA DHA ARS ARMY. eo, Xx GK, Aik, RR 


0, t = U. 
类 似 地 ， 如 果 {X,} 是 非 平稳 的 ， 而 它 的 二 阶 向 后 差分 过 程 Y, 寺 XX, 一 2X,-1 十 
X, ;是 平稳 的 ， 我 们 可 以 首先 仿真 Y!，…，Yw-!，;， 然 后 构造 中 间 序 列 


U, = SY. t=1,,N—-1, 
最 后 形成 


7.9 平稳 自 回归 过 程 的 仿真 


在 上 一 节 中 ， 我 们 考虑 了 两 种 根据 它 的 谱 密度 遇 数 或 自 协 方差 序列 ， 仿 真 高 
斯 平稳 过 程 的 两 种 方法 . 这些 方法 涉及 到 频率 域 中 的 技术 ， 一 种 是 精确 算法 ， 另 
一 种 是 通 近 算法 . 对 一 些 平稳 过 程 的 类 ， 我 们 可 以 使 用 精确 时 间 域 技术 有 效 地 生 
成 仿真 序列 ， 这 里 我 们 给 出 一 种 利用 时 间 域 方法 仿真 高 斯 平稳 AR(p) 过 程 ( 详 情 
参见 Kay，1981). 

假设 {X} 是 式 (268e) 所 描述 的 平稳 ARD. $ Z，…，Zv-: 是 一 列 CN 
个 ) 独 立 同 分 布 具 有 零 均值 和 单位 方差 的 高 斯 随机 变量 .为 了 生成 XD, Mis os 
Xv-1 的 实现， 我 们 首先 计算 p—1 个 序列 (1.,: n=l, =, p—1}, (多 -2 n= 


ls =, p—2}, es {hs n=l, 2} 和 {办 ,1}， 对 于 k=p，p 一 1，*……,2， 第 一 步 计 算 
bein 下 ee， lxnxk—-l. 


2 
2 Ok aN 
= ———, k= p, ,p—l,'™,l. 
+t ET F PoP 
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第 三 步 ， 生成 Xos Xi» B. ,1: 


Xo 一 Oo Zo 
X = $i Xo +o: Z: 
X,= $21 XI + $2,2 Xo + 0222 


X pi = RD FE +hpi2X ps $e + Ppp 1 Xo ed IET 


最 后 ， 计 算 剩 下 的 N 一 p TR, 


Pp 
X, = 》 bpaX in FOZ t= ps N. 
nel 


上 面 简要 列举 的 Xi ，…，X,- 的 生成 提供 了 平稳 过 程 的 初始 值 ， 其 余数 据 
的 生成 是 通过 式 (268e) 中 的 AR(p) 过 程 的 定义 实现 的 . 


7.10 练习 


[7.1] 


[7:2] 


[7.3] 


[7.4] 


[7.5] 
[7.6] 


假设 X 是 自由 度 为 了 的 X 随机 变量 ; 即 它 具 有 式 (263b) 中 的 概率 分 布 函 
数 ， 利 用 式 (258b) 确 定 Y=log(X) 的 概率 分 布 函数 fy(* p. BH y= 
10, 12, 16 时 fy(y; PEF >(0<y 委 4) 的 函数 图 像 ， 验 证 图 276 中 细 
线 绘 出 的 图 是 正确 的 . 
这 里 我 们 考虑 协 方差 的 一 些 基本 性 质 : 
(a) 如 果 处 是 随机 变量 且 c 是 常数 ， 则 cov{X，c} 一 0. 
(b) 证 明 ， | cov{X，Y) | *<var{X}var{Y}. 
() 假设 和 Y 都 是 随机 变量 ， 至少 有 一 个 的 均值 为 零 ， 证 明 : 
cov{X, Y}=E{XY}. 
(d) 给 定 两 个 随机 变量 的 有 限 集合 {X,} 和 {Y,) 及 两 个 相应 的 常数 的 集合 
(a; Mb), EA 
cov{ DaiX;+ | 一 5 2 a bicovi Xs}. 
PZ, Zag e, Z, 是 独立 同 分 布 零 均值 和 单位 方差 的 高 斯 随机 变量 ， 证 


H: KSLA Zit + Zt 具有 由 式 (263b) 给 出 的 概率 分 布 函数 . 
AXo «+, Xv. EBA AD EPI sx, 的 平稳 过 程 的 一 部 分 ， 令 


= 各 X, 是 样本 均值 ， 证 明 
| N-I | | 
var{X} = Ng, (t7 N Jsx.e- (293) 


基于 7.5 节 给 出 的 周期 图 的 分 布 结果 ， 验 证 式 (270c). 
Ae ER RAE. W Ele} =u BERAHM NEF 


程 构造 式 (288a) 描 述 的 随机 游 走 过 程 {X,}。 证 明 : 
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LAT] 


[7.8] 


[7.9] 


#7 # 


(a){X,} 的 一 阶 向 后 差分 是 具有 非 零 均值 的 平稳 过 程 ; 

(b){ a daa ee a 

ee 

(a){X,} 是 非 平 稳 过 程 ; 

(b){X seh 阶 向 后 差分 是 均值 为 零 的 平稳 过 程 ; 

(c){X,}) 的 一 阶 向 后 差分 是 随机 游 走 过 程 ( 式 (288a)); 

(d)!X,) 的 谱 密度 郴 数 的 低频 部 分 近似 是 一 个 攻 规 律 过 程 ， 其 中 宪 规 律 指 
数 a 的 确定 也 是 这 个 练习 的 一 部 分 . 

(LU 是 零 均 值 和 谱 密 度 函 数 为 SU OM FR. WEAR: 如 果 


P 
x. = Dart? + Urs 


其 中 ap 天 0， 那 么 {X,} 的 忆 阶 向 后 差分 是 均值 非 零 的 平稳 过 程 ， 而 {X,) 
eee ae e 

利用 随机 数 生成 器 仿真 不 相关 的 ， 具 有 有 零 均 值 、 单 位 方差 的 高 斯 ( 正 态 ) 
分 布 的 128 个 数据 组 成 的 Z,， 组 成 一 个 时 间 序 列 {Z,: 1 二 0，…，127)} 
(这 个 时 间 序 列 可 以 看 作 是 长 度 为 128 的 高 斯 白 噪 声 过 程 的 实现 )， 计 算 
2Z,} 的 单位 尺度 的 D(4) 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 小 波 系数 W,， 然 后 计算 
并 且 绘 出 W, 的 旋转 累积 方差 序列 (参见 式 (189))， 生 成 很 多 个 的 类 似 的 
白 高 斯 序列 ; 对 于 每 个 序列 计算 它们 的 旋转 累积 方差 序列 ， 并 且 绘 出 这 
些 旋转 累积 方差 序列 的 平均 值 关 于 :二 0，…,127 的 图 像 ， 如 果 你 重复 这 
个 过 程 至 无 限 多 ， 那 么 绘 出 的 旋转 累积 方差 序列 平均 值 的 图 像 会 收敛 到 
什么 程度 呢 ? 


[7.10] 证 明 ， 式 (291) 的 过 程 {Y,} 是 零 均 值 高 斯 平稳 过 程 ， 它 的 自 协 方差 下 标 


r=0, «+, N-1 的 项 用 SX,0? SX1» ”9 sx,n-1 给 出 (我 们 能 够 由 这 个 结 
果 得 知 随机 变量 Y。，…，Yw-1 与 随机 变量 Xos s Xn RA EPE RI 
计 性 质 ). 


[7.11] 根据 7.9 节 中 定义 的 变量 ，AR(p) 过 程 的 方差 是 多 少 ? 


第 8 if 
小 波 方差 


8.0 引言 


就 像 第 4 章 和 第 5 章 所 讲 的 ， 离 散 小 波 变 换 和 它 的 方差 、 极 大 重 释 离散 小 波 
变换 的 一 个 重要 用 途 就 是 在 尺度 对 尺度 的 基础 上 分 解 时 间 序 列 的 样本 方差 。 在 本 
章 ， 通 过 定义 一 个 理论 上 非常 著名 的 小 波 方差 (有 时 称 为 小 波谱 )， 更 深 一 步 探 究 
基于 小 波 的 方差 分 析 (ANOVAJ)， 基于 离散 小 波 变 换 或 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 ， 
这 个 理论 上 的 方差 很 容易 估计 ， 且 已 经 成 功 地 用 于 很 多 应 用 上 ; 例如 ， 参 见 
Gamage(1990), Bradshaw and Spies (1992), Flandrin (1992), Gao and Li 
(1993), Hudgins 等 (1993), Kumar and Foufoula-Georgiou (1993, 1997), 
Tewfik (1993), Wornell(1993), Scargle(1997), Torrence and Compo(1998) 
和 Carmona $ (1998). 小 波 方差 的 定义 和 考虑 其 合理 性 将 在 8.1 节 给 出 ， 随 后 
在 8. 2 节 讨 论 它 的 基本 特征 ， 在 8. 3 节 考 虑 通过 给 定 一 个 具有 平稳 向 后 差分 的 随 
机 过 程 的 长 为 N 的 一 个 部 分 时 间 序 列 ， 如 何 估计 小 波 方差 . 我 们 研究 小 波 方差 
估计 量 的 大 样本 统计 特征 ， 并 讨论 基于 估计 小 波 方差 上 为 真正 的 小 波 方差 确定 一 
个 近似 置信 区 间 的 方法 (8. 4 节 ). 之 后 , 在 8.5 节 描述 小 波 方差 的 估计 如 何 转化 
为 谱 密度 函数 (SDF) 的 估计 ， 在 总 结 结论 (8. 10 节 ) 之 前 ， 我 们 考虑 原子 钟 的 频率 
平稳 性 、 子 潮汐 海平 面 涨 落 、 尼 罗 河 最 低 水 位 和 海洋 垂直 切 变 ， 小 波 方差 会 告诉 
我 们 这 四 个 时 间 序 列 的 分 析 (8.6 节 到 8. 9 节 ). 


8.1 小 波 方差 的 定义 和 理论 基础 


如 5.4 a, A {hja : [一 0，…， L; 一 1} 是 一 个 具有 尺度 rr 三 2 一 的 第 7 层 极 
大 重 又 离散 小 波 变换 的 小 波 滤波 器 ， 其 中 工 ,三 (2/ 一 1)(L 一 1) 十 1 是 滤波 器 的 宽 
AE GX AL L=L, 是 5. 2 节 描 述 的 单位 尺度 滤波 器 六 = 六 .的 宽度 )， 令 {X tee, 
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一 一 一 ~ 一 


—], 0, l, …} 表 示 一 个 离散 参数 实 值 随机 过 程 ， IFAS 
L, } 

Wy = OBR t= ey — 1,09] yee (296a) 
1 一 0 


表示 用 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 小 波 滤波 器 { 厂 滤波 1X,} 得 到 的 随机 过 程 ( 密 切 
注意 上 面 的 与 式 (196a) 定 义 的 W,,, 比 较 : 上 面包 含 滤 波 一 个 无 穷 序 列 ， 然 而 W,. 
来 自 循环 滤波 一 个 有 限 序 列 )、 如 果 它 存在 并 且 是 有 限 的 ， 尺 度 r 上 的 与 时 间 有 
关 的 小 波 方差 定义 为 环 ,, 的 方差 ， 即 


vx. (Tt) = var{W,,,}. 


在 本 章 ， 我 们 限制 在 过 程 {X,} 以 使 内 .Cnm) 存 在 ， 有 限 且 与 上 无 关 ( 在 下 一 节 中 将 
给 出 足够 的 条 件 以 使 这 些 叙 述 成 立 )， 这 些 限 制 基本 上 说 明 斥 度 t+; 上 的 {X,} 统 计 
特征 是 随时 间 不 变 的 ， 因 此 ， 可 以 通过 与 时 间 无 关 的 小 波 方差 有 效 地 概括 


vx (r;) = vari W,.,}. (296b) 


虽然 在 发 展 此 理论 过 程 中 ， 通 过 限制 以 产生 与 时 间 无 关 小 波 方差 ， 我 们 将 会 通过 
8.7 到 8. 9 节 的 例子 详细 说 明 小 波 方差 适用 于 处 理 有 着 与 时 间 有 关 的 小 波 方差 的 
一 些 过 程 . 

我 们 通常 提供 三 个 理由 来 说 明 为 什么 小 波 方差 是 有 意义 的 ， 第 一 ， 小 波 方差 
在 尺度 对 尺度 的 基础 上 分 解 一 些 随机 过 程 的 方差 ， 因 此 ， 相 当 吸 引 那些 思考 按照 
变化 控制 -系列 不 同 尺度 的 物理 现象 的 科学 家 ， 第 二 ， 小 波 方差 与 谱 密度 函数 的 
概念 紧密 联系 ， 并 且 在 这 个 函数 有 一 个 相当 简单 的 结构 下 提供 了 谱 密度 函数 的 一 
个 简单 总 结 (在 物理 学 科 中 常常 是 正确 的 )， 第 三 ， 小 波 方差 是 一 个 过 程 方差 的 有 
效 替 代 品 ， 此 过 程 有 无 穷 方差 ， 类似 地 ， 小 波 方差 的 估计 量 是 过 程 样本 方差 的 有 
效 替 代 ， 此 过 程 样本 方差 不 能 很 好 地 表现 样本 特征 ， 现 在 让 我 们 详细 考虑 每 一 个 
理由 
“方差 分 解 

假设 {Y,} 是 一 个 有 定义 在 频率 区 间 | 一 去 ,去 ] 上 的 谱 密度 函数 Sr(") 的 平稳 
过 程 ， 如 式 (267d) 所 注意 的 (为 方便 起 见 用 At 代表 单位 )， 谱 密度 函数 的 一 个 基 
本 性 质 是 


[sr Daf = of = vartY.); (2960) 
即 谱 密度 函数 通过 频率 分 解 过 程 方差 ， 对 于 小 波 方差 ， 这 个 基本 结果 类 似 于 


on 


Dhl) = oF (296d) 


j=1 


dh RA # 297 


(参见 本 节 评 论 与 扩展 第 L1j 条 )， Ate, WIR E E pe Bie LAE OT A oy, NK 
方差 关于 一 个 离散 无 关 变 量 r;， 也 就 是 知道 的 尺度 ,分解 oy (为 了 简化 我 们 的 讨 
论 ， 本 章 大 部 分 内 容 处 理 标 准 尺度 mm ， 但 是 当 处 理 实际 应 用 时 ， 我 们 必须 将 它们 
转向 物理 尺度 mAt)， 粗 略 地 说 ， 风 (rm) 相 当 于 过 程 {Y,} 的 两 次 加 权 平均 ， 第 一 次 
包含 宽度 为 nm 的 区 间 内 的 值 ， 而 第 二 次 包含 围绕 这 个 区 间 附 近 的 数据 (或 者 是 在 
哈 尔 小 波 情况 下 接近 它 ) 一 一 这 些 加 权 平 均 的 差异 越 大 ，w (zt ) 就 越 大 ， 作 为 r 
的 函数 的 几 (m) 图 显示 了 哪些 尺度 对 过 程 方差 是 重要 的 (注意 以 上 类 似 离散 小 波 
经 验 功率 谱 P, (mn)， 它 通过 尺度 分 解 样本 方差 一 一 参见 式 (62))， 

让 我 们 专门 研究 小 波 方差 的 最 简单 的 例子 ， 即 基于 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 的 


哈 尔 小 波 滤波 器 | 万， 一 去 ) 上 的 例子 。 如 8. 6 节 所 讨论 的 ， 小 波 方差 与 能 很 好 测 


试 原子 钟 性 能 的 Allan 方差 成 比例 ， 作 为 r 函数 的 Allan 方差 的 平方 根 绘 的 图 自 
从 1960s 就 常常 用 于 描绘 钟 在 不 同时 间 段 是 如 何 很 好 地 保持 时 间 ; 然而， 就 像 将 
在 8.9 节 中 看 到 的 ，Allan 方差 会 误导 解释 某 些 物理 过 程 ， 对 于 它 ， 基 于 上 三 4 的 
小 波 滤 波 器 更 合适 (参见 Percival and Guttorp, 1994). 
。 谱 密度 函数 的 有 效 替 代 

小 波 方差 还 是 很 有 意义 的 ， 因 为 它 提 供 了 一 种 调整 谱 密 度 承 数 的 方法 ， 就 像 


在 第 4 章 和 第 5 章 中 看 到 的 ， 尺 度 cy EAN ORR eS BR zm g | 上 的 频率 联 
REE. AFA WERE 直上 的 极 大 重 盔 离散 小 波 变换 小 波 系数 的 方 
差 ， 在 一 些 合理 的 条 件 下 ， 频 率 和 尺度 的 记号 之 间 紧 密 联系 意味 着 

W(x, ~ 2 ,Sr CDA (297a) 
(其 准确 联系 参见 式 (305) 一 注意 积分 前 面 的 因子 2 是 由 于 谱 密度 函数 SO 
区 间 [ 一 十 ,去 ] 上 关于 S 的 偶 函数 )， 小 波 方差 通过 每 个 信 频 程 频 带 内 仅仅 一 个 
值 总 结 谱 密度 函数 中 的 信息 ， 并 且 当 谱 密度 函数 在 每 个 倍 频 程 带 内 相对 无 特点 时 


就 特别 有 用 ， 例 如 ， 假 设 {Y,} 是 一 个 纯粹 的 寡 规 律 过 程 ; 即 它 的 谱 密 度 男 数 由 
SN | 三 | 给 出 (参见 7.6 节 )， 如 果 使 用 (297a) 中 的 逼近 ， 可 以 看 到 近似 地 
得 到 
w(t) oot. (297b) 
以 log (x, ) 为 横 坐 标的 log (yy? (x, )) PEAY ER PE ZEAE TE Hi — PR LL EY FF EEE 
3 FBR 9 Bh BE We H THEN EF (BOS 节 )， 对 于 这 个 简单 的 模 
型 ， 由 小 波 方差 给 出 的 总 结 没有 遗漏 任何 信息 . 
有 趣 的 是 ， 如 果 我 们 再 一 次 研究 哈 尔 小 波 方差 ，Blackman and Tukey(1958, 
18 节 ) 的 试验 谱 和 使 用 与 (297a) 的 这 个 小 波 方差 相同 .试验 谱 通过 Blackman 和 
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Tukey 推荐 为 一 个 谱 密度 函数 的 “简单 和 便宜 ”的 初步 估计 (参见 8.5 节 评 论 与 扩 
展 中 对 试验 谱 的 更 深 一 步 讨 论 )， 小 波 方差 基于 不 同 于 哈 尔 的 小 波 是 一 个 有 用 的 
推广 ， 因 为 对 于 一 些 过 程 ，(297a) 中 的 近似 随 着 小 波 滤 波 器 宽度 的 增加 而 改善 . 

因为 小 波 方 差 是 谱 密度 函数 的 一 个 调整 ， 小 波 方差 的 估计 比 谱 密 度 函 数 的 非 
参数 估计 更 直接 +. 假定 目前 有 一 个 长 为 N 的 时 间 序 列 ， 它 能 够 认为 是 有 未 知 均 
值 的 平稳 过 程 {Y,) 的 一 部 分  ，…，YN- 的 实现 ， 如 7.5 节 所 描述 的 ， 离 散 傅 
里 叶 变 换 产 生 Sy(*) 的 一 个 基本 估计 称 为 周期 图 ， 由 


_ AN 一 ] = l 2 
SPD = 4) D Y — De 
< 1=0 


给 出 ， 其 中 ASN, A Y= 号 Y,/N ÈY, 的 样本 均值 ， 周 期 图 满足 式 (296c) 的 
抽样 方案 ， 即 


1 LN/2J Pom l AN 一 | = 
poe SP (fi) = N2 (Y, — Y)? 
(这 里 | zx | 指 的 是 小 于 等 于 z 的 最 大 整数 ); 然而 ， 如 7. 5 节 所 讨论 的 ， 周 期 图 在 
有 用 性 上 有 限 ， 因 为 它 是 Sy(*) 的 一 个 不 一 致 估计 ， 且 因为 它 对 于 通常 统计 学 家 
认为 的 大 样本 会 严重 偏离 ( 像 图 273 演示 的 N=2 048). 我 们 必须 克服 周期 图 的 
简易 性 去 获得 一 个 有 用 的 谱 密度 函数 估计 . 

作为 对 比 , 第 5 章 中 描述 的 Y,，…，Y、-; 的 极 大 重合 离散 小 波 变 换 直 接 产 
EERE r 上 的 小 波 方差 的 一 个 有 用 估计 量 ， 即 


1 N-] 

-2 ows 

vy (rj) = reat Wi... 
av pep 


如 能 够 从 式 (171a) 和 练习 [171bj 立 即 看 到 的 ， 上 面 导致 式 (296d) 的 下 述 抽样 
方案 : 


Jo 


1 N=) _ = ] N 一 ! “2 
>) vr) + NA Vie. ~Y) = N Y: 一 Ý”. 


另外 ， 尽 管 周期 图 会 严重 偏离 ， 可 以 在 不 受 边界 条 件 影响 的 基于 WwW, READY 
it v3 (2, ) 的 一 个 无 偏 估计 量 (参见 8. 3 节 )， 对 此 陈述 的 防止 误解 的 一 个 说 明 ， 见 
下 面 评论 与 扩展 的 第 [2] 条 ， 进 而 ， 鉴 于 周期 图 是 不 一 致 的 ， 在 8. 3 节 我 们 将 为 
这 个 无 偏 估 计量 建立 一 致 性 ， 对 于 相应 的 无 特征 谱 ， 小 波 方差 是 一 个 吸引 人 的 代 
替 描述 ， 易 于 解释 和 估计 . 
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。 过 程 方差 的 有 效 代替 
平稳 过 程 {Y, } 的 一 个 基本 特征 是 它 的 方差 弛 ， 如 果 对 于 {Y,}) 过 程 均值 pr 已 
知 ， 那 么 


AN 一 1 


pa = 2 
a a 
Eo} 的 一 个 无 偏 估计 量 ， 因 为 


E{ay} = NUE, — py)*} = gt. 
=0 


3 = LNY,- Yy. (299a) 


练习 [299] 证 明 
E(a?} = o — var{Y}. (299b) 
< 


由 于 var( Y) >20, Eli VEEREMA, RI— EA 
0< Els} <o (299c) 
(这 是 极 好 结果 的 一 种 特殊 情况 ， 归 于 David, 1985). 因此 ， 一 般 来 说 ， 不 能 用 
a tahito. 如 果 随 着 r 一 co ，sy.: 习 0( 对 于 具有 一 个 谱 密 度 函 数 的 平稳 过 程 
通常 是 正确 的 )， 时 间 序 列 分 析 的 一 个 标准 结果 (Fuller，1996， 推 论 6. 1.1.1) 表 
示 ， 随 着 Noo, var{Y}—>0, HILAL, BER Noo, Elt}, Bot 
fi of 的 一 个 渐 近 无 偏 估计 . 
样本 方差 的 偏差 只 不 过 由 于 缺少 对 过 程 均值 的 了 解 ， 而 名 的 渐 近 无 偏 性 将 
提供 方便 ， 如 果 样 本 尺寸 N 足够 大 ， 一 切 会 变 得 很 好 ， 事 实 上 ， 存 在 产生 样本 
方差 如 的 平稳 过 程 ， 此 样本 方差 对 于 非常 大 样本 能 够 是 of 的 一 个 严重 偏离 估计 
有 量 ， 这 些 过 程 不 是 病态 的 ， 而 对 于 许多 通常 在 物理 科学 收集 到 的 时 间 序 列 是 非常 
合理 的 模型 : 事实 上 ， 它 们 是 7. 6 节 中 的 平稳 长 记忆 过 程 . 我 们 可 以 用 这 些 过 程 
去 支持 以 下 的 结论 (看 起 来 是 不 可 容忍 的 ): 对 于 每 一 个 样本 尺寸 N 宇 1 和 每 一 个 
e>>0， 存 在 一 个 平稳 过 程 ， 使 得 
Pier = ¢. (299d) 


总 之 ， 不 管 我 们 取 的 样本 尺寸 N 是 多 少 ， 总 有 一 个 平稳 过 程 ， 对 于 它 ， 样 本 方 
差 的 期 望 值 可 以 是 真正 过 程 方 差 的 任意 小 的 比例 .为 了 建立 这 个 结论 ， 假 定 (Y,? 
是 分 形 高 斯 噪声 (FGN)， 由 定义 ， 它 是 一 个 有 由 式 (279b) 决 定 的 自 协 方差 序列 的 
一 个 平稳 过 程 ， 即 


2 
ji =F -十 1 1 组 一 2 | cH] r1), e= ete — 1,0 od ote 


其 中 H Æ Hurst 满足 0<H<1 的 参数 . 
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t 
图 300 具有 自 相 似 参数 H=0. 9 的 分 形 高 斯 曲 声 过 程 的 实现 . 近似 样本 均值 为 0.53， 真 实 
的 均值 0 由 细 的 水 平 线 表 示 


练习 [300] 证 明 
var{Y} = Gf N22, (300) 


提示 : 使 用 归纳 法 . 
由 式 (299b) 我 们 有 
E tay} 


2 
oy 


一 1 = NM? 


对 于 二 1 和 N>1， 这 个 结论 通过 取 互 ， 使 


log(1 — e) 
H > 1+ Slog(N) 


(情形 se 三 1 直接 由 式 (299c) 得 到 ， 而 N=1 是 平凡 的 ， 因 为 此 时 zy 一 0)， 
注意 对 于 小 的 es 和 大 的 N， 任 何 使 式 (299d) 成 立 的 分 形 高 斯 噪声 有 一 个 

Hurst 参数 仅仅 小 于 1. 对 于 一 些小 的 6 二 0， 记 H=1-4, 我 们 看 到 式 (300) 变 

成 var{ 了 ) 二 3/N?， 当 {Y,} 是 一 个 白 品 声 过 程 时 ， 这 能 够 与 vartY) 二 or/N 比较 


(对 分 形 高 斯 噪声 ， 当 刀 一 六 时 这 是 真 的 )， 因 此 ， 对 于 有 一 个 H REF 1 的 分 


形 高 斯 噪声 ，var{ 了 )} 减 小 至 0 的 速度 比 对 于 无 关联 的 观测 值 的 六 慢 得 多 . 


作为 例子 ， 图 300 展示 了 一 个 来 自 jv 二 0, of =1 MH=0.9 的 分 形 高 斯 噪声 
过 程 的 长 为 N=1 000 的 时 间 序 列 的 实现 ， 这 个 时 间 序 列 的 样本 均值 是 了 二 0. 53 
(在 图 中 由 一 条 细 的 水 平 线 表 示 )， 如 果 我 们 用 知道 的 py 二 0 去 估计 过 程 方差 ， 得 
到 区 二 0. 99， 非 常 接近 真实 方差 ， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 不 假设 知道 yy 而 代替 使 
用 了 ， 我 们 得 到 弛 二 0. 71， 它 低 于 估计 的 真实 值 路 ， 且 接近 于 我 们 期 望 得 到 的 ， 
因为 E{ 弛 }) 二 0.75， 事 实 上 ， 对 于 这 个 特殊 的 分 形 高 斯 噪声 过 程 ， 我 们 需要 N= 
10" 或 更 大 的 样本 ， 以 使 逐一 E{ 绽 ) 三 0. 01， 即 为 了 使 真实 方差 的 偏差 为 1 或 小 
FR 

从 此 讨论 获得 的 信息 ， 由 于 用 样本 均值 估计 过 程 均值 的 必要 性 ， 对 于 一 些 平 


Jh RA # 301 


0 500 1 000 
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图 301 一 个 随机 过 程 的 实现 ， 它 的 一 次 向 后 差分 是 一 个 有 着 自 相 似 参数 万 =0. 1 的 分 形 高 斯 
MATH. 根据 它 的 确切 定义 ， 这 个 过 程 的 方差 要 么 对 于 所 有 的 上 是 无 穷 ， 要 么 依 
赖 于 时 间 ， 随 着 | ! | 一 = 增加 至 无 穷 


稳 过 程 ， 样 本 方差 具有 很 小 的 偏离 特性 ( 当 一 个 平稳 过 程 用 于 作为 一 个 可 观测 到 
的 时 间 序 列 的 模型 时 ，jy 难得 先 验 知道 )， 另外， 也 有 一 些 具 有 平稳 差分 的 不 平 
稳 过 程 ( 参 见 7.7 节 )， 对 于 它们 ， 样 本 方差 不 是 一 个 特别 有 用 的 统计 量 ， 因 为 一 
个 过 程 方差 不 能 定义 得 既 有 限 又 是 时 间 不 变 的 . 尽管 如 此 ， 由 这 些 过 程 实 现 有 限 
部 分 ， 能 够 像 一 些 在 物理 科学 中 可 以 观测 到 的 时 间 序 列 且 粗略 看 起 来 像 平 稳 过 程 
的 实现 (参见 图 301)! 

小 波 方差 对 平稳 过 程 来 说 (和 有 着 平稳 向 后 差分 的 过 程 ) 通 常 是 一 个 有 用 的 概 
念 ， 对 于 这 些 过 程 样本 方差 的 效用 值得 怀疑 基本 观点 是 用 在 某 一 尺度 上 通过 样 
本 方差 为 可 变性 作 全 局 观测 来 代替 可 变性 的 概念 ， 为 了 了 解 为 什么 小 波 方差 是 一 
个 比 过 程 方 差 更 容易 估计 的 量 ， 再 一 次 假设 {1Y,} 是 一 个 有 着 未 知 均值 wr 的 平稳 
过 程 ， 由 于 随机 过 程 { 殉 ,,, ) 是 通过 用 极 大 重 公 离散 小 波 变换 小 波 滤 波 器 {h;.,} 滤波 
{Y,} 得 到 的 ， 由 此 得 到 { 死 ,,,} 是 一 个 过 程 方差 是 小 波 方差 党 (mr ) 的 平稳 过 程 ( 参 见 
式 (268a) 和 (267d) 附 近 的 讨论 )， 然 而 { 殉 ,.,} 的 过 程 均值 是 已 知 的 ， 因 为 


L ,一 】 Lj! 
EW) = >) hE{Y)} = per Dy Aja = 0 
{=0 i=0 


(参见 表 202). AAW. MRA MW OCB LE E h FA ED IE RK a 
中 的 差分 格式 )， 容 易 得 到 它 的 过 程 方差 的 无 偏 估计 量 ， 即 小 波 方差 内 (nm ) 的 一 
个 无 偏 估 计量 . 
8. 1 节 的 评论 与 扩展 

[1] 这 里 ， 我 们 证 明 对 于 具有 谱 密 度 函 数 Sy(*) 的 任 一 平稳 过 程 (Y,}， 
式 (296d) 成 立 ， 首先 ， 我 们 定义 


LT! 


V = > gj Yt 
1=0 
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它 是 使 用 极 大 重生 离散 小 波 变 换 尺 度 滤波 器 {81,,,} 滤 波 {Y,} 得 到 的 平稳 过 程 ， 现 
在 我 们 要 求 ， 对 于 任 一 整数 J >l, 


Jo 


var{Y,} = var{Vy.} + $ 4Cr). (302) 


Ae W,) Rt j ARABS RANKS RRB, 滤波 平稳 过 程 
(YOSE, s0(268b) FUER, (WoO BARES, (N=H (NS (Nz LAI 


密度 函数 的 一 个 平稳 过 程 ， 其 中 他 RA Ee. RE 
邮 (r) 是 { 丽 的 方差 且 谱 密度 函数 S (") 的 积分 等 于 这 个 方差 ， 我 们 有 


1/2 eas 
AD 一 | NDS Nass 


类 似 地 ， 由 于 9,(*) 是 {8,.1} 的 平方 增益 函数 ， 
var{ Vj? | G,, (PSy (Pdf. 


使 用 式 (163c) ， 对 于 所 有 的 SF. RNAG, Nth N=GN+tHP=1, hie 
我 们 得 到 


vart¥ =| Spas = | EG + HPS Naf = varl Vu) H, 


因此 对 于 j=1 式 (302) 成 立 . 

练习 [302] 通过 证 明 ， 如 果 J, 宇 2 且 如 果 对 于 J.—1 式 (302) 成 立 ， 就 必定 
还 对 Jo 成 立 ， 完 成 结论 的 证 明 ， 提示: 研究 表 202. 4 

如 果 我 们 可 以 证 明 随 着 J。->oo，var{V) .,)} 一 0， 式 (296d) 的 证 明 从 (302) 得 
到 . 直观 地 ， 我 们 希望 这 是 真 的 ， 因 为 {Vj ,,} 是 一 个 有 由 | | EL0，17/2。…] 
上 给 出 标 称 通 带 的 {Y,} 的 一 个 低 通 滤波 的 结果 ， 它 的 带宽 随 着 ju 一 ce 减 至 0. 为 
了 组 织 形式 上 的 一 个 证 明 ， 我们 必须 证 明 ， 对 于 任意 的 二 0， 存 在 一 个 J.， 使 
得 对 于 所 有 的 Jo>J., varlV, ,.} 二 e， 首先， 如果 我 们 注意 到 之 , gj 二 1/2" (8 
见 表 202) ， 帕 塞 瓦 尔 定 理 告 诉 我 们 


a Pi 


1/2 = _ 1 
| G Ddf = Dy dia = ar 
=1/2 °° 1=0 


如 果 S$y(.) 是 有 界 的 ， 由 有 限 数 C 界定 ， 我 们 可 以 确定 ， 对 于 所 有 的 >= 
log: (C/e), 
E 2 ~ 1/2 ~ -E 
var(V =| 有 CDsrCDdys c| G. pat =a <e 
如 果 Sy(* ) 不 能 被 任 一 有 限 数 C 界定 ， 则 存在 一 个 常数 Ce 使 得 
| S (Pdf < $, 
Sy NC, 


Ra E 303 
其 中 ， 现 在 必须 利用 勒 贝 格 (Lebesgue) 积 分 ， 因 为 对 于 在 第 4 章 所 讨论 的 所 有 小 
波 ， 以 及 所 有 的 f> G, <1, HFEA Jo >J. Slog. (C:/e) 十 1， 


[5psrcpdf= | 4 me 5 (ASy (fas 


Sy (PS, 


<| | x 

ki T PREEN Sy PEC, G, (Ddf 
e A "ER 

< 7 raf G, Pdf Sato SE 


这 建立 了 式 (296d). 

[2J 正 确 的 是 ， 由 于 泄漏 现象 周期 图 可 能 是 真正 谱 密 度 肾 数 的 一 个 严重 偏差 
的 估计 量 (在 图 273 中 阅 明 )， 并 且 ， 用 不 受 边界 条 件 影响 的 极 大 重合 离散 小 波 变 
换 的 部 分 构造 小 波 方 差 的 一 个 无 偏 估 计量 是 容易 的 (参见 8. 3 节 )， 符 合 一 个 小 宽 
度 小 波 滤波 器 的 小 波 方差 会 提供 对 泄漏 形式 有 贡献 的 误导 或 无 信息 结果 也 是 事 
实 一 一 作为 进一步 的 讨论 ， 人 参见 8. 9 节 . 足 可 以 说 ， 小 波 方差 中 的 泄漏 本 质 上 使 
小 波 方 差 和 谱 密 度 函 数 之 间 的 近似 联系 (297a) 不 成 立 ， 在 周期 图 中 发 现 和 排除 泄 
漏 需要 利用 技术 ， 比 如 ， 预 先 漂 白 或 逐渐 减弱 ， 我 们 仅仅 需要 增加 相应 的 小 波 滤 
波 器 的 宽度 来 减 小 小 波 方差 中 的 泄漏 . 

[3] 给 定 两 个 适当 的 有 小 波 系 数 {Wx,,.,) 和 {Wy.;,,) 的 随机 过 程 {X,} 和 {YY,)， 
我 们 能 定义 小 波 协 方差 


vxy (rt; ) = cov{ Wx, js Wij} 


它 产 生 一 个 {X,} 和 {Y,} 之 间 的 协 方差 的 基于 尺度 的 分 解 : 


oo 


DJ wy(n) = cov{ X,Y, }. 


j=l 


小 波 协 方差 可 以 标准 化 以 产生 一 个 小 波 对 射 变换 ， 即 


cov{ Wx, 19 Wyse) a vxy (T ) 


de 


= 9 


pry E) = Car Wyya bvar Wr D vx Cy vv (5) 


其 中 成 (cec7 和 过 (Cn ) 是 {X) 和 {Y,)》 的 小 波 方差 .用 与 小 波 方差 类 似 的 方法 ， 小 波 协 
方差 和 对 射 变换 ， 可 以 用 于 研究 在 尺度 对 尺度 的 基础 上 两 个 过 程 是 如 何 联系 的 (这 
个 方法 的 细节 和 应 用 例子 ,参见 Hudgins, 1992, Hudgins 等 ，1993; Liu, 1994; 
Lindsay 等 ，1996; Torrence and Compo, 1998; Whitcher, 1998; Serroukh and 
Walden, 2000a 和 2000b, Whitcher 等 ，2000b; 及 其 中 的 参考 文献 ). 
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8.2 小 波 方差 的 基本 性 质 
假定 {X,} 是 一 个 随机 过 程 ， 它 的 d 阶 向 后 差分 
Y, = (1—B)'X, = 5 ($) D'X 
是 一 个 具有 谱 密度 函数 Sy(*) 和 均值 jy 的 平稳 过 程 (详情 参见 7.7 节 )， 回 想 
W, = Le ae t= +, —1,0,1,°% 


表示 用 极 大 重 香 离散 小 波 变换 小 波 滤波 器 { 刀 .滤波 {X,)} 获 得 的 输出 ， 然 后 ， 我 
们 可 以 断言 ， 如 果 { 六 是 使 工 三 2d 的 以 Daubechies 小 波 滤 波 器 为 基础 的 (如 4. 8 
节 所 定义 的 )， 那 么 {到 ,.,}) 是 一 个 平稳 过 程 ， 其 谱 密 度 消 数 是 由 


SA =H? (FS) (304) 
CUM, KPH? (.) 是 与 { 廊 ,有关 的 平方 增益 函数 ， 为 看 到 此 对 于 7=1 RIE 
Hii, SH. AWA Hh =h/V2, HARADA 


cos” (xf) = Di(f) ALP)» 


L 
zL 

H” (f) = = He C/A = sint (xf) >) | 2 
imo l 


其 中 


DN =4si Gf ， AL(f)= cos” (xf). 


0 


i ro 
I= l 
因此 ， 可 以 认为 人 hi,) 等 同 于 一 个 两 级 的 级 联 滤波 器 (参见 4. 8 节 的 讨论 )， 级 联 
中 的 第 一 个 滤波 器 通过 给 定 Di(*) 获 得 一 个 平方 增益 了 沙 数 ， 这 与 一 个 L/2 阶 的 
向 后 差分 滤波 器 符合 ， 令 {0,}) 表 示 第 一 个 滤波 器 的 输出 ， 我 们 有 
O, = (—B)*X, = (BIB X= (1 Br 


因为 由 假设 {Y,) 是 一 个 平稳 过 程 ， 由 此 得 出 ， 用 去 一 4 向 后 差分 滤波 器 反复 
滤波 {Y,)}， 产 生 一 个 过 程 {O,}， 它 必定 是 平稳 的 (参见 关于 式 (268a) 与 (268b) 的 
讨论 )， 第 二 级 的 滤波 器 有 一 个 平方 增益 函数 .4, (')， 由 构造 ， 它 相应 于 一 个 有 
限 宽度 的 滤波 器 ， 因 此 ， 用 一 个 平方 增益 函数 为 A,(*) 的 滤波 器 滤波 {0O.} 得 到 的 


输出 { 殉 ,,} 是 一 个 平稳 过 程 ， 它 的 谱 密度 函数 由 S, N=H NS NRE, 图 
305 显示 的 是 一 个 滤波 器 级 联 的 流程 图 ， 它 是 从 {X,} 产 生 { 到 .,}， 而 {Y,)} 和 {0O.} 形 
成 的 中 间 过 程 . 

练习 [304] 建立 j 宇 2 时 的 结论 ， 提 示 : sin2(2 f) =4sin’ (f)cos’(f). 4 
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X: —| TDd(.) | 一 Y, -一 | 刀 和 -4(.) 一 Or — 一 Wie 


图 305 ”流程 图 描述 了 用 Daubechies 极 大 重生 离散 小 波 变换 小 波 滤波 器 {h,} 滤波 {X,} 得 到 
Wi. 实际 的 滤波 器 可 以 分 解 成 一 个 含有 三 个 滤波 器 的 级 联 ( 如 上 显示 的 通过 它们 的 
ey 28 BRD), DIOMA, C). HBR. (XM d 阶 向 后 差分 是 一 个 平 
HUEY). Math RRRBARAR 上 L 宇 2d， 因 此 包含 L/2 向 后 差分 滤波 器 D(*). 4 
L=2d 时 ， 过 程 {Y,} 和 {0O,}) 是 相等 的 (滤波 器 D"(*) 是 一 个 “什么 也 不 做 "的 滤波 器 ); 


当 [>2d 时 ， 通 过 进行 也 一 d 次 逐次 向 后 差分 {Y,} 得 到 {0O,}， 过 程 (0,) 通 过 光滑 站 


波 器 A4(*) 的 作用 产生 第 一 层 小 波 系数 过 程 {W,.,} 


练习 [305] 证 明 : 一 方面 如 果 L>>2d 或 L=2d, H yy 二 0， 那 么 E{W,.,}= 
0; 另 一 方面 ， 如 果 yy 关 0, L=2d, BA EW,.,} 0. < 

HP RR BA BST EE, HHEH FW.) eB) 
TÆ v), WA 


1/2 WE, 
A(z) = | S Paf = | Hi” (Sx pdf, (305) 


只 要 小 波 滤波 器 的 宽度 工 至 少 为 24( 为 了 将 {X,}) 转 化 成 一 个 平稳 过 程 ， 我 们 必须 
应 用 两 次 向 后 差分 )， 特 别 地 ， 对 于 7 三 1 有 


I/2 173 
v (n) = i“ Hi? (Sx (Pdf = aa A, (fsin 4 (xf) Sy (Pdf. 


条 件 工 三 2d 保证 了 被 积 函数 中 的 正弦 项 界 为 1， 因而 此 积分 是 有 限 的 

注意 当 小 波 滤 波 器 的 宽 足 够 大 时 ， 无 论 在 平稳 过 程 还 是 有 着 平稳 向 后 差分 的 
非 平稳 过 程 ， 小 波 方差 都 会 得 到 很 好 的 定义 ， 对 于 平稳 过 程 ， 任 一 工 满足 我 们 
A E(W,.)}=0; 且 在 所 有 尺度 上 的 小 波 方差 的 和 等 于 过 程 的 方差 ( 式 (296d))， 对 
于 具有 阶 平 稳 向 后 差分 的 非 平稳 过 程 ， 我 们 需要 工 二 2d， 我 们 可 以 要 求 更 强 的 
条 件 工 二 2d WEBI E(W,,)=0; 而 小 波 方差 的 和 趋 于 无 穷 ， 典型 地 ， 统 计 就 是 
设计 平稳 过 程 的 工作 (例如 ， 不 同 的 谱 密度 函数 估计 ) 对 于 平稳 的 向 后 差分 的 非 平 
稳 过 程 ， 需 要 特殊 的 方法 ， 以 便 研究 它们 的 特征 (例如 ， 偏 离 性 和 方差 )， 小波 的 
一 个 优点 在 于 理论 应 用 对 于 两 种 过 程 同样 适合 . 
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8. 2 节 的 评论 与 扩展 


[1] 这 里 ， 为 了 简化 本 章 更 进一步 的 讨论 ， 我 们 假设 { 访 .是 由 一 个 宽 为 工 的 
Daubechies 小 波 滤波 器 构造 的 .因为 此 滤波 器 包含 了 一 个 谋 人 工 /2 阶 向 后 差分 的 
滤波 器 .我 们 必须 利用 条 件 工 三 2a 去 保证 此 滤波 器 可 以 恰当 地 应 用 于 有 着 平稳 dt 
阶 向 后 差分 的 过 程 . 如 4. 9 节 所 讨论 的 ，coiflet 滤波 器 也 包含 一 个 拭 入 向 后 差分 
滤波 器 ， 因 此 它们 当然 可 以 代替 Daubechies 滤波 器 ， 然 而 宽 为 工 的 滤波 器 和 差 
分 滤波 器 的 阶 数 之 间 的 关系 是 二 /3， 本 节 的 结论 在 工 二 3d 的 条 件 下 需要 重新 表示 
( 它 相 当 于 简单 地 分 别 替代 所 有 的 2d 和 工 /2， 而 用 3d 和 工 /3)， 


8. 3 ”小 波 方差 的 估计 


现在 假设 我 们 给 定 一 个 时 间 序 列 ， 它 能 够 认为 是 过 程 {X,} 的 一 部 分 X。，…， 
Xv WMR, HEX) d 阶 向 后 差分 形成 一 个 平稳 过 程 ， 我 们 想 利用 宽度 为 
上 三 2d 的 Daubechies 小 波 滤 波 器 去 估计 小 波 方差 AG), RPRNBE L E 
大 ， 以 使 E{W,.,) 二 0( 参 见 练习 [305]). 在 此 假设 下 我 们 有 

vi (r) = var{ W,.,} = E{ (W; — E{W,..}))’} = E{W.}, 
因此 可 以 将 估计 建立 在 平方 过 程 { Wi) 

如 果 注 意 不 包括 包含 循环 假设 的 极 大 重 倒 离散 小 波 变换 系数 ,我们 可 以 基于 
Xu，…，XN-, 的 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 得 到 vx (zt; ) 的 一 个 无 偏 估计 量 、 为 了 把 
这 一 点 解释 清楚 ， 回 忆 第 5 章 给 出 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 


上 ,一 人 
j 


W, = >) AX imans t= 0,1l N1, (306a) 
{=0 
而 在 本 章 中 ， 我 们 定义 
L.—] 
W, = DE > T i= e., —1,0,]1 °°. 
i=0 


ME, WP. Wy. =W. BW, WARE, MRR 
运算 ， 只 需 ! 宇 L; 一 1， 此 结论 都 是 成 立 的 所以， 如 果 N-LZ0, 我们 可 以 基 
于 极 大 重 盔 离散 小 波 变 换 建立 一 个 尺 (t) 的 估计 量 


N=1 


= 2 eee © 
vx (tT;) = M2 Wis 一 M, 2 Wia? (306b) 
其 中 M,=N~—L,+1. B® EC) =k Cy) > BT RE Ce, ) 看 作 是 小 波 方差 的 
无 偏 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 估计 量 , 
相反 ， 我 们 将 


=H, = (WH, + Wi ) (306c) 
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看 作 是 小 波 方差 的 有 偏 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 估计 量 ( 即 使 有 些 过 程 一 一 例如 ， 
白 噪声 过 程 一 一 使 得 EG HAG). 由 于 极 大 重合 离 散 小 波 变换 的 方差 分 
析 特 性 (参见 5. 4 节 )， 这 个 有 偏 估 计量 可 以 引起 一 个 样本 方差 的 精确 分 解 这 当然 
是 吸引 人 的 结论 (参见 以 下 评论 与 扩展 的 第 L4j 条 ). 注意 随 着 N>, Wii 


BEAM LE, M, AF 1( 参 见 练习 [8. 5])， 下 面 ， 我 们 将 集中 论述 无 偏 估计 


量 yx (Cr ). 

由 于 估计 量 总 (zj) 是 一 个 随机 变量 (RV)， 研 究 它 接 近 于 wi (zr;) 的 程度 是 很 有 
意义 的 .为 了 讲 清 这 个 问题 ,我 们 假设 {W,.,) 是 一 个 有 零 均 值 和 谱 密 度 卫 数 
Si(*) 的 高 斯 平稳 过 程 ， 由 { 琵 ,,,} 的 任何 N 个 随机 过 程 的 聚集 服从 多 元 正 态 (或 高 
斯 ) 分 布 ， 下 述 基 本 结论 成 立 (Percival，1983，1995): 如 果 几 乎 处 处 有 S, (.P) 二 0， 
并 且 如 果 


1/2 
A=| Sdf <, (307a) 


那么 式 (306b) 的 估计 量 v% (zt) 是 具有 均值 成 (an ) 和 大 样本 方差 为 1 1 的 渐进 正太 


分 布 (在 实际 中 ， 术 语 几 乎 处 处 所 说 的 是 对 于 所 有 f，S; (有 ) 宇 0， 则 S;,(*) 可 以 在 
一 个 孤立 的 单个 频率 上 为 零 ， 但 不 可 能 在 一 个 频率 区 间 恒 为 零 )， 因 此 ， 为 对 于 
大 的 Mj 二 N 一 Lj 十 1 的 一 个 好 的 逼近 ， 我 们 有 


1/2 
M, ery T — vx(r;)) = 人 A/ (0， 1) (307b) 


(参见 式 (257a)). 

为 了 说 明 (307a) 中 的 平方 可 积 条 件 ， 我 们 注意 到 ， 因 为 {W,,,} 是 一 个 平稳 过 
程 ， 它 有 一 个 自 协 方差 序列 {s,.}， 如 果 自 协 方差 序列 满足 式 (267a) 中 的 平方 可 
和 条 件 ， 则 {5..}=S,(*); 即 自 协 方差 序列 和 谱 密 度 函 数 构成 一 个 侍 里 叶 变 换 
xf. pen 35c) 可 得 


> f= ie S:( pdf. 


因此 ， 只 要 {WW ,} 的 自 协 方差 序列 衰减 的 足够 快 以 致 于 它 可 平方 求 和 ， 则 平方 可 
积 条 件 成 立 . 事实 上 ， 如 果 S;(*) 不 平方 可 积 ， 由 于 在 /=0 的 奇异 性 ， 它 可 以 
通过 增加 小 波 滤波 器 的 宽度 得 以 改善 . 

为 了 得 到 上 面 的 大 样本 结论 是 不 是 中 样本 的 一 个 好 的 逼近 ， 假 设 {X,} 要 么 是 
一 个 平稳 分 形 差分 (FD) 过 程 ， 要 么 是 一 个 非 平稳 分 形 过 程 ， 其 向 后 差分 阶 数 d= 
1 和 d= 二 2 形成 一 个 平稳 分 形 差分 过 程 (详情 参见 7.6 和 7.7 W). 集合 这 些 过 程 
是 一 个 赛 规律 指数 c 取 遍 一 5 二 a 三 1 的 1/f 型 过 程 . 仿真 研究 (Percival ，1995) 显 
示 了 式 (307b) 中 的 大 样本 方差 是 样本 方差 六 (zr ) 的 准确 衡量 ， 2% 范 围 内 ，N 取 
得 使 M, =128 对 于 
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PERTE eee eae 1 1 1 3 的 分 形 差分 过 程 ; 
[1 具有 6= 2 $ 4 ' 8 0, g’ 4 ’ 2 9 ] 和 -7 的 分 形 差分 过 程 ; 
[2] 宽 为 L=2，4，6 和 8 的 Daubechies 小 波 滤波 咒 
所 有 的 可 能 组 合 (除了 =2 和 8 一 福 组 合 外 ， 在 这 种 组 合 下 ，(307a) 所 要 求 的 平 


方 可 积 条 件 失效 )， 因 此 ， 大 样本 理论 是 相应 的 小 样本 理论 的 近似 . 
8. 3 节 的 评论 与 扩展 

[1] 我 们 也 可 以 用 离散 小 波 变换 代替 极 大 重 全 离散 小 波 变换 估计 小 波 方差 
在 假设 {X,) 的 样本 大 小 N 能 用 2 整除 的 条 件 下 ， 我 们 首先 计算 j 层 小 波 系数 
Wyse 1 一 0，…，N, 一 1， 和 以 前 一 样 ，N, 二 分 ， 我 们 能 够 形成 六 (= ) 的 一 个 无 


偏 估计 ， 而 用 通过 去 除 边 界 系数 (这 些 明 确 了 用 循环 假设 ) 和 平均 剩余 系数 的 平方 
(重新 规范 化 后 ， 考 虑 离散 小 波 变换 和 极 大 重 玖 离散 小 波 变换 的 系数 关系 ， 即 

W/V =W nana). W411 节 所 讨论 的 ， 边 界 系数 的 数目 是 minli, N} 
其 中 LL’ 由 式 (146a) 确 定 ， 不 会 超过 工 一 2， 在 假设 Ni OL 下 ， 基 于 离散 小 波 变 
换 上 的 无 偏 估 计量 由 下 式 给 出 : 


AN 


rt E o 
v(t) = Oy Apy = N r AW (308a) 
我 们 也 可 以 基于 离散 小 波 变换 定义 一 个 有 偏 估计 量 
Ai 一 ] Nel 
= eee! een, | _ 1x 
R= Nig Wi = NW (308b) 


如 果 样 本 大 小 N 不 能 用 2’ 整除 ， 我 们 仍然 可 以 得 到 基于 离散 小 波 变 换 上 的 
一 个 小 波 方差 的 无 偏 估 计量 ， 如 下 . 今 M> N 为 被 2' 整除 的 2 ER. H 
造 一 个 新 的 长 为 M 的 时 间 序 列 {X;}， 通 过 对 原 序列 {X,} 添 加 M 一 N 个 0: 
Xs OSL ES N= 
x, =1 
0， N= te M—1, 


(308c) 


SW ,表示 {X'} 的 j 层 小 波 系数 ， 它 很 容易 计算 ， 因 为 M HER? BR. AA 
[8. 7] 的 要 点 就 是 去 证 明基 于 用 2“ 的 划分 ， 这些 系数 的 子 序列 ， 即 
Wi Wises Wy [5-1] > (308d) 
等 于 从 无 穷 序 列 {W Se 因而 需要 的 无 偏 估计 量 为 
ye ( 了 S a pat Swi J 
ee N 7 wl = apy 24 Wi Ds 
(a | 


Ka # 309 


其 中 M =| X —1 | 一 十 1( 注 意 到 这 与 以 前 的 当 N 被 2 整除 时 的 结论 相符 合 ). 


为 了 得 到 无 偏 极 大 重合 离散 小 波 变换 和 离散 小 波 变换 估计 量 相 对 指标 的 一 些 
信息 ， 让 我 们 专门 研究 vx (r,)， 即 单位 尺度 方差 . 在 假设 {WW,.,)} 的 自 协 方差 序列 
(si. 中 是 平方 可 求 和 的 ， 它 对 谱 密 度 函 数 满足 S (记过 0 几乎 处 处 成 立 的 条 件 下 ， 


(ri) 服 从 渐进 正 态 分 布 ， 它 的 均值 为 成 (r )， 大 样本 方差 为 
1 1/2 f sA ES 2 
arla (S' (4)+s, (4 tz)) dy 
(Percival, 1995). 52A e HFE {T KIR A EA RRM )RERLMRA RHE 
子 样本 随机 过 程 
22 Ws ad SAX sete» t = oe, —1,0,1, °° 
的 谱 密度 函数 的 平方 (参见 练习 [8.8j)， 现 在 我 们 将 前 者 和 后 者 的 渐 近 相对 效率 
(Ti ) 与 六 (Tt) 进行 比较 : 


172 
~2 | SiCf)df 
e0 Cn) nn)) = lim verban) = 
iar | sopdar+| | 2 )si( 2 +> Jaf 


(309) 
(练习 [8.9] 验 证 了 以 上 结论 )， AAR ERR TEAR BH, BR 
e(53 (TI)， 六 (tT1)) 二 1, 它 意味 着 ,给 同样 大 的 数据 量 ， 离 散 小 波 变 换 的 估计 量 没 
有 基于 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 上 的 估计 量 有 效 ， 感 党 上 前 者 的 方差 没有 后 者 的 
小 ， 然 而 ， 就 下 面 的 讨论 似乎 渐 近 相对 效率 应 该 十 分 接近 于 1， 因 为 我 们 希望 第 
二 个 积分 接近 于 0， 回 忆 
SP, <II} 


1 
0， og | fl<7; 


其 中 近似 值 对 于 小 波 滤波 器 类 似 于 一 个 半 带 高 通 滤 波 器 是 有 效 的 ， 因 为 S,(*) 是 
有 着 单位 周期 的 周期 阴 数 ， 由 此 得 出 


Sf) = HP NSP) -| 


0， tei fi<gs 
4 2 
(ll 
这 对 于 所 有 的 了 产生 近似 S (E)S (二 十 去 )~0， 又 暗示 了 浙 近 相 对 效率 应 该 接近 


于 1( 如 果 小 波 滤波 器 是 一 个 理想 的 高 通 滤波 器 就 是 1 )， 通 过 这 个 结论 ， 使 用 (计算 

快 ) 基 于 离散 小 波 变换 的 估计 量 代 替 极 大 重合 离 散 小 波 变换 估计 量 的 误差 不 会 太 大 . 
然而 ， 如 果 我 们 融合 具体 的 不 同 宽度 的 小 波 滤波 器 对 某 个 特殊 的 过 程 {X,} 计 

算 渐 近 相对 效率 ， 就 会 发 现 ， 事 实 上 ， 离 散 小 波 变换 估计 量 效 率 相当 低 ， 更 糟糕 


310 #8Ë 


表 310 

ô L=2 L=4 L=6 L=8 
= 172 0. 85 0. 89 0. 91 0. 92 
—1/4 0. 81 0. 86 0. 89 0. 90 
一 178 0.78 0. 84 0. 87 0. 89 
0 0.75 0. 82 0. 85 0. 87 
178 0.72 0. 80 0. 83 0. 86 
1/4 0. 68 0. 77 .0. 81 0. 84 
172 0.61 0. 72 0.77 0. 80 
1 0. 50 0. 61 0. 67 0.71 
3/2 = 0. 52 0. 58 0. 62 


注 ， 离 散 小 波 变换 估计 v"&(ri ) 关 于 基于 极 大 离散 小 波 变 换 的 估计 ?和 (ri ) 对 于 不 同 的 分 形 差分 过 程 和 
Daubechies 小 波 滤 波 器 的 组 合 的 渐 近 相对 效率 (AREs)， 注 意 一 个 小 于 1 的 渐 近 相对 效率 意味 着 


DC) EY Cr DKA. 

的 是 ， 它 的 大 样本 方差 是 极 大 重合 离散 小 波 变换 估计 量 的 两 倍 ， 这 个 事实 在 
表 310 中 说 明 .， 这 个 表 给 出 了 65 从 一 1/2 到 3/2, L=2, 4, 和 8 的 分 形 差 分 过 
程 的 渐 近 相对 效率 ， 因 为 一 个 分 形 差分 过 程 有 一 个 谱 密 度 函 数 与 | sin(xf) | “成 
比例 ， 我 们 看 到 ， 将 工 固定 ， 渐 近 相 对 效率 随 着 谱 密度 男 数 的 低频 部 分 减 小 越 来 
越 明 显 ， 还 注意 到 , 将 8 固定 ， 渐 近 相 对 效率 随 着 工 的 增加 而 增加 .这 是 合理 
的 ， 因 为 渐 近 相对 效率 小 于 1 是 由 于 小 波 滤波 器 是 作为 一 个 理想 高 通 滤 波 器 ， 小 
波 滤波 器 有 其 不 完全 性 ， 随 着 工 的 增加 ， 小 波 滤波 器 成 为 此 滤波 器 的 一 个 好 的 近 
似 ， 因 此 我 们 通过 用 极 大 重 释 离散 小 波 变换 估计 量 代 替 离 散 小 波 变换 估计 量 得 到 
两 个 因子 的 大 样本 方差 的 简化 . 

[2] 通 过 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 用 塔 式 算 法 很 容易 得 到 无 偏 估 计量 wx (rm )， 
但 是 由 于 为 了 构造 这 个 估计 量 抛 奔 了 所 有 的 边界 系数 ， 相 对 于 真正 需要 的 来 说 ， 我 
们 会 计算 更 多 的 极 大 重合 离散 小 波 变 换 系 数 . 采用 极 大 重合 离散 小 波 变 换 塔 式 算 法 
是 可 能 的 ， 因 此 只 需 计算 总 (zc) 要 用 的 系数 ， 详 情 参 见 Percival and Guttorp(1994). 

[3] 假 设 {X,: 上 =0，1，…，N 一 1} 是 一 个 长 为 N 的 罕 规 律 过 程 的 一 个 部 分 ， 
其 中 一 2 三 a 三 0， 最 近 ，Greenhall 等 (1999) 证 明了 ， 如 果 {X,} 就 像 式 (140) 通 过 与 反 
演 序 列 {X ，:= N 一 1，N 一 2，…，0} 合 并 ， 扩 展 成 一 个 长 为 2N 的 序列 ， 长 为 2N 


的 序列 的 哈 尔 小 波 方差 的 有 偏 极 大 重 盖 离 散 小 波 变换 估计 量 在 尺度 上 接近 于 分 时 ， 


比 原 序列 的 无 偏 估计 量 有 着 明显 的 均值 平方 误差 ， 这 个 结果 提示 了 通过 构造 一 个 
特别 循环 量 处 理 循环 假设 对 于 长 的 记忆 过 程 有 很 多 理论 上 的 证 明 ， 并 且 有 偏 极 大 
重合 离散 小 波 变 换 小 波 方差 估计 量 对 于 除 哈 尔 小 波 外 可 能 有 很 多 重要 的 优点 (这 
两 个 问题 现在 普遍 在 研究 ). 

[4] 最 近 Serroukh 等 (2000) 得 到 了 广泛 过 程 的 极 大 重生 离散 小 波 变换 小 波 方 
差 估 计量 的 渐进 分 布 ， 它 并 不 必要 是 高 斯 的 或 线性 的 ， 并 且 是 (iD 平稳 的 ， 或 (ii) 
不 平稳 但 有 平稳 的 d 次 差分 ， 或 (iii) 全 局 不 平稳 但 局 部 平稳 .他们 发 现 ， 在 这 些 
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(和 附加 ) 条 件 下 ， 估 计量 vx(m ) 又 服从 均值 为 内 (mr) 的 渐 近 高 斯 分 布 ， 但 是 现在 
通过 Sw (0)/M; 给 出 大 样本 方差 ， 其 中 Sw (+) REE WF.) BA a E E CS PR 
上 ， 估 计 Sw:(*) 在 f=0 处 的 一 个 好 的 方法 ， 是 通过 一 个 多 锥 估计 量 )， 在 小 尺 
度 下 ， 用 于 非 高 斯 时 间 序 列 的 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 估 计量 的 方差 的 估计 比 在 高 
斯 假设 条 件 下 计算 出 的 大 得 多 .平稳 过 程 { 琵 的 高 斯 假设 导致 一 个 大 样本 结论 
(3€(307b)). 


8.4 小 波 方差 的 置信 区 间 


式 (307b) 的 大 样本 结论 主要 用 于 基于 六 (tj) 计算 KA MRK. WAT i 
到 这 一 点 ， 令 @6 '(p) 表 示 标 准 高 斯 分 布 的 pX100% 百 分 比 ( 参 见 式 (257b))， 高 
斯 分 布 的 对 称 特 性 意味 着 对 于 OS p<1/2, 
P[-@'1—-p)<Z<@'(1— p)]= 1 2p. 
对 于 大 的 N， 式 (307b) 告 诉 我 们 近似 地 


1/2 1 ~2 Pee: ys 
pP[-e'—p)< MOO)” <1 — p) |= 1-20. 


CA,” 
现在 括号 中 的 事件 发 生 当 且 仅 当 条 件 
E e Te Mi” (vx (Crj) — vx (tj) ) 
PETES (2A,) 
和 


l/2 7 ~2 — ,2 l 
Mi eee? TAD <1 p) 


同时 发 生 ; 同样 ， 这 两 个 事件 又 分 别 等 价 于 
ver) <S <+- p (AL) ) 


M, 


Aea- p (i) <A. 
把 这 两 事件 结合 起 来 等 价 于 单一 事件 
Fe, oC — p) (444) < k(t) SHG) HS a= (GR) ' 
它 发 生 的 概率 为 1 一 2p， 因 此 ， 我 们 可 以 说 ， 以 概率 1 一 27， 随 机 区 间 


[rema pr (FP) +o a= p (He) | (311) 
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包含 wx (rm ) 真 实 值 和 为 vi (tj) 构造 了 一 个 100X (1 一 2p)% 的 置信 区 间 . 

在 实际 中 为 了 使 用 式 (311)， 我 们 必须 估计 SORRI A. FF A, 大 部 分 
由 S,(*) 的 大 值 决定 ， 并 有 旦 ， 由 于 周期 图 可 以 在 相对 小 偏差 的 情况 下 估计 谱 密度 
盟 数 的 大 值 ， 我 们 可 以 使 用 周期 图 作为 S,(*) 的 评估 值 : 


| 2 


N-i 
> : tr =. 给 
We i2nft | ; 
eami 


由 式 (269b) 知 ， 对 于 0 一 | f | <1/2 MAWN, E 


2 l 
(p) —_ 
oe NIN ag 


25) Cf) a 


2 
Sp M 


其 中 是 一 个 有 2 阶 自由 度 的 X 随机 过 程 (回想 在 7. 2 节 中 X 分布 的 性 质 ). 
练习 [312] 用 大 样本 结果 讨论 


A, 


il 


1/2 a 
| cs cp yas (312a) 


对 于 大 的 M, BA, 的 近似 无 偏 估 计 . < 
由 式 (269a) 可 得 {3 } e SP e), HPS 是 自 协 方差 序列 通常 的 有 偏 估 

计 ， 即 

AD W, W perie » O<!/rI<M—1, (312b) 


J 


çi 一 
Siir m 


并 且 ， 对 于 | r | SM, Asse =0. 引用 帕 塞 瓦尔 定理 ( 式 (35c))， 我 们 有 


Mint 
1/2 = 2 
f [SP PJdf= D Ge. 
-1/2 rc 一 (Mi 一 1) 
因而 ， 我 们 得 到 简便 的 计算 公式 

A (5% )° A atp y2 _. vx Cr) a <(p) y2 
Aj = 一 学 一 十 DOGRY = at aD >) Ges 

r= 1 r= 


在 式 (311) 中 用 A, RRA, PRT UF vk (WP 100(1 一 22) 为 置信 区 间 


(以 有 效 的 假设 为 条 件 ， 估 计量 A; HIF A;). 
式 (311) 给 出 典型 的 置信 区 间 的 一 个 难点 是 不 能 防止 置信 下 界 是 负 的 ， 它 是 
一 个 元 余 ， 因 为 我 们 知道 总 (zc ) 必 定 非 负 ， 而 且 因为 我 们 经 常 想 在 对 数 尺度 下 为 
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置信 区 间 绘 图 .现在 wx(r ) 与 Mi 个 零 均 值 高 斯 随机 变量 的 平方 和 成 比例 ， 每 个 
高 斯 随机 变量 有 着 相同 的 方差 . 如 果 这 些 随机 变量 均 不 相关 ， 式 (263a) 指 出 
Vi (ri) 能 够 重新 规范 化 以 服从 Mi 自由 度 的 六- 分布 ， 随 后 由 它 可 以 得 到 一 个 严格 
正 的 置信 区 间 ( 它 的 形式 与 下 面 的 式 (313c) 类 似 )， 我 们 可 以 逼近 用 尺度 化 的 因 分 
布 得 到 有 着 零 均 值 和 相同 方差 的 高 斯 随机 过 程 相关 联 的 的 平方 和 的 近似 分 布 ， 这 
个 六 分 布 有 着 足以 说 明 随 机 变量 间 关 联 的 自由 度 (Priestley，1981，p. 466). 在 
PREP. RERBA 
gue Gri? 2x, (313a) 
vi (r;) 
其 中 7 是 著名 的 “等 价 自 由 度 "(EDOF) ， 且 确定 如 下 . 
练习 [313a] ERBES Ce) AN ax 分 布 之 下 ， 通 过 解 两 个 方程 


E(5%(x,)} = E{aX’) 
和 
var{D% (r;)} = var{aX,)} 
确定 a An SRA HE). 特别 地 ， 证 明 
_ 2CE{ Cy)" 
var {9% (r,)) 
利用 大 样本 路 (r ) 的 均值 和 方差 的 近似 方法 证 明 等 价 自 由 度 由 下 式 近似 地 
给 出 : 
Myx(r) (313b) 


,es 
J 


< 
式 (313a) 中 的 假设 分 布 事实 上 当 M =1 时 很 精确 ， 并 且 当 N 一 ce 时 渐 近 正确 ( 因 
为 当 自由 度 趋 于 正 无 穷 时 X 分 布 趋 于 正 态 分 布 ). 
练习 [313b] 在 假设 式 (313a) 成 立 的 条 件 下 ， 利 用 导出 式 (311) 的 类 似 论 证 
证 明 v4 Cr ) 近 似 的 100(1 一 2p)% 置 信 区 间 由 
| nv x (Ti) Wi) (3130) 
Q,1—p) Q,(p) 
给 出 ， 其 中 Q,(p) 是 XM pX1OOKA HER, BI PLX<Q(p)]=p. a 
在 实际 应 用 中 ， 计 算 上 面 置 信 区 间 需 要 的 自由 度 7 由 下 式 估 计 : 
5 a men? vx ty) (313d) 


! 三 
7 A, 
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另外 一 种 获得 vx (rt; ) 置 信 区 间 的 方法 是 假设 Sx(")， 并 且 因 此 S;(*) 用 一 常 
BAH. ， 即 我 们 假定 S (有 ) = 二 aC; (fo, HH C;(*) 是 一 个 已 知 阴 数 ，a 是 一 个 未 
知 常数 .这 个 假设 ， 例如， 在 Greenhall(1991) 为 获得 Allan 方差 的 置信 区 间 中 使 
用 过 (参见 8. 6 W). 由 于 周期 图 与 瑟 )., 的 离散 傅 里 叶 变 换 的 平方 模 成 比例 ， 应 用 
帕 塞 瓦尔 定理 ， 得 到 


N-1 M= 


Wi, = = > Sf, 
其 中 f,=k/M,, 因此 我 们 有 


LOM —1)/2] 


站 (on) = LS P Cf.) x = SY Sf), (314a) 


M; $a M; k=1 


其 中 L(M, 一 1)/2 ] 是 小 于 等 于 (M, —1)/2 的 最 大 整数 ， 上 面 的 近似 仅仅 说 明 
SP (0)/M;( 六 ,的 样本 均值 的 平方 ) 和 SJ” (去 )/M, 是 可 以 忽略 的 . 


练习 [314a] 在 通常 的 大 样本 近似 下 ， 对 于 0 一 广 一 了 


SA 4 
Sth) ss 


且 式 (314a) 右 边 求 和 中 的 随机 变量 是 相互 独立 的 ， 使 用 等 价 自 由 度 讨 论 要 求 ， 近 


似 地 有 
1, vx (r;) 


d 2 
yx (T;) ' 
其 中 
L(M,—1)/2] 
Cy GUD) 
p= A Sa (314b) 
2 O 
k=) 
< 


此 (zj) 的 一 个 近似 100(1 一 2p)% 置 信 区 间 由 式 (313c) 用 p RS 了 给 出 ， 

一 个 更 进步 的 简化 是 回想 极 大 重奏 离散 小 波 变换 小 波 滤波 器 { 万 .可 以 认为 
是 近似 带 通 滤波 器 ， 它 的 通 带 是 1/24 一 | f | 三 1/2'， 这 个 事实 暗示 在 一 些 实 
际 问 题 中 假设 S,(*) 是 带 限 的 ， 并且 恰 好 覆盖 它 的 标 称 带 宽 是 合理 的 (这 个 假设 的 
有 效 性 通过 检查 S;(* ) 的 估计 来 评价 ). 

练习 [314b] 证 明 等 价 自由 度 理论 现在 导致 


mo max{M,;/2’,1}. (314c) 
4 
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如 果 样 本 足够 大 (在 Percival, 1995 的 模拟 试验 报告 中 显示 M, =128 通常 已 
足够 )， 用 式 (313d) 的 p 来 估计 基于 具有 7 的 式 (313c) 的 置信 区 间 是 正确 的 ， 我 
们 推荐 这 种 方法 ， 对 于 小 样本 ， 这 个 方法 在 有 些 情况 下 可 以 产生 优化 置信 区 间 ， 
在 这 些 情况 下 若 选择 (314b) 中 的 也 或 者 (314c) 中 的 六， 则 置信 区 间 都 是 有 用 的 检 
验 ， 并 且 如 果 相 对 于 选择 六 置信 区 间 更 宽 ， 我 们 应 该 选择 p A p. EA p 要 求 对 
S;(*) 的 形状 有 合理 的 猜测 ， 如 果 这 个 猜测 不 是 有 效 的 ， 则 等 价 自由 度 应 该 基于 p. 

8. 4 节 的 评论 与 扩展 

[1] 在 实际 中 ， 通 过 周期 图 估计 S;(*) 需 要 形成 的 {Wi,: t= L,—-1, s 
N 一 1) 的 离散 傅 里 叶 变 换 ， 这 将 是 有 问题 的 ， 如 果 序 列 长 Mj; 二 N 一 L, 十 1 非常 
大 .为 了 避 开 这 个 难点 ， 我们 可 以 用 Si (*) 的 蔡 换 的 估计 量 ， 它 把 此 序列 分 成 不 
相 重 亚 的 块 ， 每 一 块 都 包含 Ns 个 邻接 的 小 波 系数 ， 然 后 我 们 总 共有 Ns 二 | Mi/ 
Ns | 块 ， 如 果 为 每 块 计算 一 个 周期 图 ， 平均 Ns 个 周期 图 ， 我 们 会 获得 一 个 谱 密 
度 函 数 估 计 ， 它 的 形式 是 

DW pe J 


这 个 S,(*) 的 分 段 平均 估计 可 以 认为 是 Welch RÆ 4 BUF H (WOSA) if BE K Bii 
计 (Welch，1967) 的 一 个 特殊 情形 .关于 Welch 重合 分 段 平 均 的 细节 (包括 选择 一 个 
恰当 的 块 大 小 Ns 的 指导 )， 例 如 ， 参 见 Percival and Walden(1993), 6.17 节 . 

PLE RA] AT LAF SS (Ce FREES? COMI A, 但 是 需要 如 下 面 练习 显示 的 
那样 来 稍微 调整 式 (312a). 

练习 [31$] 在 一 些 合理 的 条 件 下 ,统计 理论 提出 2Ns S A/S EE 
为 一 个 有 2Ns 自由 度 的 X 随机 变量 的 近似 分 布 ， 用 此 结论 对 基于 SY (AY Aj, 
导出 一 个 近似 无 偏 估计 ， 随 着 Ns 的 变 大 ， 这 个 估计 量 将 采用 什么 形式 呢 ? < 


8.5 小 波 方差 的 谱 估计 


现在 让 我 们 考虑 小 波 方差 的 估计 如 何 可 以 转化 成 谱 密度 函数 的 估计 ， 假 设 
{X,} 是 一 个 具有 谱 密 度 函 数 Sx(*) 和 样本 区 间 At 的 过 程 ， 它 隐 含 了 SORE 
LEKE- frs flt, HP fv 三 1/(2At) 是 奈 奎 斯 特 频 率 . 令 (zj) 是 物理 
尺度 o= at 上 的 小 波 方 差 . 如 8. 1 节 所 述 ， 极 大 重 到 离散 小 波 变 换 的 小 波 
滤波 器 {h;,,} 的 带 通 特性 推出 


AG) ~ 2| ,Sx Pdf (315) 
A(2 sty 


1 Ngo! 1 
(sa) = 
a AEN Dia 


B n=0 


(这 是 式 (297a) 考 虑 到 不 是 1 的 样本 区 间 的 重新 表示 )， 随 着 用 于 形成 {h.,} 的 小 
波 滤波 器 {及 } 的 宽 的 增加 ， 上 面 的 近似 改善 了 ， 因 为 {hj.,} 变 成 了 一 个 理想 的 带 


316 B8t 


J BE Oe a AY) Ea RG HPPP ladders 参见 图 122). 
在 假定 选择 工 使 式 (315) 成 为 一 个 合理 的 近似 之 下 ， 我 们 可 以 用 函数 Sx) 


估计 Sx(*)，Sx(*) 是 每 个 区 间 zay ay |(j 一 1，…，J。) 上 的 分 段 常 数 ， 
即 我 们 假设 

Sx(f) = 
其 中 CG 是 一 个 常数 ， 定 义 使 得 


1 
< 一 -一 ， 
全 


> D 
Cis 2+ At 


1/(2? ae) s d 1/027 ar) C. 
z 7 a 
Mi eset x(frdf | H ay Sx( Pdf = 27+ At’ 
利用 式 (315)， 我 们 有 
C; 
WT) A Ne 
因此 我 们 可 以 使 用 
Ci = 20% (Cr) At (316) 


来 估计 谱 密度 函数 的 阶 ， 基 于 小 波谱 密度 函数 估计 的 两 个 例子 将 在 图 330 中 
讨论 . 

给 定 骂 (5 )，j 二 1，…，J。， 以 上 方案 给 出 了 区 间 [1/(2471At)，f/] 上 谱 密 
度 函 数 的 一 个 估计 ， 但 是 不 适合 于 低频 fE [0，1/(2m+:Ar)]， 因 为 J。 层 极 大 重 
登 离散 小 波 变换 尺度 系数 与 这 个 频率 区 间 有 关 ， 如 果 假 设 {X.} 是 一 个 平稳 过 程 
(参见 式 (302) 和 临近 的 讨论 ) ， 我 们 可 以 在 估计 vari V,, ,,} 的 基础 上 填 好 我 们 的 个 
it Sx(*)， 如 果 我 们 知道 E{X,} =0， 继 而 还 有 E{V),.,} 二 0， 那 么 一 个 适当 的 估 
计 是 


] N=] 
然而 ， 如 果 EX ARAM, ABA ELV, .也 是 未 知 的 (在 实际 中 ， 通 常 也 是 这 
样 的 )， 那 么 我 们 必须 用 


vari Vy, J= > u —V )， 
Jo t=L) Pa 


var{ Vy a? — Vi us 


其 中 到 是 观察 的 六 ,的 样本 均值 ， 如 果 {X,) 是 一 个 长 记忆 过 程 ， 那 么 它 就 是 
(Vy ,}， 在 这 种 情况 下 我 们 必须 意识 到 ， 因 为 上 述 估计 是 式 (299a) 的 形式 ， 它 会 
严重 低估 var{V,,,}， 因 此 ， 如 果 过 程 均值 是 已 知 的 或 者 如 果 {X,} 并 没有 展示 长 


记忆 特征 ， 我 们 就 应 该 可 以 通过 采用 vai{fV ,} 的 适当 估计 和 用 它 形成 谱 密度 天 


数 2 Brvar(V, ,,) At 去 覆盖 区 间 [0，1/(2"+: At)] 来 获得 一 个 Sx(*) 的 合理 
估计 . 
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8.5 节 的 评论 与 扩展 

| 1] 如 8.1 节 提 到 的 ， 通过 用 哈 尔 小 波 连 同 式 (315) 得 到 Blackman and Tukey 
(1958) 的 试验 谱 估 计量 (参见 7. 3.2 节 ，Jenkins and Watts, 1968). 在 他 们 书 的 
18 节 Blackman 和 Tukey 描述 了 一 个 简单 的 试验 估计 量 ， 然 后 在 B. 18 节 提 出 一 


些 更 改 ， 在 一 个 比例 常数 内 ， 他 们 的 谱 水 平 C 的 简单 估计 量 通 过 2 v4 (rn )At 给 


出 ， 其 中 y% (zj) 是 式 (308a) 给 出 的 基于 离散 小 波 变换 的 无 偏 估计 量 ， 除 非特 殊 化 
为 哈 尔 小 波 : 


,一 了 


会 2 l ~ q 
vx (rj) = NA Wi 


m Wa = (Vt SVr) NE, Via = (Vt 二 Vi-na)/V2 和 Vo 三 X,( 把 上 
面 的 与 (308a) 比较 ， 对 于 哈 尔 小 波 二 ,=0)， 就 像 数值 例子 指出 的 那样 (Blackman 
and Tukey，1958，p. 46， 表 II) ， 对 于 哈 尔 小 波 ， 他 们 实际 上 用 离散 小 波 变换 
塔 式 算法 计算 简单 的 试验 估计 (又 一 次 忽略 了 比例 常数 ). 

另外 ， 简 单 试验 估计 的 一 个 更 改 是 一 个 “完全 变型 ”(Blackman and Tukey, 
1958，p. 136, VD, EH vi Cx, ) 的 无 偏 哈 尔 极 大 重 登 离散 小 波 变换 估计 值 成 
比例 ， 并 且 对 于 了 蛤 尔 小 波 通过 一 个 接近 极 大 重合 离散 小 波 变 换 塔 式 算法 的 算法 
完成 (算法 差异 仅仅 有 一 个 交叉 运算 和 一 个 比例 常数 )， 他 们 用 一 个 紧密 类 似 于 
5. 3 节 用 过 的 论证 得 到 这 个 估计 量 ,， 消除 一 个 运算 包括 “丢掉 每 一 个 间隔 值 ” 
(下 抽样 ). 

最 后 ， 在 下 面 的 8. 6 节 ， 我 们 探索 哈 尔 小 波 方 差 睐 (zj) 相反 的 会 由 线性 趋势 
影响 ， 在 相关 趋势 情形 下 ， 我 们 建议 用 上 L 宇 4 的 基于 Daubechies 小 波 滤波 器 的 小 
波 方差 . Blackman and Tukey, (1958, p. 136) 也 认为 试验 估计 量 对 于 线性 趋势 
很 敏感 ， 作 为 补救 ， 建 议 差分 化 时 间 序 列 ， 然 后 把 这 些 差 分 的 数据 进行 实验 分 
析 ， 这 个 补救 类 似 于 在 其 里 面 用 D(4) 小 波 与 哈 尔 小 波 对 比 ，D(4) 滤 波 器 有 一 个 
额外 的 艇 人 差分 运算 . 


8.6 例子 : 原子 钟 偏差 


作为 小 波 方差 应 用 的 第 一 个 例子 ， 让 我 们 回 到 第 1 章 所 研究 的 一 些 数据 ， 并 
考虑 图 318 上 面部 分 的 时 间 序 列 ， 该 图 显示 了 时 间 {X,} 与 钨 原子 钟 (编号 为 “时 钟 
517”) 及 美国 首都 华盛顿 美国 海军 气象 台所 保存 的 合作 世界 时 间 ( 美 国 海军 气象 
台 ) 所 表现 的 官方 时 间 尺 度 的 差异 ， 这 种 时 间 尺 度 作 为 一 种 “完美 的 " 钟 从 而 常用 
来 研究 单个 时 钟 571 的 不 完善 性 (事实 上 ， 合 作 世 界 时 间 ( 美 国 海军 气象 台 ) 自 身 
是 由 原子 钟 的 全 体 平均 形成 的 ， 当 然 不 完善 ， 它 也 被 认为 至 少 在 保持 时 间 上 优 于 
时 钟 571 一 个 数量 级 )， 同 时 在 20 世纪 70 年 代 连 续 N=1 026 天 记录 了 每 天 时 钟 
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图 318 由 时 钟 571( 一 个 饮 原 子 钟 ) 得 到 的 和 以 美国 首都 华盛顿 海军 气象 台 保 存 的 合作 世界 
时 间 ( 美 国 海军 气象 台 ) 为 时 间 尺 度 得 到 的 时 间 序 列 {X,} 的 差异 图 (上 部 图 ); 它 的 一 
阶 向 后 差分 {X CPE); 二 阶 向 后 差分 {X:”}( 下 部 )， 在 中 间 图 中 ，Y,(n ) 表 示 
ri 平均 分 形 频 率 偏离 (由 101 的 部 分 给 出 ) 一 一 它们 是 由 式 (321c) 定 义 的 , 与 X, 成 
正比 


571 和 合作 世界 时 间 ( 美 国 海军 气象 台 ) 在 时 间 上 的 区 别 ， 因 此 样本 的 时 间 间 阳 A 二 
1 天 ， 每 个 X 的 值 是 以 毫 微 秒 (1 秒 =10? 毫 微 秒 ) 为 单位 记录 的 ， 但 为 方便 起 见 平 
面 图 的 纵 坐 标 以 微 秒 (1 秒 = 10* 微 秒 ) 为 单位 表示 . 如 果 在 特殊 的 一 天 X, 一 0， 那 
就 表示 时 钟 571 被 设置 的 和 合作 世界 时 间 ( 美 国 海军 气象 台 ) 的 时 间 保 持 完美 的 一 
致 ， 这 发 生 在 :=0 的 那 一 天 ， 仅仅 是 因为 时 钟 571 被 设置 的 和 合作 世界 时 间 ( 美 
国 海军 气象 台 ) 一 致 、 如 果 在 第 t+ 天 时 钟 571 比 合 作 世 界 时 间 ( 美 国 海军 气象 台 ) 
慢 (例如 ， 有 一 天 合作 世界 时 间 ( 美 国 海军 气象 台 ) 报 时 现在 是 中 午 12 点 以 后 ， 时 
钟 571 才 显 示 中 午 12 A), WAJER X<. 图 318 给 出 了 实际 中 的 所 有 准 
确 的 值 ， 因 此 在 近 三 年 的 时 期 内 时 钟 571 会 越 来 越 落 后 合作 世界 时 间 ( 美 国 海军 
气象 台 ) ， 最 后 大 约 落后 146 WE. 

为 对 时 间 序 列 估计 小 波 方差 ， 可 以 使 用 式 (306b) 的 估计 量 几 (rm)， 首 先 我 们 
需要 考虑 如 何 很 好 地 把 {X,} 各 种 向 后 差分 看 作 均 值 为 零 的 一 个 平稳 过 程 的 实现 


10° 101 102 10° 100 10! 10? 10% 
T, At (2) 7, At(X) 


图 319 ”对 于 原子 钟 时 间 差 分 {X,}， 基 于 无 偏 极 大 重合 离散 小 波 变换 估计 量 和 以 下 小 波 滤 波 
器 ; 哈 尔 (左边 图 中 的 z+， 有 一 条 最 小 二 乘 直线 穿 过 它们 )，D(4) (左右 图 中 的 圆圈) 
和 DC6) (左边 图 中 的 加 号 ) 的 小 波 方差 估计 的 平方 根 ， 第 二 个 图 中 95% 的 先 信 区 间 是 


通过 当 7) 一 1， +0046 时 用 由 式 (313d) 给 出 的 RF Vi j=, 8 时 ， 用 由 式 (314c) 给 


出 的 代替 x， 利 用 式 (313c) 计 算 的 区 间 的 平方 根 ， 不 同 的 5x (bm ) 的 真实 值 在 本 书 的 
网 页 中 列 出 


图 318 的 中 图 和 下 图 显示 了 {X,}) 的 一 阶 和 二 阶 疝 后 差分 ， 即 
ab = X, ==, X,- »X:” = At ame xX 一 X, ar 2X FX; 


GES E A e R A a EE). BE EX } 的 样本 均值 
(一 142. 3) 明 显 偏 离 0， 并 且 随 时 间 有 线性 增 大 的 趋势 ， 因 此 认为 这 个 序列 是 一 
个 均值 为 零 的 平稳 过 程 的 实现 是 不 合理 的 .第 二 个 差分 序列 {X'”} 和 它 的 变化 域 
相 比 有 一 个 很 小 的 样本 均值 (0.023)， 而且 没有 明显 的 不 连续 ， 是 一 个 平稳 过 程 
的 实现 ; RM, WME XO } 确 实 有 线性 趋势 而 有 斜率 a ， 练 习 [288bj] 表 示 {X.”)} 
的 均值 会 等 于 a,， 由 于 在 一 千 天 里 {Xm } 增 加 大 约 25 SRS. ABA a 的 粗略 估 
it 0. 025， 和 样本 均值 相当 一 致 ， 由 于 d= 2 是 减 小 {X,} 到 小 波 方 差 有 意义 的 
最 小 差额 的 量 ， 那 么 我 们 应 该 考虑 用 宽度 为 上 L 宇 2d 二 4 的 小 波 滤波 器 .除非 
{XW } 的 线性 趋势 的 确 有 问题 ， 否 则 D(4) 小 波 应 该 是 适当 的 ， 在 线性 趋势 有 问题 
情况 下 我 们 需要 用 D(6) 小 波 ( 这 和 练习 [305] 的 结果 一 致 ). 

图 319 的 左 图 显示 了 对 于 D(4) 和 D(6) 小 波 滤波 器 的 估计 的 作为 的 函数 的 
小 波 标 准 偏离 ?x(t)( 即 六 (tj) 的 平方 根 )， 说 明 一 下 ， 哈 尔 小 波 滤波 器 也 是 如 此 
(在 原子 钟 著作 里 画 标 准 偏离 图 而 不 是 方差 是 常见 的 ， 因 为 前 者 在 研究 中 和 数据 
的 单位 相同 )， 在 左 图 中 ， 对 于 D(4) 和 D(C6)，vx (rj) 的 值 分 别 用 圆圈 和 加 号 表示 
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出 来 ; 而 对 于 蛤 尔 小 波 滤波 器 用 通过 X 的 直线 示 出 ， 即 作为 logio (r, ) BY A R Y A 
logo (vx (zr)) 的 最 小 二 乘 拟 合 ，j 二 1，2，…，10. 注意 到 估计 的 D(4) 和 D(6) 小 


波 方差 相互 之 间 非 常 接近 ， 而 且 可 以 看 出 两 个 小 (z,) 估 计 值 相同 ( 即 Sy Co) He 


一 / 魏 方 时 的 二 次 积分 )， CX } 的 明显 线性 趋势 对 D(4) 在 r 处 的 估计 值 影响 不 


大 而 且 偏 低 . 
练习 [320a] 解释 为 什么 一 共有 十 个 哈 尔 几 (rm ) 估 计 值 ， 而 分 别 仅 有 8 个 和 
7 个 估计 值 ， 估 计 D(4) 和 了 D(6) 小 波 方 差 . a 


虽然 D(4) 和 D(6) 小 波 方差 相当 一 致 ， 而 哈 尔 小 波 方差 截然 不 同 ， 毫 无 疑 
问 ， 因 为 {X, 的 一 阶 向 后 差分 被 认为 是 一 个 零 均 值 平 稳 过 程 的 实现 是 不 合理 的 . 
通过 哈 尔 vx (rm ) 值 的 最 小 二 乘 直线 能 很 好 拟 合 ， 斜 率 十 分 接近 于 1(0. 998)， 这 一 
点 可 用 下 面 的 练习 解释 . 

练习 [320b] 邻 {X, } 是 一 阶 向 后 差分 均值 为 零 的 平稳 的 过 程 . 定义 X, 三 
Xi 十 ae 十 ati BX, RX) 一样 ， 但 有 附加 的 线性 趋势 . 证 明 ， 如 果 用 哈 尔 小 
波 滤波 器 ， 那 么 

E{y% (rc,)} = ve (r) + Cri» 
其 中 常数 C 取决 于 斜率 ea, ， 确 定 它 是 练习 的 一 部 分 ， 使 用 图 318 的 上 图 可 以 粗略 
地 得 到 a ， 因 此 就 可 以 确定 C， 并 且 解 释 在 图 319 中 左 图 的 哈 尔 vx Cr) fË. 4 

注意 甚至 没有 仔细 考虑 !X,} 的 特征 ， 这 容易 直接 从 图 319 中 看 出 ， 有 时 的 现 
象 用 哈 尔 小 波 方差 会 出 错 ， 因 为 它 和 D(4) 及 D(6) 方 差 很 不 一 致 .一 般 地 ， 用 不 
同 宽度 的 滤波 器 产生 小 波 方差 防止 选 出 的 工 过 小 是 一 个 不 错 的 办 法 . 

由 于 图 319 指出 D(4) 和 D(6) 小 波 方差 的 一 点 不 同 ， 我 们 可 以 安排 D(4) 估 计 
足以 确定 时 钟 571 的 性 能 (然而 ， 我 们 必须 事先 推断 D(4) 在 rs 处 的 估计 ， 因 为 没 
有 相应 的 D(6) 估 计 ， 就 像 我 们 后 面 将 看 到 的 ， 由 于 {X:"} 的 明显 的 线性 漂移 ， 
D(4) 估 计 可 能 会 存在 偏差 );， 图 319 中 的 右 图 显示 了 D(4) 小 波 方差 估计 的 平方 根 
与 使 用 由 式 (313d) 的 r 到 r 的 和 式 (314c) 的 m 和 rs 的 7 估计 的 自由 度 为 
y 的 x 逼近 构造 的 小 波 方差 的 95%% 置 信 区 间 的 平方 根 ( 后 两 个 尺度 有 等 价 自由 度 
m=3 和 1 相当 于 如 =13 和 3， 无疑 将 产生 乐观 的 置信 区 间 )， 例 如 ， 这 个 图 告诉 
我 们 ，r, = 1 天 时 钟 571 的 时 间 偏 差 的 平均 值 的 差 接近 于 2 毫 微 秒 ， 在 95% 置 信 
KELE, DKE 3 毫 微 秒 小 至 1 毫 微 秒 是 不 合理 的 . 这 个 分 析 可 以 用 来 比较 
时 钟 571 和 其 他 时 钟 的 性 能 ， 由 于 我 们 确定 zx Cr ) 怎 样 能 接近 真 值 wx (rm )， 就 可 
以 以 此 来 判断 时 钟 571 和 其 他 任何 时 钟 在 性 能 上 的 观察 区 别 是 具有 统计 意义 的 ， 
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或 者 仅仅 是 由 于 数据 数量 的 限制 的 人 为 统计 结果 . 

从 图 319 也 可 以 看 出 ， 随 着 o 的 增 大 时 钟 571 的 平均 时 间 差 也 在 变化 . 
zx(ri) 随 r; 变化 的 状态 可 看 成 是 logio (yx (rj)) 作 为 logo(r) 的 图 数 的 两 个 区 域 线 
性 增加 的 结果 ， 即 到 r Acs Mee. 图 319 显示 在 这 两 个 区 域 的 线性 最 小 二 乘 
AWE, n Br 的 斜率 为 0.74，r 到 rs 的 斜率 为 1. 26(r 似乎 是 转折 点 ， 因 为 
推断 的 第 二 个 衰退 线 和 vx (rt AR RET). 上 述 解 释 同 有 限 频 率 的 两 个 寡 规 律 的 
情况 一 致 ， 一 个 在 小 尺度 (8 天 或 更 小 )， 一 个 在 大 尺度 (16 RREK). 借助 于 
vx (Tt)， 可 以 概括 出 时 钟 571 的 性 能 如 下 : 

(1.62427, j=1,2,3,4; 


x Ces) 4 (321a) 
0. 541r, j = 5,6,7,8. 


注意 借助 于 大 (rzr) 而 不 是 它 的 平方 根 ， 上 式 变 为 (ri)ocr j=1, 2, 3, 4 
Hvil) ore, j=5, 6, 7, 8 BA vilr) cr PER H S NEFF, 


] <1f1< 方 ， 所 以 ， 近 似 地 有 


gitl 


| 
sne1 (321b) 
| T Ie 
现在 让 我 们 来 讨论 哈 尔 小 波 方差 和 Allan 方差 之 间 的 关系 . Allan 方差 是 
Allan(1996) 提 出 的 一 个 不 错 的 时 钟 性 能 测量 (参见 Barnes 等 ，Rutman，1978; 
Percival, 1983, 1991; Greenhall, 1991; Flandrin, 1992; 以 及 Percival and 
Guttorp, 1994). 为 了 建立 这 种 关系 ， 我 们 从 对 n 的 平均 分 形 频 率 偏离 的 定义 


开始 
F. (r) = X= Aa, (321c) 


它 和 {X,} 的 一 阶 向 后 差分 成 比例 ， 如 果 {X,} 的 单位 用 毫 微 秒 ，rAt 的 单位 用 天 ， 
那么 如 果 cw At 再 用 毫 微 秒 为 单位 ，Y, (ri ) 可 变 为 无 量 纲 的 量 ， 因 为 一 天 是 86 400 
秒 ， 在 这 个 例子 中 可 以 给 一 阶 差 分 X, 一 XX,-1 除 以 8. 64X10” 使 Y, (zi ) 变 为 无 单位 


的 ， 一 天 里 X, 中 的 8. 64 毫 微 秒 的 改变 相当 于 -55 的 分 形 频率 偏离 (参见 图 318 中 


间 图 的 纵 轴 ). 

因为 一 个 时 钟 仅仅 是 一 个 按照 振荡 工作 在 一 个 特殊 额定 频率 f。( 例 如 ，/f。 = 
5 兆赫 ) 下 循环 计数 的 装置 ， 因 此 平均 分 形 频 率 偏离 的 概念 是 有 用 的 ， 因 为 它 告 
诉 了 在 一 个 时 间 周 期 mn At 里 ， 在 相对 的 基础 上 额定 频率 偏离 振荡 器 多 少 ， 特 别 
地 ， 如 果 令 /Ki) 在 上 时刻 是 振荡 器 的 “瞬时 ?频率 (这 和 相位 变化 的 时 间 导 数 有 
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图 322 ”对 于 基于 无 偏 极 大 重合 离散 小 波 变换 估计 量 和 以 下 小 波 滤波 器 ， 哈 尔 (左边 图 中 的 X) 
和 D(4){( 左 右 两 边 图 中 的 圆圈 ) 的 原子 钟 一 天 平均 分 形 频 率 偏 离 {Z (ri )} 的 小 波 方 差 
估计 的 平方 根 ，vy(r ) 的 真实 值 在 本 书 的 网 页 中 列 出 


关 )， 那 么 我 们 有 


eae) Joos 
Y, (zi) z, At a . ~- “ds. 


同样 o 平均 分 形 频率 偏离 可 以 给 出 如 下 : 


=f fOO—foy 1 Xi — Xi, 
Tbr) TiAL ir a fo T; Sy afte = rjAt 


特别 注意 ，Y, (rj) 是 r 偏离 子 序列 的 平均 ， 因 此 是 {Y.(r)) 的 函数 . 
如 果 现 在 我 们 把 {Y, (rw )} 看 作 是 一 个 随机 过 程 ， 它 的 一 阶 向 后 差分 是 一 个 平 
稳 过 程 ， 那 么 在 尺度 nm 处 对 于 这 些 r, 偏离 ，Allan 方差 定义 为 


ob (2st) = FELY, G) — ¥,-,, Cr)):} (322) 


(练习 [8. 12146 Allan 方差 注释 后 给 出 了 基本 原理 ， 而 练习 [8.13j 解 释 了 为 什么 
在 期 望 前 有 -一 个 因子 广 ) 现在 可 以 把 {Y,(r)} 的 Allan 方差 与 哈 尔 小 波 方差 联系 


如 下 . 
练习 [322] 令 {Y,(r)} 是 具有 平稳 一 阶 向 后 差分 的 过 程 ， 令 好人 (5) 是 这 个 过 


程 的 哈 尔 小 波 方差 . 证 明 ， 如 果 向 后 差分 过 程 均 值 为 零 ， 那 么 


vý (rj) = 504 (204). < 


让 我 们 考虑 ， 以 对 {X,} 前 面 的 分 析 和 重新 改变 比例 一 阶 向 后 差分 {Y, CDA 
么 关系 ， 图 322 BAR TM FLY, (cH RAI D(4) 小 波 方差 的 平方 根 (分 别 在 图 
中 由 X 和 圆圈 给 出 )， 因 为 现在 处 理 的 是 过 程 {Z (rm )}， 它 的 一 阶 差分 和 均值 为 夫 


) Ra # 323 


的 平稳 过 程 接近 哈 尔 和 D(4) 小 波 方差 现在 是 完全 可 以 比较 的 ， 唯 一 明显 的 差别 
是 在 尺度 ts 二 128 天 ， 其 中 D(4) 的 估计 约 比 哈 尔 小 波 方差 小 三 倍 ， 如 果 用 哈 尔 估 
计 计 算出 最 小 二 乘法 拟 合 与 式 (321a) 比 较 ， 可 以 得 到 

3.093 X10 5%, j= 1,2,3,4; 


vy (Tj) ~ (323) 
L021 X10 er se j = 5,6,7,8. 


转换 后 得 
[了 
Li fF jm, 1/512 一 | f |< 1/32. 
AHLY (ri) ) 是 和 {X,) 的 一 阶 差分 成 比例 ， 我 们 有 
-25 1/32 < 1/2; 
Sx Cf) oc EP wt Deed EENS NeXt 
上 


sin? (xf) (xf)? 


上 面 的 指数 和 式 (321b) 一 致 . 

此 外 ， 如 果 对 于 两 个 最 大 尺度 我 们 取 哈 尔 估计 并 确定 通过 它们 的 直线 (在 
log/log 空间 ) XAF j=9 和 10 求 得 yy(t,)ccr”， 因 此 指数 相当 接近 于 1， 练习 
[320b] 讨 论 指 数 能 够 为 1 是 由 于 在 {Y, (5)}) 里 的 主线 性 趋势 所 造成 的 ， 这 在 
图 318 的 中 已 经 注意 到 了 . 线性 趋势 不 应 该 引起 对 于 D(4) 小 波 方差 的 问题 ， 因 
为 D(4) 滤 波 器 有 两 个 戏 和 人 差分 运算 . 由 于 哈 尔 估计 yy (ts) 位 于 十 分 接近 基于 拟 合 
尺度 rt,，，rtw 外 推 ， 观 察 对 于 vy(rs) 的 哈 尔 和 D(C(4) 估 计 的 区 别 可 能 是 由 于 线性 趋 
势 的 缘故 ; 即 由 于 这 个 趋势 哈 尔 估 计 可 能 上 偏 ， 图 322 中 的 右 图 显示 了 由 
式 (313d) 对 尺度 n 到 rs 得 到 的 思 和 由 式 (314c) 的 尺度 cr 到 rs 得 到 的 ;估计 是 
得 到 用 式 (313c) 确 定 置 信 度 为 95% 的 D(4) 的 置信 区 间 . 哈 尔 估计 vy (rs) 落 在 基 
于 D(4) 估 计 的 对 于 ww(rs) 的 置信 区 间 内 ， 因 此 样本 变化 可 能 也 会 造成 差异 . 

最 后 ， 让 我 们 用 这 个 例子 说 明 小 波 方差 图 可 以 帮助 确定 ， 当 一 个 时 间 序 列 如 
同一 个 平稳 过 程 一 样 对 着 一 个 有 平稳 向 后 差分 的 不 平稳 过 程 的 最 好 的 模型 .按照 


了 型 过 程 ， 前 者 通过 在 低频 部 分 随 着 Sx(7cc | S P> o> 1 近似 用 谱 密度 函数 


变化 特征 化 ， 而 后 者 在 o<—1 特征 化 ， 对 于 小 波 方差 ， 在 大 斥 度 下 ， 我 们 有 近 
似 的 帮 (r)ccrr"， 因 此 平稳 性 与 负 指数 有 关 ， 并 且 不 平稳 过 程 与 非 负 指数 有 
关 ， 当 我 们 把 logo Ok Cr) EX logio Cr; ) 的 函数 绘图 时 ， 指数 变 成 了 斜率 ， 且 在 
大 尺度 下 零 斜 率 区 分 为 平稳 过 程 和 非 平稳 过 程 变 成 一 个 合适 的 参考 .因此 分 形 频 
RAAY Ga) 与 一 个 非 平稳 模型 保持 一 致 ， 因此 ， 在 图 319 中 标 出 的 正 斜 率 立 
即 告诉 我 们 时 间 差 分 {X,} 是 保持 非 平稳 模型 .图 322 左边 的 哈 尔 估计 显示 了 大 扩 
度 下 的 正 斜 率 ， 因 此 分 形 频率 偏离 { 立 (r )} 保 持 非 平稳 模型 ， 然而， 这 种 模型 的 需 
要 仅仅 由 于 一 个 线性 趋势 一 一 D(4) 估 计 值 ( 它 被 这 样 一 个 趋势 影响 ) 提 出 一 个 平稳 
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图 324 网 186 中 新 奥尔良 市 子 潮 海 平面 的 变化 ， 在 实际 尺度 mAt=1 天 下 作出 的 依赖 于 时 
间 的 LA(8) 小 波 方差 估计 ， 同 时 还 有 基于 假想 小 波 方差 估计 值 为 1/2 和 有 着 ,= 
15. 25 W X 分 布 的 一 个 典型 的 95%% 置 信 区 间 ( 详 傅 参 见 正文 ) 


模型 也 许 已 经 很 充分 ， 就 像 图 332 右 图 中 描述 的 通过 线性 最 小 二 乘 直 线 的 负 斜 率 
指出 的 . 

我 们 将 进而 在 9.7 节 检 查 原子 钟 数据 ， 作 为 一 个 可 以 作为 长 记忆 过 程 模型 的 时 间 
序列 的 例子 . 


8.7 WF: 子 潮 海平 面 涨 落 


在 5. 8 节 我 们 看 到 新 奥尔良 市 子 潮 海 平面 变化 的 多 分 辨 分 析 指 出 在 一 些 尺度 
下 的 变化 是 依赖 季节 的 (参见 图 186)， 在 假设 围绕 大 约 三 十 天 有 价值 数据 的 时 间 
段 内 之 下 ， 观 察 到 的 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 小 波 系数 可 以 看 作 是 一 个 零 均值 高 斯 
平稳 过 程 的 实现 ， 通 过 计算 与 时 间 有 关 的 小 波 方差 估计 值 进而 探究 可 变性 (具有 
这 些 数 据 ， 由 经 验 可 知 这 些 假设 都 是 合理 的 ). 

图 324 表明 基于 有 61 个 数据 值 的 一 段 上 ， 对 于 尺度 rsAt 二 1 天 的 LA(8) 极 


大 重 登 离散 小 波 变换 小 波 方差 估计 (由 于 A 二 去 天 ， 每 一 个 时 间 段 跨越 30. 5 R). 
我 们 可 以 直接 计算 ， 对 于 i=2, Ns=61, 


(CNS 一 1)72 


ale) = a Wiis"? trumodN » (324) 


Ns,--f-0/2 j 
然后 以 与 X, 有 关 的 实际 时 间 为 横 坐 标 ， 绘 出 这 个 估计 的 图 (在 上 面 ，| 4 | = 
11 是 为 了 排列 { 玉 ,.,) ，LA(8) 滤 波 器 的 相位 特性 所 需 的 循环 移 位 ， 因 此 ， 我 们 可 
以 认为 它 是 一 个 零 相 位 滤波 器 的 近似 输出 一 一 详情 参见 4. 8 节 )， 在 我 们 的 假设 


下 ， 可 以 为 基于 随机 变量 总 ,, (rs ) 分 布 的 逼近 ， 假 定 随 时 间 变 化 的 真实 小 波 方 
差 成 ,Cr ) 计 算 一 个 95 站 置信 区 间 ， 我 们 可 以 用 一 个 类 似 于 产生 式 (314c) 中 六 的 
论证 为 X 分 布置 等 价 自由 度 是 y= 15. 25: 每 一 个 估计 量 用 61 DRAB EBB) 
波 变 换 小 波 系 数 和 j= 二 2 形成 ， 因 此 ， 置 信 区 间 采 用 形式 


| 17VXie(rz) WYN Cre) | 
Q, (0. 975) 'Q,(0. 025) J’ 


在 对 数 尺度 下 绘图 时 ， 我 们 有 效 地 对 logvx,(r ) 获 得 一 个 置信 区 间 ， 形 式 为 


;log(v%,, (Tz )) + log( 4z) | 


| log.: C72)) + log( @,(0. 025) 
0. 


a,00. 75 
Q,(0. 975) 


这 个 区 间 的 宽 是 log (Q, (0. 975)/Q, (0.025))， 它 明显 与 真正 的 估计 值 无 关 . 
图 324 的 右 下 角 附 近 描 述 了 基于 假设 估计 败 ,.(rz)=1/2 上 的 置信 区 间 . 因为 这 个 
图 有 一 个 log 的 纵 坐 标 ， 我 们 仅仅 需要 整体 移动 这 个 置信 区 间 ， 以 使 低 置 信 限 
和 高 置信 和 限 之 间 的 圆圈 以 真实 的 估计 六 ,, (rs WU, Wk Cr ) 获 得 一 个 95%% 置 
信和 区间 ( 绘 在 一 个 对 数 轴 上 ). 

对 于 随 着 时 间 变 化 的 小 波 方差 的 置信 区 间 表 明 ， 当 我 们 说 明 抽 样 变化 时 ， 发 
生 在 同日 不 同年 的 忠 ,, (zs) 几乎 没有 明显 的 变化 ; 即 可 以 把 图 324 中 的 曲线 模拟 
成 周期 是 一 年 的 周期 函数 . 对 于 尺度 n 到 r;， 一 个 类 似 的 简化 可 以 得 到 证 明 . 
伴随 着 图 186 的 多 分 辨 分 析 的 研究 ， 这 些 结果 提供 了 一 个 合理 方法 ， 总 结 与 太 度 
有 关 的 方差 每 一 年 的 变化 ， 通 过 平均 12 年 会 在 一 个 给 定 月 份 下 降 的 循环 平移 的 
极 大 重 秋 离散 小 波 变换 小 波 系数 的 平方 . 这 个 平均 的 结果 在 图 326 中 展现 出 来 . 
在 简化 假设 每 一 个 月 的 小 波 系数 可 以 认为 是 一 个 平稳 过 程 实现 的 一 部 分 且 今年 和 
下 一 年 的 系数 彼此 无 关 下 ，8. 4 节 描 述 的 方法 很 容易 地 适用 于 为 潜在 的 真实 方差 
构造 一 个 大 约 95% 的 置信 区 间 . 如 果 我 们 忽略 出 现 的 很 小 的 差异 ， 因 为 日 房 的 
月 有 不 同 的 天 数 ， 在 对 数 尺度 下 这 些 区 间 的 宽度 又 一 次 依赖 于 特殊 的 尺度 ， 但 
是 ， 在 一 个 给 定 的 尺度 下 ， 不 依赖 于 方差 估计 本 身 . 因此， 基于 11 月 估计 ， 在 
图 326 中 对 每 个 尺度 给 出 的 置信 区 间 可 以 整体 转移 到 其 他 月 份 ， 通 过 一 个 给 定 的 
尺度 去 评价 抽样 变化 . 

我 们 能 够 从 图 326 和 图 186 得 到 以 下 结论 : 尽管 在 不 同 的 尺度 ， 对 于 给 定 的 
月 份 ， 方 差 估计 是 不 相同 的 ， 但 是 方差 的 暂时 模式 对 于 所 有 6 个 尺度 是 非常 类 似 
的 (对 于 尺度 r; At= 二 32 天 它 是 成 立 的 这 个 事实 ， 在 图 186 的 多 分 辨 分 析 中 并 不 是 
很 明显 )， 平 均 方差 一 般 在 冬季 最 高 (11 月 到 3 月 ), 在 7 月 和 8 月 最 低 ， 大 约 是 


在 一 年 的 最 低 季 节 海 平面 后 的 3 到 4 个 月 (参见 图 186 PHS). 平均 冬天 的 方差 


123456789101112 123456789101112 
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图 326 对 于 图 186 的 子 潮 海平 面 的 变化 以 日 历 的 月 份 为 组 ， 在 实际 尺度 ratl 
2，…,7) 天 下 估计 LA(8) 小 波 方差 


比 夏天 的 方差 数量 级 高 ， 这 个 相对 简单 的 子 潮 海平 面 季节 变化 的 基于 尺度 的 描述 
能 够 使 用 ， 例 如 ， 可 以 用 来 通过 计算 机 模拟 研究 它们 的 极 值 统 计 学 一 一 这 个 统计 
学 在 预测 海啸 影响 的 “最 坏 情况 ”中 是 非常 重要 的 组 成 部 分 (Percival and Mofjeld, 
1997). 


8.8 例子 : 尼罗河 最 低 水 位 


在 5.9 节 尼 罗 河 最 低 水 位 序列 的 讨论 中 ， 我 们 注意 到 大 约 在 715 年 后 ， 基 于 
哈 尔 多 分 辨 分 析 在 视觉 上 提出 在 尺度 = 二 1 和 rt; 二 2 年 下 可 变性 降低 ， 它 是 围绕 
着 时 间 ， 历 史记 录 显 示 在 此 时 间 内 这 个 序列 测量 方式 上 的 变化 ， 因 为 人 类 的 视觉 
系统 已 经 在 某 种 程度 上 发 展 ， 因 此 ， 我 们 可 以 很 容易 地 分 辨 出 模式 ， 当 随机 性 提 
出 时 ， 会 容易 被 欺骗 从 而 看 见 不 存 在 的 模式 ， 因 此 ， 通 过 考虑 抽样 变异 性 的 影响 
的 统计 过 程 ， 证 实 我 们 的 视觉 影响 是 很 重要 的 .为 此 ， 我 们 把 时 间 序 列 分 成 两 部 
分 ， 由 序列 的 前 94 个 观测 值 (622 到 715) 和 后 569 个 观测 值 (716 到 1 284) 组 成 . 
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图 327 在 715. 5 年 前 后 对 尼罗河 最 低 水 位 时 间 序 列 估计 的 哈 尔 小 波 方差 (分 别 用 X 和 0o 表 
示 )， 还 有 基于 有 着 由 式 (314c) 中 的 wy; 确定 的 等 价 自由 度 的 XX 台 近 的 95%% 转 信 区 间 
(分 别 用 细 线 和 粗 线 表示 )。 号 (ri ) 的 真实 值 在 本 书 的 网 站 中 列 出 


有 了 这 个 分 割 ， 然 后 我 们 在 尺度 n 到 r 下 单独 为 这 两 个 子 序列 计算 哈 尔 小 波 方 
差 . 这 些 估 计 的 方差 在 图 327 中 给 出 ， 一 起 的 还 有 用 由 式 (314c) 中 使 用 7 决定 的 
等 价 自由 度 的 使 用 xX 逼近 计算 出 的 95%% 置 信 区 间 ( 在 8. 4 节 讨 论 的 结果 中 ， 这 个 
方法 产生 最 宽 的 置信 区 间 ， 因 此 被 采用 ， 以 致 于 我 们 在 留 有 余地 方面 犯 了 错误 ). 
我 们 看 到 ， 对 尺度 和 rt,，95% 的 置信 区 间 确 实 没 有 捕获 相同 的 值 ， 导 致 对 哈 
尔 多 分 辨 分 析 的 视觉 解释 产生 信任 .相反 ， 对 于 尺度 = 和 ri ，95%% 置 信 区 间 几 
乎 没有 显示 小 波 方差 在 这 些 尺度 下 有 明显 的 改变 . 

这 个 例子 说 明了 在 -一 个 并 不 是 全 局 平稳 ， 但 可 以 认为 在 两 个 邻接 的 时 间 段 内 
是 局 部 平稳 的 序列 上 小 波 方差 的 用 途 ， 历 史上 的 记录 人 允许 我 们 在 715 年 处 客观 地 
把 这 个 序列 分 开 ， 但 是 在 一 个 序列 中 区 域 的 先 验 的 辨认 平稳 性 是 合理 的 假设 常常 
是 不 可 能 的 ， 就 像 在 这 里 做 的 ， 在 9. 6 节 我 们 为 不 需要 一 个 先 验 的 分 割 的 方差 齐 
性 做 尺度 统计 测试 ( 当 应 用 于 在 9. 8 节 的 尼罗河 序列 时 ， 我 们 得 到 与 这 里 相同 的 
结论 ). 
8.9 例子 : 海洋 切 变 测量 

这 里 ， 我 们 通过 把 小 波 方差 应 用 于 5. 10 节 描述 的 和 图 194 下 方 绘 出 的 垂直 
海岸 线 深 度 序 列 来 说 明 它 的 用 途 .在 图 上 ， 有 两 条 细 的 垂直 线 作 标记 ， 它 们 之 间 


有 从 489. 5m 到 899. Om 的 4 096 个 值 . 随后 ， 我 们 假设 这 个 子 序列 (在 图 328 的 
顶部 再 绘 出 ) 可 以 认为 是 一 个 过 程 实现 的 部 分 ， 这 个 过 程 的 一 次 向 后 差分 是 一 个 
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图 328 选择 N=4 096 的 海洋 切 变 测量 的 部 分 {X,}( 上 部 的 图 ) 和 相应 的 向 后 差分 {X'…j} (下 
部 )， 整 个 序列 在 图 194 的 底部 绘 出 ， 在 它 上 面子 序列 由 两 条 细 的 垂直 线 描绘 


零 均 值 的 平稳 过 程 ( 我 们 需要 这 个 假设 去 应 用 下 面 用 到 的 有 意义 的 方法 )， 图 328 
下 方 的 图 显示 了 这 些 差 异 ， 在 图 中 没有 任何 显示 它 会 排除 一 个 零 均值 平稳 过 程 作 
为 模型 . 

图 329 左边 图 的 X 显 示 了 在 从 mAt=0.1m 上 升 至 twzAt 二 204. 8m HERR 
度 上 的 无 偏 极 大 重合 离散 小 波 变换 哈 尔 小 波 方差 估计 .理论 上 ， 在 一 个 log/log 
REF, Ar 函数 的 天 (nm) 图 中 的 线性 区 域 指出 ， 在 一 个 特殊 频率 区 域 上 ， 
有 着 与 直线 斜率 相 联系 的 寡 规 律 指数 的 一 个 寡 规 律 过 程 的 存在 .对 于 最 小 的 七 
个 尺度 ， 了 哈 尔 小 波 方差 估计 近乎 完美 地 沿 着 这 条 直线 下 降 ， 图 中 穿 过 它们 的 直 
线 是 通过 线性 最 小 二 乘 计 算 的 ， 其 斜率 为 1. 66 兰 5/3. 由 于 对 于 一 个 有 着 指数 
a RRL EE. Ar ) 近 似 地 随 着 tr”! 变化 (参见 8. 1 节 )， 哈 尔 小 波 方差 图 
有 力 地 提出 了 在 尺度 0. 1 到 6.4 米 上 ， 有 一 个 指数 a= — 8/3 HEME EY 
存在 . 

除了 哈 尔 估 计 外 ， 图 329 左边 的 图 也 显示 了 基于 D(6) 小 波 滤波 器 上 的 小 波 
方差 (十 )， 在 小 的 尺度 下 ， eet le 对 于 最 小 的 七 个 
尺度 ，D(6) 估 计 值 不 再 像 一 个 明显 的 直线 那样 排 成 一 行 ， 并 且 对 于 相应 的 D(6) 
估计 ， 我 们 发 现 用 哈 尔 小 波 方 差 最 小 的 ee 右边 的 
图 复制 了 D(6) 估 计 ， 也 显示 了 基于 D(4) 和 LA(8) 小 波 滤波 器 上 的 估计 (各 自用 
小 的 和 大 的 圆圈 ). 这 里 我 们 看 到 在 所 有 的 尺度 下 ，D(6) 和 LA(8) 估 计 之 间 的 一 
个 好 的 吻合 ， 并 且 排 除 在 中 间 尺 度 下 一 些小 的 差异 ， 它 们 和 D(4) 估 计 值 相当 地 
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图 329 用 无 偏 极 大 重 三 离散 小 波 变换 估计 量 和 下 述 小 波 滤波 器 得 到 的 垂直 切 变 序 列 的 小 波 方 
差 估计 : 了 哈 尔 ( 左 边 图 中 以 X 表 示 ， 有 两 条 回归 的 直线 拟 和 它们 )，D(4)( 右 边 图 中 的 
小 圆圈 ) ，D(6)( 两 个 图 中 十 所 表示 的 ) 和 LA(8) (AWA PRAM. Ale ae Cr) 
的 值 在 本 书 的 网 页 中 列 出 


We. 因此， 虽然 D(4)、D(6) 和 LA(8) 估 计 合 理 地 吻合 ， 但 是 哈 尔 小 波 方差 估 
计 在 小 尺度 下 系统 地 比较 高 ， 在 前 节 原 子 钟 例子 中 ， 我 们 也 注意 到 了 ， 包 含 哈 尔 
估计 在 内 的 不 和 谐 性 ， 我 们 认为 这 些 不 和 谐 性 是 由 于 对 于 原子 钟 数据 向 后 差分 不 
能 合理 地 模拟 成 一 个 零 均 值 平稳 过 程 ， 从 图 318 中 间 图 可 以 明显 地 看 到 (样本 均 
值 实质 上 不 等 于 零 ， 并且 可 论证 的 是 在 差分 的 数据 中 有 一 个 线性 趋势 )， 对 于 垂 
直 切 变 序 列 ， 哈 尔 和 其 他 小 波 方差 估计 间 的 不 一 致 不 是 由 于 任何 明显 地 违背 平稳 
性 ， 但 是 可 以 解释 为 泄漏， 

在 谱 密度 函数 估计 中 ,泄漏 是 一 个 已 经 知道 的 现象 一 一 参见 7. 5 节 ( 特 别 是 
关于 图 273 和 275 的 讨论 )， 泄 漏 表明 它 自 己 在 谱 密度 函数 的 低 宕 部 分 是 一 个 向 
上 的 偏离 ， 由 于 我 们 可 以 把 小 波 方差 估计 转化 为 谱 密度 函数 的 一 个 区 域 估计 ， 让 
我 们 这 样 做 去 说 明 提 高 的 哈 尔 估计 可 以 转化 成 与 典型 的 泄漏 形式 符合 的 谱 密度 函 
数 阶 ， 图 330 显示 了 式 (316) 估计 的 谱 密度 函数 阶 C 为 一 条 在 信和 频 程 带 
Em Pa ] 上 的 常数 直线 ， 其 中 对 于 哈 尔 估计 ，7 一 1，…，12( 粗 "阶梯 ")， 


对 于 D(6) 估 计 ，j 王 1，…，9( 细 阶梯 ). 虽然 在 低频 部 分 ， 两 个 谱 密度 函数 估计 
之 间 达 到 一 个 好 的 吻合 ， 但 是 在 高 频 部 分 基于 哈 尔 的 估计 偏 高 ， 它 是 估计 的 谱 密 
度 函 数 的 低 寡 部分， 这 个 模式 与 基于 哈 尔 的 估计 中 的 泄漏 相符 合 . 


作为 比较 ， 我 们 也 绘 出 了 基于 泄漏 倾向 周期 图 Sm” (,) 的 谱 密度 函数 估计 ( 圆 
图 ) 和 基于 天 =7 正 弦 锥 形 和 相对 无 泄漏 的 多 锥 估计 量 S™ (.)( 星 号 ) (多 锥 
谱 密度 函数 估计 量 的 详细 情况 参见 7.5 节 )， 在 非 零 的 傅 里 时 频率 i= g» 
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图 330 比较 基于 周期 图 (o)， 用 天 =7 的 正弦 锥 形 形 成 的 多 锥 谱 密 度 函 数 估计 (*)， 哈 尔 和 
D(6) 小 波 方差 估计 (分 别 用 粗 的 阶梯 和 细 的 阶梯 表示 ) 上 的 垂直 切 变 测量 “ 倍 频 程 
带 ? 谱 密度 函数 估计 ， 详 情 参见 正文 


二 1]，…，2 048( 回 想 ，N=4 096) 上 计算 周期 图 和 多 锥 估计 .13 个 圆圈 表 
R, MERE, 8P (fi), SP fa), EP Cf, AMS” Cfa); 下 面 四 个 估计 值 ， 即 
Sm (Ff)，…，Sm( fs) 的 平均 ; 下 面 八 个 估计 值 Sm (fs)，…， SP (fis) HE 


均 ; E, MSP fios), os SP (fzos) 的 平均 结束 . 作为 与 估计 值 有 关 的 伟 
里 叶 频 率 的 函数 ， 绘 出 每 一 个 倍 频 程 带 平 均 的 估计 值 的 图 .是 号 是 通过 对 多 锥 
估计 值 按 同样 的 方法 获得 .注意 在 谱 密 度 函 数 的 低 罕 (高 频 ) 部 分 ， 基 于 周期 图 
估计 一 贯 地 超过 基于 多 锥 估计 ， 表 明 在 周期 图 中 有 泄漏 迹象 通常 ，D(6) 小 波 
方差 产生 一 个 与 摆脱 泄漏 的 多 锥 估计 值 吻合 很 好 的 谱 密 度 函 数 估 计 ( 在 中 间 区 
域 倍 频 程 带 中 有 一 些 差异 ， 部 分 归 因 于 抽样 变化 )， 相反 ， 基 于 哈 尔 谱 密 度 R 
数 估计 显示 了 与 周期 图 相同 的 模式 ; 即 在 高 频 部 分 比 D(6) 或 基于 多 锥 估计 有 
规则 地 高 ， 再 次 ， 基 于 哈 尔 小 波谱 密度 函数 估计 和 泄漏 倾向 周期 图 性 质 上 的 类 
似 表明 在 哈 尔 小 波 方差 中 一 个 泄漏 形式 . 

为 了 确切 地 了 解 为 什么 基于 哈 尔 谱 密 度 函 数 估 计 容 许 泄漏 ， 假 定 {X,} 有 如 下 
所 述 的 理论 谱 密度 函数 ， 这 粗略 地 类 似 于 图 333 中 的 D(6) 和 多 锥 估计 : 
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图 331 哈 尔 小 波 方 差 中 的 泄露 (详情 参见 正文 ) 


32. 768, | f |< 5/128; 
Sx(f) = 432. 768 «| 128f/5 |>", 5/128 <| f |< 5/8; (331) 
| 8f/5 |7'7/500, 5/8 <| f|<5. 


图 33) 中 的 图 (a) 表 明 Sy (+) (HER). — E AY E A A R OP Hk BPH” (+) 
( 细 实 线 ) 和 D(6)( 粗 实 线 ) 小 波 滤 波 器 ， 图 (Cb) 的 阴影 部 分 描述 了 Sx(*) 和 对 于 
一 个 理想 的 具有 通 带 [5/2，5j 的 带 通 滤波 器 的 平方 增益 函数 的 乘积 ， 即 标 称 上 
与 物理 尺度 mr At AK. 这 个 图 也 显示 了 分 别 对 于 哈 尔 ( 细 线 ) 和 D(6)( 粗 ) 小 波 


滤波 器 的 Sv(.) 和 THizD (.) 的 乘积 ， 如 果 我 们 回想 EM? (+) A Sx (OR 
积 的 积分 (参见 式 (305)) ， 我 们 看 到 在 图 (b) 中 细 线 和 粗 线 下 面 的 积分 分 别 产 
生 ， 对 于 最 小 的 尺度 的 哈 尔 和 D(6) 的 小 波 方差 . 虽然 对 于 D(6) 小 波 的 曲线 很 
好 地 集中 在 标 称 通 带 附近 ， 但 是 对 于 哈 尔 小 波 的 曲线 不 是 这 样 . 这 个 不 同行 为 
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的 原因 可 由 图 (a) 推 断 : 对 于 小 的 fo PAAR A D(6) 小 波 的 平方 增益 函数 HP (+) SP 
别 与 产 和 天 成 比例 (这 些 衰退 率 分 别 地 与 这 些小 波 滤波 器 具有 一 个 和 3 PRA HY 
差分 运算 有 关 ). Wilt. WA BIBRA BEE Sx (*) 在 频率 的 中 间 区 域 向 上 发 散 
MRRP OO), RM DOT. 类似 地 ， 图 (c) 显 示 了 第 二 个 尺度 的 情形 ， 它 
又 一 次 显示 了 对 于 这 个 尺度 ， 哈 尔 小 波 方差 主要 由 标 称 通 带 外 的 频率 决定 ， 最 
后 ， 岁 (d) 显 示 了 前 9 个 尺度 的 理论 哈 尔 (X) 和 了 D(6)( 十 ) 小 波 方差 (通过 数值 积 
分 计算 )， 整 体 的 现象 和 斜率 与 图 329 的 左 网 符合 得 很 好 . 

在 图 329 中 ， 在 小 尺度 下 ， 哈 尔 和 其 他 小 波 方差 的 差异 可 归于 泄漏 的 一 种 形 
式 ， 汇 漏 是 由 

[对 于 这 些 尺 度 ， 标 称 通 带 外 的 哈 尔 平 方 增益 函数 的 低 误 退 率 ， 和 

[2] 对 于 垂直 切 变 序列 的 谱 密度 函数 在 频率 中 间 区 域 随 着 频率 的 下 降 不 合理 
的 增加 间 的 相互 影响 导致 . 

注意 这 个 泄漏 的 形式 很 容易 发 现 : 我 们 仅仅 需要 在 一 个 小 的 上 升 的 滤波 器 宽 
度 序列 上 比较 小 波 方差 估计 ， 图 329 右边 的 图 指出 在 D(4) 估 计 中 仍然 有 少量 的 
泄漏 ， 但 是 ，D(6) 和 LA(8) 很 好 地 跟随 彼此 的 事实 表明 ， 一 旦 我 们 接触 到 D(6) 
滤波 器 ， 就 不 用 考虑 泄漏 . 

图 333 显示 了 在 每 个 尺度 下 ， 伴 随 着 真实 小 波 方差 的 3 个 95 办 置信 区 间 ， 作 
为 物理 尺度 的 函数 小 波 方差 估计 值 绘 的 图 .这 个 图 指出 这 些 序列 的 方差 主要 是 由 
于 在 尺度 6. 4m 和 更 长 处 的 波动 ， 它 与 海洋 内 深层 射流 和 内 部 波动 有 关 ， 注意 作 
H logi Cr; ) 的 函数 logy (站 (rm ) 在 小 尺度 0.1 到 0. 4m 和 中 等 尺度 0.8 到 6. 4m 上 
近似 线性 变化 (然而 ， 近 似 线性 的 程度 是 很 有 限 的 ， 在 每 种 情况 下 ， 小 于 尺度 的 
数量 阶 )， 与 这 两 个 区 域 有 关 的 斜率 分 别 为 0.7 和 2.5, 小 尺度 主要 由 满 流 影响 ， 
对 于 作为 logy (x; ) 的 函数 logic (V(r,)) 的 斜率 表明 满 流 以 与 指数 a 二 一 1.7 的 车 
规律 一 致 的 速率 重复 出 现 ， 这 个 结果 可 以 用 作物 理 模型 ， 存 中 间 尺 度 下 ,指数 
a 二 一 3. 5 宪 规 律 重复 出 现 可 以 解释 为 内 部 波动 和 满 流 区 域 之 间 的 一 个 过 渡 区 域 . 

图 333 中 的 三 个 置信 区 间 是 基于 有 由 为 、 思 和 7; 决定 的 等 价 自由 度 y BY 
近似 ， 等 价 自由 度 的 真实 值 在 表 333 中 列 出 ， 对 于 七 个 最 小 的 尺度 ， 从 一 个 实际 
工作 者 的 观点 看 ， 由 这 三 个 方法 给 出 的 置信 区 间 可 互 换 ， 但 是 不 要 惊讶 ， 在 两 个 
最 大 的 尺度 下 ， 一 致 性 打破 ， 置 信 区 间 可 以 用 来 估计 ， 例 如 ， 估 计 这 个 特殊 序列 
在 尺度 25. 6m 处 的 波动 是 否 与 在 海洋 其 他 地 方 取 到 的 其 他 组 吻合 ， 

最 后 ， 让 我 们 再 一 次 说 明 ， 小 波 方差 怎样 可 以 轻易 地 用 于 处 理 作为 在 某 些 区 
域 局 部 平稳 的 最 好 模型 的 时 间 序 列 . 在 5. 10 节 ， 在 图 195 中 描述 的 ， 垂 直 切 变 
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图 333 ”为 垂直 海洋 切 变 序列 作出 的 对 于 D(6) 小 波 方差 的 95% 置 信 区 间 ， 这 个 区 间 是 基于 
无 偏 极 大 重 公 离散 小 波 变换 估计 量 ( 图 329 的 十 和 上 面 的 0o) 和 有 着 由 从 左 到 右 ， 式 


(313d) 899, + 使 用 由 式 (313) 给 出 的 Sx(*) 名 义 上 的 模型 得 到 的 式 (313d) 的 ges R 
(314c) 的 wn,， 所 确定 的 等 价 自由 度 的 XxX 近似 分 布 上 ( 表 333 列 出 了 等 价 自由 度 


的 值 ) 

l 
1 1 890 
站 2 850 
六 2 046 
M, 4 091 


表 333 
J 
2 3 4 5 6 7 8 9 
1 027 584 289 94 82 32 20 8 
1 633 899 359 173 78 31 17 5 
1 020 508 251 123 59 27 11 3 


4 081 4 061 4 021 3 941 3 781 3 461 2 821 1 541 


注 ， 结 合 图 333 显示 的 D(6) 小 波 方差 估计 2 Cr, 给 出 的 自由 度 ?; ，7z 和 力 的 等 价 次 数 (接近 最 近 的 
整数 )， 最 后 一 行 给 出 了 在 每 个 尺度 下 的 极 大 重 公 离散 小 波 变换 小 波 系数 的 个 数 . 

序列 的 LA(8) 多 分 辨 分 析 的 讨论 中 ， 我 们 注意 到 ， 在 浅 的 地 方 ， 突 出 的 脉冲 首先 

出 现在 tAt=1. 6m 处 , 但 是 随 着 深度 的 增加 ， 在 较 小 的 尺度 下 变 得 更 加 突出 . 

这 里 ， 我 们 可 以 通过 由 式 (324) 计 算 的 依赖 于 时 间 的 LA(8) 小 波 方差 证 实 这 个 模 

式 (注意 用 LA (8) 小 波 而 不 是 D(6) 小 波 是 由 于 前 者 较 好 的 时 间 序 列 特征 ). 

图 195 中 脉冲 的 大 小 大 约 50m， 如 果 令 Ns 二 257， 每 段 跨度 25. 7m， 它 是 一 个 合 
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图 334 对 于 切 变 数据 ， 估 计 LA(8) 小 波 方差 ， 用 深度 在 450m 左右 的 257 NAKE A K i 
小 波 变换 小 波 系数 的 分 段 的 计算 . 如 图 中 所 标记 的 ， 物 理 尺 度 是 0.2，0.4，0.8 和 
1. 6m( 即 tAt，j 二 2，…，5)， 估计 值 上 下 的 细 曲 线 表 示 按 照 式 (313c)， 用 7 一 257/ 
2’ 得 到 的 95% 置 信和 区 间 ( 这 与 用 式 (314c) 的 p FAD 


理 的 区 间 ， 在 它 之 上 去 假设 局 部 平稳 性 . 对 于 尺度 cw Ar=1.6 低 至 tzAt 二 0.2m,， 
得 到 的 估计 值 在 图 334 中 以 粗 线 绘 出 ， 一 起 的 还 有 通过 路, (rt; ) 分 布 的 X 近似 计 
算出 的 高 的 和 低 的 95% 置 信 区 间 ( 细 曲线 ) (按照 式 (314) 中 的 7， 等 价 自由 度 取 值 
为 /= Ns/2; )， 注 意 由 于 这 个 图 的 垂直 轴 是 对 数 ， 越 过 每 一 个 尺度 ， 置 信 区 间 的 
高 度 看 起 来 与 估计 方差 无 关 ( 实 际 上 ， 高 度 与 估计 值 成 比例 )， 按 科学 的 方法 ， 重 
要 的 观测 值 是 一 个 关于 图 195 中 多 分 辨 分 析 的 一 个 证 实 ， 即 在 小 波 方 差 中 与 脉 
冲 一 致 的 顶点 看 起 来 随 着 尺度 的 减 小 深度 增加 ， 表 明 在 尺度 1. 6m Ab A i i R 
使 更 深层 的 比较 短 尺度 湛 流 (参见 Serroukh 等 ，2000， 适 合 于 补充 去 掉 高 斯 假 
设 的 处 理 ). 
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8.10 ”小 结 


令 {X,: t=*"…*, —1, 0, 1; …} 是 一 个 离散 参数 实 值 随机 过 程 ， EM d 阶 问 
后 差分 


Y, = (1 一 B)4X, = bh 
是 一 个 具有 谱 密 度 函 数 Sy(*) 和 均值 py 的 平稳 过 程 ( 这 里 4 是 一 个 非 负 整数 ，jyy 不 必 
BE). > SORRIA )} 的 谱 密度 函数 ， 对 于 它 我 们 有 Sx (有 = 二 Sy (有 )/D" (内 ， 
Hp D( fy=4sin’ (nf) (如 果 {X,}) 事 实 上 是 一 个 非 平稳 过 程 ，Sx(*) 和 Sy(*) 之 间 
的 关系 提供 对 Sx(*) 的 一 种 定义 )， 给 定 一 个 第 j 层 极 大 重合 离散 小 波 变换 小 波 
滤波 器 {hj.,: /二 0，…，L, 一 1}， 它 是 基于 宽度 为 L 的 Daubechies 小 波 滤波 器 ， 
定义 第 j 层 小 波 系 数 过 程 为 


) 一 1)*X,, 


上 .一 人 
W, = >) AX as t = --,—1,0,1,°*% 
{=0 
(在 上 式 中 ， BAL =(2-1)(L-lD+). 如 果 工 宇 24， 那 么 { 殉 ,;.,} 是 一 个 平稳 


过 程 ， 其 谱 密 度 函 数 由 S;(/) 三 K(f 有)Sx NB, HPHP ORAO EH 
增益 函数 .然后 ， 我 们 可 以 在 尺度 =V hE MX DRAB 


= 2 
Ale) = var{ W.) =Í FO (PS Naf 
—1/ 


(这 个 方差 必定 有 限 且 与 i ER). 我 们 有 


Sk (a) = var{X,}, 


j=} 


其 中 如 果 {X,} 是 非 平 稳 的 ， 则 var{ X,} 是 无 限 的 ， BS, iG ) 表 示 在 尺度 的 
变化 所 引起 的 {X,} 的 整体 变化 (注意 nm 事实 上 是 一 个 非 单位 标准 尺度 ， 通 过 与 
{X,} 相 关 的 样本 区 间 Al HHRMA LAB MARE rAd. 

假设 我 们 给 定 一 个 时 间 序 列 ， 它 可 以 看 作 是 过 程 {X,} 的 一 部 分 Xo，*…*，XN-， 
的 实现 ， 只 要 M =N—L,+1>0, 且 或 ()L>>2d, Ri) L=2d, py 二 0( 任 何 一 个 
条 件 都 暗示 了 E(W,,)=0, MHE vi) SEW), RATT IR lE 


偏 估计 量 
| NE 
vx (tT;) = > Wi 


Hp W,, EAA FS j 层 极 大 重合 离散 小 波 变换 小 波 系数 : 


W, = > hjtXs-imoan. t= 0,1,°°»N—1. 
i=0 
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EEL l, |, N1, W, =W, RTX e 的 这 些 范围 E{W,} = 
w(t;)( 这 个 关系 对 :一 太一 1 并 不 必要 成 立 ， 因 此 取 所 有 N 的 样本 均值 ， 可 能 的 
一 般 来 说 可 能 产生 vi (zr,) 的 无 偏 估计 量 )， 在 假设 {W,,} 是 一 个 高 斯 过 程 的 条 
件 下 ， 那 么 对 于 大 的 M;， 随 机 变量 y(t;) 服 从 均值 为 vx (rt;)、 方 差 为 2A;/M, 的 
近似 高 斯 分 布 ， 其 中 | 
A= | spas 


(这 个 结论 在 A, AREA S (f)>0 几乎 处 处 成 立 的 条 件 下 成 立 )， 基 于 效 (rm)， 我 
们 用 这 个 结果 可 以 间接 地 为 起 (rm ) 构 造 一 个 置信 区 间 ( 参 见 式 (311))， 但 是 ， 得 到 
的 区 间 可 以 有 一 个 负 的 下 限 ， 这 很 不 方便 ， 因 为 在 实际 中 ， 我 们 常常 用 log/log R 
度 来 为 小 波 方差 估计 和 它们 相应 的 置信 区 间 绘 图 . 

对 由 Cr) 产生 置信 区 间 的 一 个 更 吸引 人 的 (而 渐 近 等 价 的 ) 途 径 是 假设 
Pik AA 5 X 有 着 相同 的 分 布 ， 即 一 个 具有 7 为 等 价 自由 度 的 X 随机 变 
量 ， 这 个 假设 导致 如 下 形式 的 置信 区 间 

| Wee | 

Q,(] 一 户 ) Qp) 
其 中 Q,(p) 是 对 Xs 分 布 的 pX100% 百 分 率 点 ， 以 上 结论 需要 7 的 值 ， 它 可 以 使 
用 下 述 三 种 方法 之 一 确定 . 


[1 我 们 可 以 使 用 
- __M; vx (rt;) 
== A, 
估计 7， 其 中 


A; 一 一 


REGLE W, I Ua E 即 
一 !r| 
$ — ta > W, Ws » Ol TIS M; =L 
j t=L.-l 


(2 | an Fe FR NTE Sx€*) =a€x( f), 其 中 Cx(*) 是 一 个 已 知 欧 数 ， 并 且 a 是 
一 个 未 知 的 倍增 常数 ， 那 么 我 们 可 以 对 { 丈 …) 的 谱 密度 函数 表示 为 
SP) = a HP (PCx(f) = aC; f), 


y= [SCF df = vate) + Dae, 


HAR 7 为 


LEM —1)/2] 


(E co] 


[3] 使 用 要 求 极 大 重重 离散 小 波 变换 小 波 滤 波 器 {h,.,} 的 带 通 性 质 的 论证 ， 我 


们 可 以 置 7 为 
ņa = max{M,/2’,1}. 
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给 7 取 值 的 三 种 方法 的 相应 的 矩阵 在 8. 4 节 的 最 后 讨论 . 
最 后 ， 注 意 由 于 第 j 层 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 小 波 滤波 器 的 带 通 特 性 ， 我 们 
可 以 把 在 尺度 上 的 小 波 方差 的 估计 转化 成 在 滤波 器 通 带 上 的 谱 密度 函数 


Sx(*) 的 一 个 估计 ， 这 个 方法 使 用 C = 2) 04 (2) At 估计 在 倍 频 程 频带 


1 
| 2’ At 


8. 11 
[8.1] 


[8. 2] 


[8.3] 


[8. 4] 


[8.5] 


[8.6] 


pa |] 上 的 谱 密度 函数 ， 得 到 的 估计 量 是 一 个 分 段 常数 


练习 


令 {e:} 是 一 个 有 着 零 均 值 和 方差 ee 的 白 曝 声 过 程 (由 定义 ， 这 个 过 程 有 由 
式 (268d) 给 出 的 自 协 方差 序列 )， 注 意 式 (267b) 可 以 用 来 证 明 ， 对 于 一 个 
白 噪声 过 程 ， 对 于 所 有 的 f. PEEP S =o 给 出 (为 了 方便 假 
设 At 是 1)， 导 出 {fe,)} 的 小 波 方差 只 (Cr ) 的 一 个 清晰 的 表达 式 . 用 这 个 表 
达 式 ， 验 证 对 于 一 个 白 品 声 过 程 ， 式 (296d) 成 立 ( 即 所 有 可 能 的 二 进 尺 度 
上 的 小 波 方差 的 和 等 于 过 程 方差 ce ). 
使 用 一 个 高 斯 随机 数 生 成 器 ， 创 建 一 个 有 着 零 均 值 和 单位 方差 的 长 为 
N=1 024 的 白 曝 声 过 程 的 实现 . 使 用 式 (306b) 的 无 偏 极 大 重合 离散 小 波 
变换 估计 量 y (cr, ft DEAT Bev (zr) ,tj 二 1，2，4，…，512， 对 于 生成 
的 序列 用 下 面 三 个 小 波 滤波 器 中 的 任意 两 个 : 哈 尔 、D(4) 或 LA(8). 重 
复 使 用 式 (306c) 的 有 偏 极 大 重 释 离散 小 波 变换 估计 量 . 在 log/log 尺度 
下 ， 绘 出 o 的 函数 的 中 (mr ) 估 计 图 .借助 于 一 个 寡 规 律 过 程 解释 你 的 图 . 
假设 {X,} 是 一 个 如 式 (288a) 定 义 的 随机 游 动 过 程 . 证 明 ， 对 于 哈 尔 小 波 ， 
我 们 有 

v (r) = t (r, +z): 
其 中 是 用 于 创建 {X,} 的 白 噪声 过 程 的 方差 .假定 是 1， 在 一 个 log/log 
尺度 下 ， 对 j= 二 1，…，10, 绘 出 作为 = RR (zr) 的 图 ， 怎 样 可 以 使 你 
的 图 对 应 于 由 练习 [288a] 最 后 部 分 的 答案 提出 的 结果 ? 
使 用 一 个 高 斯 随机 数 生 成 器 ， 创 建 一 个 长 为 N=1 024 的 随机 游 动 过 程 
{X,) 的 实现 ( 见 前 一 个 练习 )， 用 无 偏 和 有 偏 极 大 重 符 离 散 小 波 变换 估计 
DR (x, Fly (x, ) (GR (306 b) Al (306) ) FT AD BEAT vilr), tj 二 1，2， 
4，…，512， 对 于 生成 的 序列 ， 用 下 面 三 个 小 波 滤波 器 中 的 任意 两 个 : 
哈 尔 、D(4) 或 LA(8). 在 log/log 尺度 下 以 绘 出 你 的 作为 普 的 函数 的 
var, fait. 借助 于 一 个 寡 规 律 过 程 解释 你 的 图 . 
证 明 ， 如 果 {X,} 是 一 个 平稳 过 程 ， 小 波 方差 的 无 偏 和 有 偏 极 大 重 亚 离散 
小 波 变 换 估 计量 (分 别 是 式 (306b) 和 式 (306c)) 之 间 预 期 的 差异 随 着 N 一 
co 趋 于 0， 如 果 {X,} 是 一 个 有 着 平稳 一 阶 向 后 差分 的 非 平稳 过 程 ， 相 同 
的 结果 也 成 立 ? 
假设 {X,} 是 有 着 零 均值 的 一 阶 平稳 自 回 归 过 程 ， 即 我 们 可 以 写 X= 
$X. +e, HH | $1 二 1， 且 {e,) 是 一 个 零 均值 白 曲 声 过 程 ，{X,} 的 自 
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[8.7] 


[8.8] 


第 8 Ë 


协 方差 序列 {5,}) 由 sx. =P"! sxo 给 出 ， 其 中 sxe 是 过 程 的 方差， 像 式 
(296a) 和 (306a) 定 义 且 假定 利用 哈 尔 小 波 ， 令 { 琵 ,是 单位 尺度 极 大 重 亚 离 
散 小 波 变换 小 波 系 数 过 程 ， 且 令 { 厂 ,,) 是 基于 时 间 序 列 XS, oe, Xv EY 
单位 尺度 极 大 重 杰 离散 小 波 变 换 小 波 系数 . t 在 什么 范围 内 我 们 有 W,,= 
Wi? 对 于 所 有 的 1 确定 EWS. 在 什么 情况 下 我 们 有 EW o} =k)? 
令 Xos e, X ,是 过 程 {X,} 的 一 部 分 ， 这 个 过 程 的 a 阶 向 后 差分 形成 
一 个 平稳 过 程 ， 令 M>N 是 被 2 整除 的 2 的 任 一 次 震 ， 且 如 式 (308c) 构 
HX. 令 克 ), 表 示 基 于 宽 工 三 2d 的 一 个 Daubechies 小 波 滤 波 器 上 的 
{X? } 的 第 j 层 离散 小 波 变 换 小 波 系数 , 令 L, 如 式 (146a) 定 义 . 在 假设 
| 这 一 1 >L, F, 证明 ， 在 被 ”整除 的 前 提 下 ， 式 (308d) 所 显示 的 小 波 
系数 子 序列 等 于 从 无 穷 序列 {页 ;.,) 选 出 的 随机 变量 (这 在 式 (296a) 中 定 
X). EAE X 中 ， 如 果 我 们 用 Xe ，…，Xw-; 的 样本 均值 填充 X, 而 不 
是 用 0 将 会 有 什么 变化 ? . 
假设 {X.} 是 使 单位 尺度 极 大 重 秋 离散 小 波 变 换 小 波 系数 过 程 { 死 ,.,} 是 平稳 

的 ， 且 具有 谱 密 度 函 数 S, (. ) 和 平方 可 和 的 自 协 方差 序列 {%..}， 定义 相应 
的 单位 尺度 离散 小 波 变换 小 波 系数 过 程 为 {252 丽 ,2 t=, 1, 0, 
1，…}( 参 见 式 (70c))， 证 明 这 个 过 程 是 平稳 的 ， 并 且 有 一 个 对 于 | PI < 


1/245 S\(£) +8, (于 十 去) 成 比例 的 谱 密度 西数 (提示 回想 练习 [23b]). 


[8.9] 验证 式 (309). 
[8. 10] 假定 我 们 再 写 式 (314a) 的 通 近 包含 在 奈 硅 斯 特 频 率 的 项 ， 那 时 有 


[8.11] 


LCM. —1)/2J 
x 2 3 < l á 1 
vx (ej) oF 一 S; (fa) M, > 人 


其 中 当 M, 是 偶数 时 Tw 为 单位 ， 当 M 时 奇数 时 为 零 ， 现 在 仅仅 认为 近似 
S» (0)/M, = Wi 可 以 忽略 ， 大 样本 理论 提出 Sm (F)/s,(>)A—t xi 
分 布 并 且 这 个 随机 变量 与 上 面 求 和 式 中 的 所 有 随机 变量 无 关 ， 在 假设 


Is 二 Xy 
vx Cr; ) 
下 ， 使 用 一 个 等 价 自由 度 的 论证 证 明 


LOMi 一 D724 


( CCD+c( 本 )Zu ) 


1 
LCM ,一 1) 


2 5 Go +o (4) I 
1 


(参见 式 (314b) 中 的 72). 

基于 式 (313c) (7 由 式 (313d) 中 的 志 估计 ) 和 基于 DCAD BEA ZH vx Cr) h 
D(4) 极 大 重 伙 离散 小 波 变换 无 偏 估计 量 ， 对 在 图 42 的 标题 中 列 出 的 16 
点 时 间 序 列 {X H k DHA 一 个 95% 置 信 区 间 . F uk DHAR 
二 个 95% BAK. 但 这 次 用 式 (314c) 中 的 等 价 自由 度 ys. MAA 


t 
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[8.12] 


[8.13] 


一 个 等 价 自 由 度 的 大 小 用 在 这 里 更 合适 ? (注意 ， 表 263 给 出 了 这 里 可 
能 用 到 的 X 分 布 的 一 些 百分率 点 ). 

证 明 ， 在 假设 过 程 均值 是 未 知 的 因此 用 样本 均值 估计 的 条 件 下 ， 式 
(322) 的 对 的 Allan 方差 与 2 样本 的 样本 方差 成 比例 ， 因 此，Allan 方 
差 有 时 叫做 “2 样本 ”方差 ， 它 就 是 记号 o2(2，z;) 中 “2” 的 根本 理由 . 
证 明 ， 如 果 { 立 (nm )} 是 一 个 有 着 方差 CHARMER. BARNA 
o(2, n) =o, Hoi (2, n) HH (322) HH Allan 方差 (在 白 品 声 的 情 
É F Allan 方差 简化 为 过 程 方差 ， 这 是 式 (322) 中 因子 1/2 的 根本 理由 ， 
没有 它 我 们 不 能 得 到 这 样 的 一 致 ). 


B I 
长 记忆 过 程 的 分 析 与 综合 


9.0 引言 


在 第 8 章 我 们 注意 到 ， 作 为 尺度 zc 的 函数 的 小 波 方差 vx (tj; ) 的 估计 的 log/ 
log 图 形 能 帮助 我 们 识别 时 间 序 列 ， 该 序列 能 很 好 地 模拟 为 震 规 律 过 程 {X,};， 即 
— E FE AY HE EE PRES Cf Sx Pc | 了 | ， 当 ae 二 0， 广 ~0 时 ，Sx( 门 一 cc， 
我 们 就 说 {X,} 呈 现 “ 长 记忆 ”( 参 见 7. 6 节 中 的 精确 定义 和 评论 )， 在 微观 和 宏观 现 
象 的 科学 研究 工作 中 广泛 地 发 现 和 研究 这 种 过 程 : 

。 通过 细胞 膜 的 电压 波动 (Holden. 1976). 

。 沙 粒 通过 沙漏 一 个 小 时 的 密度 变化 (Schick and Verveen, 1974). 

。 高 速 公 路 的 交通 流量 变化 (Musha and Higuchi, 1976). 

。 地 球 物理 学 中 铀 孔 的 阻抗 变化 (Walden，1994). 

地 球 旋 转变 化 (Munk and MacDonald，1975). 

© EZ XX- 射 线 的 时 间 变 化 (McHardy and Czerny, 1987). 

对 于 长 记忆 过 程 ， 随 着 + 变 大 ， 作 为 log(m ) PRB log (ux C DD ER H Hh 
率 为 一 a 一 1 的 线性 变化 ， 这 个 简单 的 关系 暗示 小 波 特别 善于 处 理 这 种 过 程 ， 在 
最 近 几 年 里 ， 许 多 人 ， 例 如，Flandrin(1992)，Masry(1993) 和 Wornell(1993) 等 
意识 到 小 波 变换 能 较 好 地 研究 长 记忆 相关 过 程 和 相关 的 过 程 (引用 的 参考 文献 主 
要 集中 于 连续 时 间 非 平稳 过 程 的 小 波 级 数 表示 ). 

本 章 我 们 将 考虑 离散 小 波 变 换 用 于 平稳 长 记忆 过 程 和 相关 非 平稳 过 程 的 分 析 
和 综合 的 方法 ,在 log -频率 /log- 寡 坐标 轴 中 ， 随 着 f 一 0， 至 少 在 频率 了 的 若干 
倍 频 程 ， 这 两 种 过 程 的 谱 密度 函数 的 图 形 近 似 于 具有 负 斜 率 的 直线 . 在 9.1 节 ， 
我 们 将 讨论 离散 小 波 变 换 近 似 去 除 分 形 差 分 (FD) 过 程 的 相关 性 (这 些 过 程 给 出 了 
一 些 具 有 长 记忆 特征 的 简单 易 处 理 模型 ， 参 见 7. 6 节 关 于 分 形 差分 过 程 基 本 性 质 
Witt). 去 相关 的 属性 是 基本 的 : 鉴于 分 形 差分 过 程 中 的 随机 变量 有 高 度 的 相 
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关 性 ， 离 散 小 波 变换 产生 一 些 新 的 随机 变量 族 ， 即 小 波 系 数 ，( 在 尺度 内 及 之 间 ) 
它 近 似 地 去 掉 相 关 性 ， 因 此 更 适合 于 统计 分 析 . 这 个 基本 结果 常用 于 两 个 方面 . 
首先 ， 通 过 随机 产生 离散 小 波 变换 系数 从 而 利用 离散 小 波 逆 变 换 组 合 这 些 数据 产 
生 输 出 过 程 的 方法 ， 能 够 近似 模拟 长 记忆 过 程 (参见 9.2 节 )， 其 次 ， 给 定 意欲 模 
拟 化 为 分 形 差 分 过 程 的 时 间 序 列 ， 我 们 可 以 使 用 近似 极 大 似 然 估 计 (MLE) 来 估 
计 该 过 程 中 的 两 个 未 知 参数 ， 极 大 似 然 估 计 直 接 以 离散 小 波 变换 的 去 相关 性 为 基 
础 ， 从 而 最 大 化 简单 似 然 函 数 (9. 3 节 和 9. 4 节 )， 基 于 著名 的 最 佳 性 质 而 广泛 地 
把 极 大 似 然 估 计 用 于 统计 时 ， 通 过 小 波 方差 和 尺度 的 最 小 二 乘 拟 合 (log/log 空 
间 )， 也 可 以 估计 分 形 差 分 过 程 的 未 知 量 (9. 5 节 ). 最 小 二 乘 估计 虽然 可 论证 是 
次 佳 的 ， 但 是 容易 计算 . 在 9.6 节 我 们 将 考虑 去 相关 性 质 的 另 一 种 用 途 ， 在 平稳 
分 形 差 分 过 程 的 零 假设 前 提 下 ， 对 于 有 用 的 方差 的 齐 性 ， 设 计 了 一 个 简单 的 实 
验 ， 在 小 结 (9.9 节 ) 以 前 ,使 用 原子 钟 和 尼罗河 级 数 (9.7 节 和 9.8 节 ) 来 说 明 此 
章 中 所 讨论 的 方法 . 


9.1 长 记忆 过 程 的 离散 小 波 变 换 


让 我 们 开始 用 一 个 例子 研究 长 记忆 过 程 的 离散 小 波 变 换 的 统计 属性 . 图 342 
的 左下 图 显示 了 具有 零 均值 和 参数 8 二 0.4 与 o? = 二 1.0 的 平稳 分 形 差 分 过 程 {X,} 
的 长 度 为 N=1 024 的 实现 X， 该 模拟 序列 用 Davies-Harte 方法 (7.8 节 描 述 ) 产 
生 ， 并 表现 了 典型 长 记忆 过 程 的 大 尺度 变量 .为 了 量化 这 些 变量 ， 我 们 指出 样本 
自 相 关 序列 去 延迟 在 右 下 图 的 *=32( 自 相关 序列 中 的 值 用 描绘 与 零 偏 差 的 垂 线 来 
HAN). 这 个 序列 定义 为 


D 三 -Z r=0,1,°",N—-l1, 


PX. 一 N-I ’ 


该 序列 是 对 px..=sx.-/sx0 Mitt FEA i sx.) EF DIE 22 it EN A th Fi 22 FF 
列 (ACVS)( 有 关 自 协 方 差 序列 的 描述 参见 7. 4 节 ). 注意 已 估计 的 自 相 关 序 列 在 
所 有 展示 的 延迟 上 表现 出 实质 的 正 自 相关 性 ， 这 也 是 典型 的 长 记忆 过 程 . 

上 述 时 间 序 列 ， 我 们 显示 它 的 基于 LA(8) 小 波 ， 在 J。=7 层 的 部 分 离散 小 波 
变换 ， 小 波 函 数 和 尺度 系数 W, s W 和 V, 循环 平移 ， 然 后 作为 时 间 的 函数 
对 LA(8) 滤 波 器 的 相位 性 质 绘 出 系数 的 图 形 (参见 4. 8 节 )， 小 波 系数 的 图 描述 了 
两 个 重要 特征 ， 第 一 ， 这 些 系数 的 平均 值 随 尺度 增加 ， 第 二 ， 尽 管 模拟 序列 本 身 
显示 出 长 项 相关 性 的 强 可 视 迹 象 ， 但 是 在 已 给 定 尺 度 内 的 小 波 系数 之 间 没 有 明显 
的 模式 ( 除 可 论证 的 W; 外 ，W, 的 系数 符号 交替 变化 ， 但 仅仅 从 8 个 系数 中 推出 
很 多 结果 是 有 争议 的 )， 我 们 可 以 通 对 循环 平移 的 小 波 系数 的 每 个 向 量 通 过 计算 
样本 自 相关 序列 来 量化 这 种 自 相 关 性 的 不 足 ， 在 图 342 的 右 列 绘 出 了 样本 自 相关 
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342 ”对 于 模拟 FD(0.4) 时 间 序 列 的 LA(8) 离 散 小 波 变换 系数 和 样本 自 相关 序列 
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序列 (与 零 的 偏差 ) 的 图 ， 在 样本 自 相关 序列 中 的 值 总 体 来 说 比 X 本 身 数量 级 上 
要 小 得 多 ， 但 我 们 看 到 平均 值 随 尺度 增加 ， 正 如 下 面 讨 论 所 描述 的 ， 这 种 增加 能 
够 归 因 于 抽样 的 变化 性 ， 随 着 尺度 的 增加 ，W, 中 系数 的 个 数 N, 三 N/2’ 将 减少 . 
如 果 W, 中 的 值 实际 上 是 高 斯 白 噪声 的 实现 ， 则 统计 理论 指出 对 于 第 /7 层 尺度 样 


本 自 相关 序列 的 近似 量 95%% 应 下 降 到 在 界限 土 一 六 一 一 之 间 ( 见 每 个 图 的 上 面 


和 下 面 的 曲线 ， 更 细节 的 理论 ， 参 见 Fuller，1996， 推 论 6.3, 6.2). 注意 这 些 
界限 随 N, 的 减少 而 发 散 ， 在 界限 外 的 样本 自 相 关 序 列 值 总 数 和 归于 抽样 变化 的 
那些 样本 自 相 关 序 列 值 总 数 和 是 一 致 的 . 

现在 让 我 们 验证 图 342 所 显示 的 小 波 系数 值 增 加 的 比例 和 FD(0. 4) 过 程 的 已 
知 属性 是 一 致 的 .在 4.6 节 讨 论 了 用 等 价 滤波 器 {hj;.,} 形 成 关于 尺度 zj 三 2 的 小 
波 系 数 W, (h 近似 地 是 一 个 带 通 滤波 器 , 标 称 的 通 带 由 [一 1/2’， 
一 1/2i+1]U[1/2i*t1，1/2i] 给 出 ， 如 果 我 们 回忆 ， 由 于 {hj.,} 有 单位 能 量 ， 对 于 
{h,.4} 的 平方 增益 函数 H(*) 必 须 积分 为 1， 我 们 能 够 产生 粗糙 的 近似 
1/2) <| f I< 1/2; 
其 他 . 
若 把 {h,,} 用 于 滤波 器 {XX,}， 就 得 到 带 有 谱 密 度 函 数 的 一 个 过 程 ， 谱 密度 也 数 由 
KH,(f)Sx (有 给 出 (参见 式 (268b))， 这 个 过 程 与 W, 中 的 “循环 无 约束 ”系数 OW. 
有 关 ， 即 在 给 定 尺度 上 ，W,,, 中 除了 边界 的 所 有 系数 不 多 于 上 一 2 个 (参见 4. 11 
节 ， 通 常 L 是 单位 尺度 小 波 滤波 器 的 宽度 )， 若 略 去 这 些 边界 系数 ，W,, 的 方差 
由 式 (268c) 给 出 ， 即 


2i 
0 


1/2 
var{W,.,} = | H,(f Sx (Pdf (343a) 
—1/ 


12 1/2? 
x ?| Sx Pdf = -一 一 | , Sx(f daf = C;. (343b) 
1/27" 1 _ 1 Jip" 


2 2 
如 果 我 们 回忆 


1 b 
| zcod 


是 函数 xz(*) 在 区 间 [a， 幻 上 的 平均 值 ， 则 能 把 C 看 作 是 谱 密度 函数 在 倍 频 程 带 
[下 7， 南 ] 上 的 平均 值 

现在 让 我 们 特殊 化 分 形 差分 过 程 ， 此 过 程 具有 式 (284a) 给 出 的 谱 密 度 函 数 
Sx(。)， 因此 产生 


1/2? 2 


o 
— df. (343c) 
ve (Asin? rf) |? f i 
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图 344 ”由 图 342 中 LA(8) 小 波 系 数 的 样本 方差 ， 从 右 至 左 对 于 层 j= 二 1，…，7( 圆 点 }， 而 
FD(0， 和) 谱 密度 西数 在 信 频 程 带 | rrr > y | 的 中 心 频率 1/27"? Bei 


因为 近似 式 sins Cf) © (af) AE f <E n HE A HY BL 282), 3H F 
j 宇 3， 我 们 可 以 使 用 
ye! ane a ae ends AI D = Č bx g (344) 
并 且 当 8=1/2 At, C,=022)*? log(2)/(n V2) (在 下 面 的 评论 与 扩展 第 [4j 条 中 考 
虚 更 精确 的 近似 ， 当 j= 二 1，2 时 ， 这 种 近似 经 常 使 用 )， 注 意 C, [1/2+?] ”其 
中 1/2"+ 是 信 频 程 带 | sos + 5p ]( 关 于 log 尺度 ) 的 中 心 频率 ， 因 为 在 这 个 频率 的 
谱 密度 函数 能 够 认为 是 倍 频 程 带 的 平均 值 C; 的 一 个 代表 ， 我 们 应 该 发 现 var 
{W,..) 45 Sx(1/21+3) 彼 此 接近 ， 进 而 ， 作 为 log(1/21') 函 数 的 log(var{W.,} ) 或 
log(Sx(1/2”*7)) 的 图 形 应 该 近似 于 斜率 为 一 26 的 直线 . 

作为 例子 ， 图 344 的 圆 图 表示 小 波 系 数 的 样本 方差 5ar{W.,} 三 上 Wi 上/N,， 小 
波 系数 在 图 342 中 出 现 并 在 log/log 轴 绘 出 了 作为 中 心 频率 112 ，j 一 1，…，7 函 


数 的 图 形 ， 准 合 的 细 线 是 作为 这 些 相同 频率 的 函数 Sx (1/2”?) 的 图 形 ， 这 些 频 率 
是 针对 参数 为 6=0.4， a? =1.0 的 FD(0.4) 过 程 (该 曲线 在 log/log 图 形 中 明显 接近 
线性 并 且 最 小 二 乘 斜率 为 一 0. 79， 该 值 很 好 地 与 理论 值 一 26 二 一 0. 8 WA). BMA 


于 j=1，2，3，4( 四 个 最 高 频率 ) ，Vvai(Wi)} 很 好 地 与 谱 密度 函数 值 吻合 ， 而 对 于 
j=5, 6, 不 吻合 ， 这 些 样本 方差 仅仅 使 用 32，16，8 个 值 形成 ， 因 此 我 们 需要 评 
佑 抽样 变化 性 的 影响 ， 在 假设 W', 的 元 素来 源 于 高 斯 分 布 的 随机 抽样 情况 下 ， 而 这 
个 高 斯 分 布 有 零 均值 和 未 知 方差 varl W) (由 于 短暂 讨论 的 去 相关 属性 可 以 认为 是 


ora 
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合理 逼近 )， 由 此 得 出 随机 变量 N,Var{W,,}/var{W.,)} 服 从 具有 N 个 自由 度 的 多 
分 布 ( 参 见 7. 2 节 )， 我 们 可 以 引用 练习 [313b] 论 证 


E var{W,..} N; AAA 
Qx, (0. 975) " Qy, (0. 025) 


对 于 未 知 的 var{Wi.,} 是 一 个 95% 的 置信 区 间 . 在 图 344 中 表示 出 了 这 些 区 间 ， 并 


且 指出 当 考 虑 抽样 变化 性 的 时 候 YGi{W,,,} 与 Sx(1/25+) 之 间 的 偏差 是 不 明显 的 ( 作 
为 log(1/2/*? ) FY) PRK log(var(Wi.,)) 逼 近 斜 率 为 一 26 的 直线 的 暗示 ， 我 们 可 以 通过 
这 些 变量 进行 最 小 二 乘 拟 合 来 估计 8， 参见 9. 5 节 )， 

现在 来 看 各 种 离散 小 波 变换 如 何 使 平稳 分 形 差分 过 程 很 好 地 去 相关 ， 

练习 [345] SW, AW, HAW, 和 Ws; 中 的 两 个 任意 非 边 界 系数 ( 即 系 
数 不 受 循环 性 假设 影响 )， 证明 


LlL -1 


SSA ， m 
cov{ W; Wz) = >% D hjuhp rS u- TESTET 9 (345a) 


其 中 ， L; 是 滤波 器 {h,.,) 的 宽度 . 另外 ， 证 明 ， 当 j=j’, t =t 二 rt 时 ， 上 式 简 
化 为 


了 一】 L.—|m|—1 
S J 


cov{(WisoWins} = >) Srdan Dy hishitint: (345b) 
1!=0 


q 
我 们 可 以 使 用 式 (345b) 来 计算 对 于 在 第 j 层 的 非 边界 小 波 系数 的 理论 自 相 关 
序列 ， 即 


DA aoe, 1,051, 


i var{W,.,} 


(回忆 var {We} = var (W; } =cov{W,., Wy.}). 图 346a 表示 了 与 哈 尔 、 
D(4) 和 LA(8) 小 波 滤波 器 结合 的 FD(0.4) 过 程 在 1j=4 层 和 延迟 r=1，2，3，4 
时 的 计算 结果 (注意 垂直 的 轴 的 范围 是 从 一 0. 2 到 0. 2)， 如 图 342， 在 每 个 自 相关 
序列 中 的 值 绘 出 与 零 的 偏差 (这 些 值 接近 于 零 以 至 于 看 不 清 )， 在 这 12 个 图 的 每 
个 中 ， 在 量 值 上 的 最 大 自 相关 性 发 生 在 单位 延迟 上 (对 于 D(4) 离 散 小 波 变 换 ， 最 
大 的 是 pi 二 一 0. 140)， 之 后 自 相关 序列 对 于 tr 之 2 变 得 很 接近 于 零 . 注意 对 于 给 
定 的 离散 小 波 变 换 ，| on | 随 层 j 增加， 但 是 计算 显示 对 于 所 有 三 个 离散 小 波 
变换 有 | pi 一 pi | 二 0. 01(G 宇 5)， 因 此 单位 延迟 相关 不 会 增长 得 超过 7 一 4 为 
了 比较 起 见 ， 图 346b 表示 对 于 FDO. 4) 过 程 的 延迟 r 一 64 的 自 相 关 序 列 . 在 图 
中 给 出 的 所 有 自 相 关 性 在 量 值 上 大 于 图 346a 中 的 . 因此， 在 给 定 尺 度 中 ， 所 有 
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图 346a 对 于 FDO. 4) 过 程 中 在 r=1, e, 4 时 的 自 相关 序列 哈 尔 、 DA LACO HER 
数 . 自 相 关 序 列 的 值 从 与 零 的 偏差 绘 起 (这 些 值 接近 于 零 以 至 于 看 不 清 ) 
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346b 对 于 分 形 差分 过 程 带 有 6=0,.4 时 的 自 相 关 序列 向 外 延迟 c= 64 


三 个 离散 小 波 变换 的 去 相关 特性 都 相当 好 (注意 这 三 个 离散 小 波 变换 实际 上 操作 
相同 ， 尽 管 一 一 足以 感 兴趣 的 一 一 哈 尔 离散 小 波 变换 比 其 他 的 稍 好 点 ). 
为 了 检验 在 不 同 层 的 小 波 系数 的 相关 性 ， 对 于 给 定 的 7 和;"， 我 们 能 用 
式 (345a) 来 计算 在 上 Ae 的 网 格 上 的 Wj 与 Wy CHOKE. 347a 和 
图 347b 表示 了 对 哈 尔 和 LA(8) 离 散 小 波 变换 在 1 三 j 二 /三 4 的 情况 下 的 计算 结 
果 ( 练 习 [9. 1] 建 立 对 于 D(4) 的 情形 下 的 类 似 的 图 )， 对 于 哈 尔 离散 小 波 变换 我 们 
置 :一 2 7! ， 并 且 对 于 LA(8) 离 散 小 波 变换 ， 有 
0, 17 一 jj|= 1; 
t=41, |j —jl\=2; (346) 
T, ij -j |= 3, 
然后 令 t =ttr, r=—8, =, 8 MFM 的 这 些 选择 ， 要 确保 每 个 图 形 在 这 
些 指标 所 有 可 能 的 选择 下 包含 极 大 相关 ， 通 过 尺度 的 相关 是 小 的 ， 但 可 以 看 到 利 
用 LA(8) 小 波 比 哈 尔 小 波 有 一 个 好 处 : 前 者 的 极 大 绝对 相关 比 后 者 要 小 得 多 . 
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图 347a 


合 ， 我们 捕捉 到 两 系数 展示 的 极 大 绝对 相关 性 
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j=) 
j=2 
j=3 


由 FDO. 4) 过 程 和 对 于 满足 1 过 j 二 7 SA 的 层 ， 在 哈 尔 小 波 系 数 WW,,, 和 Wr 之 间 的 
RHE. B r=2 i Mt Str, 而 有 ft 二 一 8，… 


，8， 通 过 所 有 可 能 的 :和 zt 


图 347b 如 图 347a 中 ， 但 现在 使 用 LA(8) 离 散 小 波 变 换 和 + 取 值 为 式 (346) 


通过 公式 化 等 价 式 (345a) 的 频 域 ， 我 们 可 以 得 到 对 离散 小 波 变 换 的 去 相关 的 


另 一 种 看 法 . 
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练习 [348a] 利用 自 协 方差 序列 是 谱 密度 函数 (参见 式 (267c)) 的 离散 小 波 逆 
变换 的 事实 ， 证 明 
Arh Weal E E e32 u 1 一 2 一 1)) HNH}; (fASx(fodf, (348a) 


其 中 日 ;(*) 是 对 应 于 第 7 FE) UE WK a AE E PH R. < 
上 式 表 明 对 于 尺度 的 相关 在 数量 上 LA(8) 比 哈 尔 小 波 要 小 得 多 ; 如 图 107 所 
示 ， 式 (348a) 中 的 传递 函数 乘积 的 大 小 应 该 随 着 工 的 增加 而 变 小 ， 这 是 由 于 
{hj} 和 {hh,.,}) 通 过 带 通 滤波 器 后 变 为 更 好 的 近似 . 
在 式 (348a) 中 令 j=j, t = 十 r， 我 们 得 到 式 (345b) 的 频 域 等 价 式 ， 即 


co a A =| e PO Hf Sx PAS. (348b) 
当 


练习 [9. 2] 使 用 这 个 表示 式 来 讨论 ， 当 Sx(') 在 整个 标 称 通 带 L1/2… ，1/2] 上 近 
似 为 常数 时 ， 对 于 r 和 0，cov!( 克 ，， 克 :js0， 我 们 基于 下 面 的 结果 可 以 得 到 
进一步 的 了 解 . 

练习 [348b] 证 明 


1/2 
cov{W;., ,Wj...:} = | es. Map. 
其 中 
sp = 25 1, (St Esx (2). a 


上 面 表明 ， 如 果 我 们 忽略 边界 系数 ， 那 么 Wi 中 的 随机 变量 可 以 作为 具有 
谱 密度 函数 S,(* ) 的 平稳 过 程 的 一 部 分 ， 然而 如 果 S;(*) 接 近 于 一 个 白 曲 声 过 
程 的 谱 密 度 函 数 . 即 如 果 S;(*) 是 近似 平滑 的 ,这些 非 边界 小 波 系数 将 近似 
ER. 

作为 一 个 例子 ， 图 349 BRT — i FDO. 4) if AB) Wid E E R g 
Sx(，)， 标 称 通 带 与 垂 线 勾画 的 离散 小 波 变换 系数 W;，…，W, 有 关 ， 右 图 显示 
了 当 使 用 LA(8) 离 散 小 波 变换 时 的 谱 密度 函数 S, CO (考虑 这 些 谱 密 度 函 数 的 形 
状 时 ， 回 忆 图 211 说 明 的 频率 反 序 性 )， 考虑 当 /一 0 时 ，Sx(*) 无 限 地 增长 ， 对 
于 非 边界 小 波 系数 谱 密度 函数 具有 最 大 值 和 最 小 值 ， 它 们 以 不 超过 3 分 贝 而 区 
Bil, 这些 S,(* ) 没 有 非常 不 同 的 事实 可 以 由 任意 给 定 倍 频 程 带 时 Sx(*) 改 变 不 剧 
烈 这 一 事实 得 到 : 随 着 Sy (/) 一 oo(f 一 0) 售 频 程 带 长 度 减 小 ， 该 过 程 陈述 解释 了 
离散 小 波 变 换 为 什么 很 好 地 适用 于 分 形 差 分 和 其 他 长 记忆 过 程 ( 有 关 这 一 点 的 进 
一 步 讨论 见 评 论 与 扩展 的 第 L3] 条 ). 

像 第 4 章 ， 对 于 一 个 长 为 N=2! 的 时 间 序 列 半 二 [X。，…，Xw-1」 ， 让 我 们 
把 完全 离散 小 波 变换 写成 矩阵 形式 W= JW X( 考 虑 一 个 完全 而 不 是 局 部 离散 小 波 
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f 


图 349 FD(0.4) 过 程 的 谱 密度 函数 ( 左 图 ) 和 在 W, Ws W, W 中 非 边 界 LA(8) 小 波 系数 的 
谱 密 度 函 数 ( 右 图 )， 竖 轴 以 分 员 为 单位 ， 即 我 们 绘 出 作为 了 的 函数 10， logo (Sx (AY 
图 形 )， 左 图 中 的 垂直 线 表示 四 个 W, 的 标 称 通 带 


变换 的 关系 是 下 面 评论 与 扩展 第 [1] 条 的 主题 )，W 的 协 方差 矩阵 Zw 为 
Ew =W Sx W", (349) 


其 中 5x 是 X 的 协 方 差 矩 阵 ( 参 见 式 (262c))， 这 个 结果 是 恰当 的 并 且 给 出 了 我 们 
希望 选择 的 任何 小 波 滤波 器 导致 的 协 方差 结构 ， 此 时 适当 考虑 周期 边界 条 件 ， 一 
晶 我 们 形成 W 的 协 方差 矩阵 ， 就 可 以 计算 出 相应 的 相关 矩阵; Own KE 5w 的 
Wim, MATR., WAXER., n) AR Ah 2 

图 350、351a 和 351b 给 出 了 由 时 间 序 列 半 生成 的 W 的 相关 矩阵. X BAM 
尔 、D(4) 和 LA(8) 离 散 小 波 变换 联合 的 FD(0.4) 过 程 中 长 为 N= 32 的 一 部 分 , 
通过 每 个 图 形 中 的 一 系列 峰 点 的 线 给 出 了 对 角 元 素 ， 所 有 对 角 元 素 是 单位 元 并 且 
常用 来 衡量 非 对 角 相 关 的 大 小 .最 前 峰 点 和 最 后 峰 点 分 别 是 元 素 
(31，31) 和 (0，0). 沿 着 图 像 的 右边 缘 的 黑色 节点 给 出 了 子 空间 W, AW. GS 
1，.…，3) 之 间 的 边界 .这些 图 证 实 了 前 面 关 于 各 种 离散 小 波 变 换 的 去 相关 属性 
的 结论 ， 例 如 ， 图 350 中 对 于 哈 尔 离散 小 波 变换 远离 主 对 角 线 的 峰 点 由 尺度 间 的 
相关 所 致 (参见 图 347a)， 在 图 351b 相应 的 部 分 中 ， 对 于 LA(8) 离 散 小 波 变 换 这 
些 相 关 是 比较 小 ， 这 与 图 347b 一 致 .这些 图 的 其 余 值 给 了 我 们 一 些 关于 离散 小 
波 变 换 如 何 处 理 这 些 边界 小 波 系数 的 启示 .如果 把 关于 哈 尔 离散 小 波 变 换 ( 没 
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350 ”由 分 形 差分 过 程 中 取 =O. 4 的 长 N=32 时 的 部 分 的 哈 尔 小 波 系数 的 相关 和 矩阵 


有 边界 系数 ) 和 D(4) 离 散 小 波 变 换 ( 在 W, 中 有 一 个 边界 系数 ， 在 W: 到 Ws 中 
有 两 个 边界 系数 ) 的 图 形 进 行 比 较 ， 可 以 看 到 后 者 涉及 边界 系数 的 相关 : 这 些 
在 图 像 的 边缘 的 峰 点 ， 除 了 在 中 间 近 似 大 小 的 那些 峰 点 之 外 . D(4) 和 LA(8) 图 
的 比较 显示 了 以 延伸 边界 为 方法 ，LA(8) 离 散 小 波 变换 减少 了 影响 相关 的 边界 
的 数量 . 

最 后 ， 让 我 们 回忆 在 这 个 例子 中 ，XX 有 一 个 相关 和 矩阵， 该 矩阵 的 第 ( 思 ，7?) 
个 元 素 由 px, | m—n| 三 5x, | m-n] /sx.o 给 出 ， 其 中 0 委 | m—n | S31. 这 个 自 相 关 序 
列 在 图 346b 中 延迟 为 64， 但 是 对 于 延迟 小 于 等 于 31， 最 小 值 是 px. =0. 338, 
该 值 比 对 W 的 三 个 已 显示 相关 矩阵 的 任何 非 对 角 元 的 量 要 大 .因此 ， 虽然 离散 
小 波 变换 对 去 掉 分 形 差 分 过 程 的 相关 性 不 是 完美 的 ， 但 是 离散 小 波 变换 系数 显示 
的 总 相关 性 明显 比 在 中 的 原始 随机 变量 要 小 得 多 . 


9. 1 节 的 评论 与 扩展 

[1 让 我 们 考虑 图 342 所 示 的 Jo=7 层 的 LA(8) 的 部 分 离散 小 波 变换 的 另 一 
方面 . 在 右上 和 角 ， 我 们 表示 了 对 于 在 尺度 系数 循环 平移 向 量 中 的 八 个 值 的 抽样 自 
相关 序列 .在 V; 中 的 所 有 八 个 值 是 负 的 ， 是 在 这 个 特殊 模拟 序列 中 的 大 部 分 值 
为 负 值 事实 的 一 个 反映 (即使 分 形 差分 过 程 {X,} 有 零 均 值 ， 但 是 从 一 个 长 记忆 过 
程 实现 的 特征 化 是 一 个 十 分 长 拉 伸 的 趋势 ， 这 个 拉 伸 或 者 以 正 值 为 主 ， 或 者 以 负 
值 为 主 )， 在 抽样 自 相 关 序 列 中 的 所 有 t 个 值 均 为 正 ， 并 且 有 三 个 在 抽样 定理 所 
陈述 的 上 限 之 外 . 自 认为 仅 从 这 个 例子 做 出 很 多 结论 是 危险 的 (特别 地 由 于 依据 
抽样 定理 上 限 基于 假设 远 多 于 八 个 值 ); 尽管 如 此 ， 这 个 例子 还 是 与 理论 一 致 ， 
因为 考虑 到 对 于 分 形 差分 过 程 的 小 波 系数 是 近似 无 关 的 ， 尺度 系数 事实 上 给 出 了 
_ 个 长 记忆 结构 本 身 . 因此 ， 尽 可 能 处 理 少 的 尺度 系数 是 明智 的 ， 这 就 是 我 们 为 
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图 351a 如 图 350, 但 是 现在 使 用 D(4) 离 散 小 波 变 换 


图 351b 如 图 350, 但 是 现在 使 用 LA(8) 离 散 小 波 变换 


什么 在 这 里 使 用 完全 离散 小 波 变换 而 不 是 部 分 离散 小 波 变 换 的 原因 . 

[2] 在 第 8 章 所 讨论 的 概念 内 容 中 ， 注 意 ， 图 344 是 与 小 波 方差 有 关 的 谱 密 
度 函 数 估计 的 一 个 例子 ， 并 且 由 式 (316) 描 述 ， 该 式 借 助 于 式 (306b) 的 极 大 重 舍 
离散 小 波 变 换 的 无 偏差 估计 总 (t); Ri, 我们 这 里 使 用 的 过 程 相当 于 使 用 
式 (308b) 中 基于 离散 小 波 变 换 的 有 偏差 估计 量 污 (rw) 来 代替 ， 因 为 
2i 7% (7)= | W, B/N,;. 

[3] 我 们 已 经 讨论 了 LA(8) 离 散 小 波 变 换 作 为 一 个 FD(0.4) 过 程 的 去 相关 器 
工作 得 好 CWhitcher，1998，4. 1.1 节 ， 证 明了 ， 当 一 方 <8<< 却 时 ， 可 以 得 到 去 


相关 的 同样 的 度 ， 并 且 哈 尔 和 D(4) 小 波 也 是 如 此 ). 这 里 主要 探讨 它 在 其 他 平稳 
过 程 中 运行 得 有 多 好 .作为 一 个 具体 的 例子 ， 让 我 们 考虑 一 个 p=1 阶 的 自 回归 
过 程 (AR)， 每 个 式 (268e) 能 写 为 X =$X -i te, HH de AROSA, Mile) 
是 一 个 有 零 均值 和 方差 o: h) AREFE. 对 于 此 过 程 的 谱 密 度 函 数 由 式 (268f) 给 
出 并 且 在 图 352 中 绘 出 在 o? = 二 1,，#$ 的 两 个 值 也 就 是 0.9( 左 上 图 ) 和 一 0.9( 左 下 图 ) 
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图 352 AR(1) 过 程 中 取 g%=0.9( 左 上 图 ) 和 %= 一 0.9( 左 下 图 ) 时 的 谱 密度 函数 ， 和 相应 的 非 
边界 LA(8) 小 波 系 数 在 W，…，W 时 的 谱 密 度 函 数 (右边 两 图 )， 纵 轴 是 以 分 贝 为 
单位 的 ， 且 左 图 中 的 垂直 线 表 示 四 个 W, 的 标 称 通 带 


时 的 图 形 。 对 于 AR(1) 过 程 ， 相 对 应 的 自 相关 序列 由 #1"! 给 出 。 因 为 这 个 自 相 
关 序 列 随 着 + 变 大 指数 衰减 到 零 ， 所 以 一 个 AR(1) 过 程 认 为 没有 长 记忆 . 图 352 
的 右 部 分 表示 对 于 非 边 界 小 波 系数 W,，…，W, 的 谱 密 度 函 数 S;,(*)( 上 图 是 O= 
0.9， 下 图 是 $= 一 0.9)， 图 353 表示 相对 应 自 相 关 序 列 的 部 分 (上 部 分 是 $ 二 
0.9， 下 部 分 是 $= 一 0. 9). 我 们 看 到 离散 小 波 变换 合理 且 理 想 地 把 % 一 0. 9 过 程 去 
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fl 353 AR(1) 过 程 在 风 取 0.9( 上 面 一 行 ) 和 一 0.9( 下 面 -- 行 ) 时 关于 LA(8) 小 波 系 数 W,,,， 
J 一 1，…，4 的 自 相 关 序列 ，r 王 1，…，1 


相关 (但 是 对 于 FD(0.4) 过 程 是 不 好 的 ， 参 见 图 346a 的 下 面 图 形 ， 并 且 注 意 到 
图 352 对 应 的 谱 密度 琐 数 S,(*) 比 图 349 的 表现 出 更 多 的 偏差 ); 然而 ， 离 散 小 波 
变换 失败 于 作为 $= 二 一 0.9 过 程 的 去 相关 ， 这 是 由 于 W', 所 表现 的 自 相 关 序 列 值 不 
接近 于 零 . 在 这 里 离散 小 波 变换 拙劣 的 原因 是 对 于 具有 % 一 一 0.9 的 AR(1) 过 程 


的 谱 密度 函数 在 整个 标 称 通 带 | 十， 去 | 有 相当 大 的 变化 ， 与 W, 有 关 ， 这 引起 了 


一 个 典型 的 非 平 滑 S,(.)， 因 此 ， 当 离散 小 波 变换 对 于 许多 时 间 序 列 而 作为 去 相 
关 器 使 用 时 ， 就 可 能 失败 , 无 论 何 时 在 已 给 定 的 信和 频 程 带 有 太 大 的 变化 . 
(Whitcher(1998) 的 4. 1. 2 节 讨 论 了 覆盖 整个 范围 一 1 二 $< 二 1 的 自 回归 过 程 ， 对 于 
另 一 类 平稳 过 程 ， 练 习 [9. 3] 给 读者 改变 产生 绘 出 的 与 图 352 和 图 353 类 似 的 
图 形 . ) 

当 离 散 小 波 变换 在 此 不 成 功 时 ， 注 意 到 对 P= o. 9 的 谱 密度 消 数 是 彼此 镜 


像 的 ， 以 至 于 如 果 用 通常 的 方法 能 在 相反 方向 上 做 出 [0， 却 | 的 一 个 信 频 程 带 分 


aU, ABA BT LAX = 一 0.9 的 谱 密度 函数 分 成 与 当 %=0.9 时 变化 一 样 小 的 区 
ia]. 事实 上 ， 这 个 反 转 可 以 通过 选择 规范 正 交 变换 来 完成 ， 该 变换 是 在 小 波 包 树 
范围 内 的 离散 小 波 变换 的 “镜像 "(参见 6. 1 节 )， 更 一 般 地 ， 在 时 间 序 列 基于 小 波 
的 仿真 的 内 容 中 ， 对 于 适应 地 去 掉 给 定 的 时 间 序 列 的 相关 性 ，Percival 等 
(2000b) 讨 论 了 一 个 从 小 波 包 树 中 适当 地 选取 变换 的 方案 . 

[4] 这 里 讨论 C 与 C: 的 近似 ， 这 个 近似 比 用 式 (344) 得 到 的 更 精确 (这 个 近 
似 在 所 要 求 的 j 宇 3 时 也 可 以 使 用 )， 思 想 是 用 在 积分 区 间 [1/2”"，1/2’] 的 中 点 
的 泰勒 (Taylor) 级 数 展开 来 近似 式 (343c) 的 被 积 函数 ， 令 += 二 xf，B 王 25， 则 有 

a aus ee ey = "| ji Sd 

其 中 u(r) =a" / sin? (x). u(*) 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导 数 分 别 由 
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其 中 


n- 1-8 Dn=1-8 __ 
Jalir) est BAnt]; 


Dann. =n +1. 

[5j] 对 于 分 形 的 布朗 运动 (FBM) 使 用 规范 正 交 小 波 分 解 来 近似 变 日 滤波 器 在 
Flandrin(1992) 已 经 讨论 过 ， 通过 抽样 分 形 布朗 运动 感 兴趣 的 形式 的 离散 序列 ， 
Flandrin 得 出 了 离散 计算 . Tewfik and Kim (1992) 在 分 析 申 抽样 分 形 布朗 运动 的 
形式 产生 的 小 波 系数 的 相关 性 时 注意 到 了 周期 边界 条 件 的 影响 ， 这 些 在 他 们 的 定 
理 中 无 任何 上 暗示 .在 某 种 条 件 下 . 得 到 边界 系数 不 存在 这 种 理想 化 假设 ， 
Dijkerman and Mazumdar (1994) 证 明了 分 形 布朗 运动 的 离散 小 波 系数 通过 尺度 
按照 指数 快速 衰减 并 且 依 时 间 按 照 双 曲 线 快速 衰减 .分 形 布 朗 运 动 的 更 进一步 的 
结果 在 Masry(1993) 和 Wang (1996) 中 可 以 看 到 ， 他 们 也 讨论 了 分 形 布 朗 运 动 的 
“导数 ”( 离 散 时 间 分 形 高 斯 噪声 (EGN) 过 程 的 一 个 连续 时 间 模 拟 )， 

[6] 用 小 波 型 变换 来 分 析 长 记忆 时 间 序 列 的 思想 至 少 可 以 追 泣 到 Allan 
(1966), Allan 的 “Allan 方差 "用 于 高 性 能 振荡 器 的 频率 平稳 性 的 一 个 时 域 测量 . 
正如 8. 6 节 所 注意 到 的 ， 当 使 用 哈 尔 小 波 滤波 器 时 ， 在 特殊 的 尺度 上 Allan 方差 
直接 和 小 波 系 数 在 该 尺度 上 的 方差 有 关 ， 对 于 平稳 增 量 的 过 程 可 以 计算 出 Allan 
方差 .一 个 普通 过 程 模型 的 使 用 是 分 形 布朗 运动 ， 这 是 一 个 有 平稳 增 其 的 连续 时 
间 过 程 (参见 7.6 的 讨论 )， 这样 的 过 程 在 - -个 宽 的 频率 范围 上 有 寡 规 律 形 式 具 有 
指数 a 的 谱 (Flandrin，1989)， 并 且 指 数 和 在 特殊 尺度 上 的 Allan 方差 有 简单 的 
关系 ， 因 此 提供 了 估计 a 的 一 种 方法 ， 正 如 Percival(1983) 所 研究 的 . 虽然 仅 当 
用 哈 尔 小 波 滤波 器 时 Allan 方差 和 小 波 系数 的 方差 有 关 ， 如 果 使 用 其 他 的 适当 紧 
支撑 滤波 器 ， 那 么 在 一 个 尺度 上 的 小 波 系 数 的 方差 能 表 次 和 谱 指 数 有 关 一 一 参见 
Abry 等 (1993) 的 分 形 布朗 运动 例子 ， 及 Percival(1995). 
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9.2 长 记忆 过 程 的 模拟 


让 我 们 现在 考虑 如 何 能 使 用 离散 小 波 变换 近似 去 相关 的 分 形 差 分 过 程 以 便 产 
生 该 过 程 的 模拟 (本 节 和 下 一 节 的 材料 是 建立 在 Wornell(1993, 1996), McCoy 
and Walden(1996) 之 上 的 )， 假 设 向 量 X=[X,, +. Xn] 包含 来 自 一 个 平稳 
分 形 差分 过 程 {X,} 长 为 N==2! 的 一 部 分 ， 该 过 程 具 有 零 均 值 和 参数 8 及 o:. > 
Wy 是 定义 完全 离散 小 波 变换 的 N XN 阶 和 矩阵 (为 了 使 本 节 的 讨论 更 清楚 ， 对 于 
这 个 和 矩阵 把 下 标 增加 到 这 个 矩阵 的 标准 记号 中 )， 如 果 我 们 令 zx 是 XX 的 协 方差 
和 矩阵， 那么 ， 如 前 面 所 述 ， 对 于 离散 小 波 变换 内 = WsX 的 协 方差 矩阵 由 2w = 
)Vvzx Wy 给 出 (这 是 式 (262c) 的 应 用 ). 去 相关 性 质 说 明 Sw 的 非 对 角 元 是 相当 
小 的 . 正如 McCoy and Walden(1996) 中 ， 让 我 们 用 NXN 阶 对 角 阵 A、 来 近似 
这 个 矩阵 ，4、 的 对 角 元 素 为 


ver Cy Ce °C, CC s**t oC ts Cs Cjl- (355a) 
N n N, 24 
xt 7T a 


正如 式 (343b)， 此 处 ，Cj 守 var{Wj,}，j 王 1，*…，J， 而 C11 仍然 是 由 W 的 最 后 
元 素 的 方差 决定 的 近似 ( 即 W 的 单个 元 素 Vj.,). 从 练习 [97 ] 我 们 知道 ， 对 于 任何 
基于 Daubechies 小 波 滤 波 器 的 离散 小 波 变换 ，)WAx 的 最 后 一 行 的 元 素 均 等 于 1/ 
VN， 由 此 得 出 Vy. aie XVN, AP X EX 的 样本 均值 . 

现在 我 们 能 通过 下 面 的 步骤 获得 高 斯 分 形 差分 过 程 的 一 个 近似 模拟 .首先 ， 
可 以 用 式 (343c) 通 过 数值 积分 计算 近似 方差 C;，j 二 1，…，J (另外 可 以 用 准确 的 
方差 var{W,,}， 它 由 式 (343a) 计 算得 到 ， 来 代替 这 些 近 似 方 差 或 者 用 式 (344) 给 
出 的 对 Cy 的 简单 近似 C,)， 其 次 ， 利 用 下 面 的 结果 来 决定 Cy (Cyr Æ vari Vja) 
的 近似 ). 

练习 [355] 证 明 


var{X,} = 2 a o) + eal id var {Wy} 


提示 : Mxt (302) HR. q 
如 果 把 式 (284c) 给 出 的 var{X,} 的 表达 式 和 对 var{W.,) 已 经 计算 出 的 近似 量 
C 结合 起 来 ， 就 得 到 


rad —28) AC 
= N (5 SS). (355b) 
Cri =N( rda—sd 7) b 


最 后 ， 如 果 令 Zs 表示 偏离 具有 零 均 值 和 单位 方差 的 高 斯 白 噪声 过 程 的 N BE 


量 ， 我 们 能 形成 
YN = WAN:Zn, 
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356 WI ŽE 3x A Sy (分 别 是 锯齿 状 粗 线 和 水 平 细 线 ) 的 对 角 元 素 Syms M Exmo 
m=0, +, Nol=r, Sy 对 于 抽样 尺寸 N=64 HAA oF =1 的 一 个 FD(0.4) 过 程 而 
来 ， HAS 是 使 用 LA(8) 离 散 小 波 变换 构造 的 ， 对 于 每 个 协 方差 窍 阵 ， 绘 出 了 二 条 
对 角 线 ， 即 主 对 角 线 (r=0) 和 前 两 个 偏 对 角 线 (rz=1，2)， 因此 Sy 显示 了 对 平稳 过 
Fi Toeplitz 结构 ， 它 没有 近似 Sy 


我 们 把 Y、 作为 对 XX 的 一 个 近似 (在 上 面 ，AN ” 是 一 个 对 角 阵 ， 其 元 素 是 Ay 元素 
WEFR, BAVAN SAn). 

现在 让 我 们 来 研究 如 何 较 好 地 把 Yv 和 XX 的 统计 属性 匹配 好 . 因为 Yv 是 高 
斯 随机 变量 的 一 种 线性 组 合 ， 所 以 服从 多 变量 高 斯 分 布 ， 正 如 我 们 假设 的 ， 对 于 
X 这 也 是 真 的 ， 这 个 分 布 完 全 由 它 的 均值 向量 和 协 方差 矩阵 决定 ， 因 为 下 4Zv} = 一 0 
(CN 个 零 的 向 量 )， 由 此 得 出 E{Yy} 二 0， 这 与 分 形 差分 过 程 {X,}) 的 零 均 值 假设 是 
一 致 的 ， 由 于 对 Zw 的 协 方差 矩阵 正好 是 单位 阵 ， 式 (262c) 指 出 Yx 的 协 方差 矩 
Mer Sy 一)MWIAN Wy Sia. RAAT RU Ha Sx. 现在 {X,} 是 平稳 过 
程 ， 因 此 Sx 的 第 (mm，n) 个 元 素 由 sx 给 出 ， 其 中 (sx.*} 为 过 程 的 自 协 方差 序 
列 ， 对 于 任何 平稳 过 程 ， 协 方差 矩阵 具有 Toeplitz 结构 ， 因 为 沿 着 任何 给 定 的 对 
角 线 上 的 值 是 相同 的 ， 计 算 指 出 5y 没有 这 样 的 结构 ， 即 Ys 中 的 随机 变量 并 不 
是 平稳 过 程 的 一 部 分 .作为 例子 (3r,。, 表 示 了 Srv 的 第 (m，n) 个 元 素 )， 图 356 中 
锯齿 状 粗 线 显 示 了 在 N=64，LA(8) 离 散 小 波 变换 和 O=0.4, of =1 的 分 形 差分 
过 程 的 情况 下 一 。。，, 在 mm =0, 1, «+, N—-1l-rl(r=0, 1, DH MAR. BEN 
水 平 细 线 给 出 了 Bx 对 应 的 值 ， 即 sx.。、sx,1 和 sx,2. 

虽然 Y、 不 是 平稳 的 ， 但 是 应 用 随机 循环 平移 ， 可 以 从 Yx 产生 一 个 平稳 过 
程 ( 如 第 4 章 所 述 ， 离 散 小 波 变换 自然 可 以 处 理 循 环 的 时 间 序 列 )， 相应 地 ， 令 “ 
是 一 个 在 整数 0，1，…，N 一 1 上 均匀 分 布 的 随机 变量 ,并 且 Y vy 三 了“Yy， 其 中 
本 是 围绕 式 (52a) 的 讨论 定义 的 循环 平移 矩阵， 练习 [9. 4] 的 责任 是 证 明 Yx 中 的 


长 记忆 过 程 的 分 析 与 综合 357 


0 64 0 64 0 64 
f t t 


图 357 对 于 FD(0.4) 过 程 ,真实 的 自 协 方差 序 列 ( 细 线 ) 和 基于 小 波 的 近似 自 协 方差 序列 ( 粗 
线 )， 近 似 的 自 协 方差 序列 是 基于 LA(8) 离 散 小 波 变 换 ， 在 这 个 变换 中 ， 我 们 产生 
长 为 M 的 一 个 序列 ， 之 后 扩展 这 个 序列 为 长 N=64， 随 着 M 从 N 变化 到 4N， 近 似 
自 协 方差 序列 越 来 越 接近 于 真实 的 自 协 方差 序列 
随机 变量 形成 了 平稳 过 程 的 一 部 分 ， 该 过 程 的 自 协 方差 序列 由 下 式 确定 : 
iy = 二 r 一 0,1,…,N 一 1. (357) 
借助 于 图 356 ， 通 过 平均 化 显示 对 角 线 可 以 得 到 自 协 方差 序列 (对 于 r= 1 有 一 
个 附加 项 ， 即 Sys- HARF r=2 有 两 个 附加 项 ， 即 Srv- A Byw- ). 
图 357 的 左 图 比较 了 目标 FD(0. 4) 过 程 ( 细 线 ) 和 近似 Yw 过 程 ( 粗 线 ) 延 迟 r 一 63 
的 自 协 方差 序列 ， 当 对 于 小 延迟 有 好 的 对 应 时 ， 在 中 等 和 大 的 延迟 上 这 并 不 正 
确 ( 练 习 [9. 4] 的 最 后 部 分 给 出 了 这 种 差异 性 的 解释 : 正如 图 形 所 表现 的 ， 事 实 
上 ， 对 Yw 的 自 协 方差 序列 约束 是 关于 r= NV2 对 称 ， 即 对 于 rz 一 1，…，N/2 
有 SYN- = S71). 
求助 于 基于 离散 傅 里 叶 变换 的 高 斯 谱 综合 方法 (GSSM,， 在 7.8 TAULE) AIH 
同 策略 ， 我 们 可 以 获得 更 好 的 对 下 的 近似 模拟 ， 也 就 是 产生 长 为 M>N 的 模拟 
序列 并 且 利 用 前 N 个 值 . 本 质 上 ， 子 采样 破坏 了 离散 小 波 变 换 所 强加 的 内 在 循 
环 性 ， 因 此 导致 了 对 要 求 的 自 协 方差 序列 延迟 c= N—1 的 较 好 的 近似 .图 357 
的 中 间 图 和 右 图 比较 了 对 于 长 为 N=64 的 序列 所 要 求 的 自 协 方差 序列 和 近似 的 
自 协 方 差 序 列 ( 分 别 是 细 线 和 粗 线 )， 该 序列 分 别 是 长 为 M 二 2N 二 128 和 M= 
4N=-256 的 模拟 序列 的 子 采 样 。 在 M=2N 情况 下 ， 在 最 大 的 延迟 上 仍然 有 某 种 
微小 差异 ， 而 M= 4N 时 有 相当 大 的 整体 一 致 性 ， 对 于 M 的 选择 和 高 斯 谱 综合 方 
法 中 运行 较 好 的 一 样 ， 因 此 在 这 里 也 使 用 它 . 
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图 358 具有 零 均值 和 参数 8 二 0.4， gi =1.0 的 FD 过 程 采 用 基于 LA(8) 小 波 ， 长 为 N=] 024 
的 序列 的 模拟 


总 之 ， 用 于 产生 长 为 N= 二 2! 的 时 间 序 列 所 使 用 的 基于 小 波 的 过 程 建议 包括 
如 下 几 个 步骤 ， 而 时 间 序 列 是 分 形 差分 过 程 的 一 个 近似 . 

[1 在 计算 机 上 使 用 伪 随 机 数 发 生 器 产生 向 量 Zw， 该 向 量 包 含 具有 和 零 均值 和 
单位 方差 M=4N 的 高 斯 白 品 声 偏离 . 

[2] 使 用 数值 积分 ， 用 式 (343c) 来 计算 近似 方差 Ci，J 三 1，…，J 十 2， 在 式 
两 边 用 J 十 2 代替 J ， 用 式 (355b) 计 算 Crs. 

-3] 用 VC: HU Zu 中 前 M/2 个 元 素 ， 用 VC: 乘 以 接 下 来 的 M/4 个 元 素 ， 依 
次 类 推 ， 直 到 最 后 四 个 元 素 ， 最 后 四 个 元 察 分 别 用 VCi+t， VO VC, 
VGC; 来 乘 ( 当 抽样 尺寸 由 NN 增加 到 M=4N 一 21 时， 这 与 式 (355a) 是 一 致 的 ). 
可 以 把 乘法 结果 表示 为 AZZw. 

[AHI Yu = WEA Zu (实际 上 ， 我 们 不 明显 地 生成 Wm， 而 是 使 用 第 4.6 
节 评 论 与 扩展 中 描述 的 离散 小 波 逆 变 换 塔 式 算法 ). 

[5] 利 用 伪 随 机 数 发 生 器 得 到 在 整数 0，1，…，M 一 1 上 的 从 一 致 分 布 的 一 
个 偏离 K. 然后 想 要 的 模拟 序列 是 Yat Y.+1modM 9 rent Y.4+N—1imoaM » 其 中 Y: E Ym 
的 第 t 个 元 素 . 

例如 ， 图 358 所 示 的 是 长 为 N= 二 1 024 的 一 个 序列 ， 这 个 序列 是 从 使 用 上 面 
带 有 LA(8) 小 波 的 程序 的 一 个 FD(0.4) 过 程 模拟 得 到 的 . 定性 地 ， 这 个 序列 与 
图 342 的 底部 的 一 个 序列 在 性 质 上 是 类 似 的 ， 它 已 经 用 在 7. 8 节 中 描述 的 基于 离 
散 傅 里 时 变换 的 精确 的 Davies-Harte 方法 生成 的 . 

实际 检验 证 明了 在 正确 的 性 质 下 基于 小 波 的 方法 在 仿真 中 如 何 得 好 ， 为 了 研 
究 这 些 ， 我 们 用 LA(8) 基 于 小 波 的 方法 和 Davies- Harte 方法 生成 的 一 个 长 为 N= 


64 的 10 000 个 模拟 FD(0. 4) 序 列 . Xaa, 1 二 0，1，…，N 一 1 表示 任何 一 个 模拟 
方法 的 第 大 个 序列 ， 对 于 每 个 序列 ， 我 们 计算 自 协 方差 序列 的 一 个 无 偏 估 计 : 
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图 359 Davies-Harte 方法 (图 中 部 细 线 ) 和 基于 LA(8) 小 波 方法 ( 粗 线 ) 对 于 FD(0. OBA RM 
的 超过 10 000 个 实现 的 平均 的 自 协 方差 矩阵 的 估计 ， 图 中 上 下 两 条 曲线 表示 用 两 种 方 


法 时 ss” 65% Al 95% AY 10 000 个 模拟 的 经 验 分 布 


然后 形成 ;各 在 所 有 10 000 实现 上 的 抽样 均值 
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两 种 方法 得 出 的 序列 s” AE 359 的 中 间 部 分 所 示 ， 其 中 粗 线 和 细 线 分 别 表示 基 
于 小 波 的 方法 和 Davies-Harte 方法 得 出 的 结果 . 这 两 条 曲线 实质 上 是 一 样 的 (这 
个 图 所 给 出 的 分 辨 真实 的 自 协 方差 序列 的 图 的 一 部 分 和 Davies-Harte 方法 
是 不 能 区 分 开 来 的 )， 图 中 上 下 两 条 曲线 表示 用 两 种 方法 时 ;总 的 5 为 和 95 为 的 经 
验 分 布 ， 在 用 基于 小 波 的 方法 时 低 的 百分点 很 接近 ， 在 高 的 百分点 上 有 明显 的 一 
点 向 上 的 偏离 ， 基 于 小 波 的 方法 的 演示 完全 可 以 接受 . 

因为 基于 离散 傅 里 叶 变 换 的 Davies-Harte 方法 可 以 得 出 具有 正确 的 统计 性 质 
的 高 斯 分 形 差分 过 程 的 模拟 ， 它 比 任何 近似 的 方法 都 优越 ， 甚 至 和 基于 小 波 的 方 
法 一 样 精确 ， 然 而 基于 小 波 的 方法 可 以 容易 地 适合 提供 在 两 种 情况 下 的 模拟 ， 而 
用 Davies-Harte 方法 的 时 候 是 会 出 现 问题 的 : 模拟 很 长 的 时 间 序 列 ( 例 如 ， 在 某 
些 实时 的 应 用 中 是 需要 的 ) 和 模拟 具有 随时 间 展 开 随 机 性 质 的 序列 . 

在 第 一 种 情况 下 ， 用 Davies-Harte 方法 来 生成 一 个 很 长 的 时 间 序 列 是 有 问题 
的 ， 因 为 必须 用 典型 的 快速 傅 里 叶 变换 算法 来 计算 离散 傅 里 时 变换 N=10 个 
值 ， 这 是 计算 机 时 间 和 记忆 禁止 的 量 . 快速 传 里 叶 变 换算 法 和 离散 小 波 变 换 塔 式 
算法 是 OCNlogs(N)) 和 OCN) 的 计算 复合 ， 因 此 ， 当 NN 很 大 的 时 候 离散 小 波 变 
换算 法 具有 很 大 的 时 间 优 势 ， 另 外 ， 如 果 一 个 很 长 的 序列 对 实时 的 应 用 来 说 是 必 
要 的 ， 那 么 离散 小 波 道 变换 算法 的 局 部 性 质 可 以 开发 成 有 效 地 模拟 时 间 序 列 “ 起 
K”. 为 了 给 出 此 项 工作 的 一 个 想法 ,我 们 考虑 ， 比 如 Yv 三 WmW 的 元 素 Yor» 


图 360 基于 LA(8) 小 波 方法 模拟 由 过 程 的 一 列 长 度 N=1024 的 序列 ， 该 过 程 具 有 时 间 变 化 
统计 的 性 质 


其 中 W=AlZu» ERIR M=2!* 污 97， 央 为 依照 Yw，W 包含 离散 小 波 变换 
系数 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 分 成 通常 的 分 量 Wi ，…，Wj;: 和 Vj.:， MRA ST] 
研究 哈 尔 离散 小 波 变换 ， 就 可 以 用 W 中 的 /十 3 个 元 素 的 线性 组 合 来 表示 Yu» 
即 子 向 量 的 一 种 形式 可 以 是 如 下 方式 : 
me 18 9 Wo Wa We Ws Wea Wro stt Ws. V jiza. 
当 我 们 从 Yo: 运动 到 Yos 时 ， 线性 组 合 解 出 几乎 相同 的 一 组 元 素 ， 我 们 只 需 用 
l 


Wu 代替 Was， 另外 Yor 和 Yos 的 前 两 个 系数 保持 相等 (分别 由 万 和 一 十 变 成 


-A7 如 所 描述 的 ， 因 此 我 们 能 够 借助 于 Yo KRR Yo: 


Yoo = Yor 一 aa 
当 我 们 继续 下 去 ， 在 每 个 时 间 点 能 够 继续 直接 用 每 个 子 向 量 中 的 一 个 元 素 ， 记忆 和 需 
要 是 十 分 节制 的 ， 并 且 这 个 方法 对 于 满足 实时 的 计算 的 需要 已 经 很 简单 了 ， 相 关 的 
方法 能 够 提出 ， 例 如 D(4) 和 LA(8) 小 波 ， 由 于 YY, 依赖 于 每 个 子 向 量 中 的 少数 元 素 
(Percival and Constantine, 2000). 

现在 让 我 们 简单 地 讨论 一 下 ， 基 于 小 波 的 模拟 方法 如 何 能 够 适应 模拟 其 统计 
性 质变 化 超时 的 时 间 序 列 ， 在 模拟 很 长 的 时 间 序列 的 情况 下 ， 主 要 的 是 在 Yw 中 
已 给 定 的 元 素 W 中 的 每 个 元 素 有 部 分 的 影响 ， 作 为 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 假设 
M= N=21， 在 每 个 式 (355a) 的 J 十 1 组 中 生成 对 角 和 矩阵 Ay 的 元 素 ， 因 此 C, 值 
由 应 用 于 一 个 FD(0.4) 过 程 的 LA(8) 离 散 小 波 变换 来 决定 ， 但 是 我 们 可 以 修正 对 
组 中 第 1 个 元 素 ， 由 (Nj 一 C/N;(t 二 0，…，NN; 一 1) 给 出 ， AP j=l, 1,4. 
这 模仿 了 这 样 一 个 过 程 ， 这 个 过 程 的 高 尺度 的 性 质 用 长 记忆 过 程 来 决定 ， 但 是 它 
的 低 尺 度 的 性 质 随 着 时 间 而 变化 ， 这 个 过 程 的 一 种 实现 已 经 在 图 360 中 展示 了 
(为 了 精确 地 控制 一 个 过 程 的 统计 性 质 合 拍 的 演变 ,我们 需要 知道 哪个 小 波 参 数 
决定 时 间 序列 的 哪 一 部 分 ， 时 间 与 Wi 中 每 个 参数 之 间 的 关系 对 于 哈 尔 小 波 很 容 
易 做 出 ， 这 在 4. 8 节 中 已 经 发 展 到 对 于 最 接近 对 称 小 波 的 情形 了 ， 为 了 保持 这 个 
例子 的 简单 性 ， 我 们 就 不 使 用 这 些 关 系 了 ). 


Was zt 十 W 2,04 
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最 后 ， 我 们 注意 Davies-Harte 需要 自 协 方差 序列 的 知识 ， 它 是 真正 有 利于 分 
形 差分 过 程 ， 用 来 测定 另外 的 过 程 并 不 容易 ， 基 于 小 波 的 模拟 工作 完全 需要 平均 
谱 密 度 明 数 的 层 或 者 等 价 的 小 波 方差 : 没有 必要 知道 过 程 的 协 方差 矩阵 ， 因 此 我 
们 可 以 思考 ， 对 于 标准 的 短 记 忆 过 程 可 以 将 这 些 表 达 为 一 个 普通 的 模拟 技术 处 
理 ， 从 而 一 个 完全 已 知 的 协 方差 矩阵 适 于 Cholesky 分 解 ( 例 如， 参见 McLeod 
and Hipel(1978) 或 者 Kay. 1981). 

9. 2 节 的 评论 与 扩展 

[1 用 小 波 按照 不 相关 的 具有 一 个 已 知 方差 级 数 的 小 波 系数 来 解释 合成 的 随 
机 过 程 的 思想 是 由 Wornell(1990，1993) 提 出 的 ， 这些 文 章 集 中 于 模拟 连续 的 非 
平稳 的 过 程 ， 这 些 过 程 当 f->0 时 具有 震 规 律 性 质 ， 实 际 上 ， 模 拟 方 案 再 次 规划 
为 一 个 迭代 “上 抽样 滤波 器 融合 "的 离散 时 间 序 列 算法 ， 后面 是 单一 的 离散 -连续 
卷 积 (Wornell，1993， 附 录 1)，Masry(1993) 将 Wornell 方法 应 用 于 分 形 布 朗 运 
动 时 对 他 的 方法 进行 了 评论 : 他 指出 分 形 布朗 运动 不 能 够 经 过 一 个 小 波 级 数 表示 
严密 地 合成 ， 因 为 对 于 分 形 布 朗 运 动 小 波 系数 不 是 不 相关 的 (然而 ， 看 起 来 
Wornell 总 是 打算 使 他 的 方法 变 成 一 个 近似 的 结果 ). 


[2] 有 趣 的 是 ， 我 们 注意 到 Y 的 任意 元 素 Y, 的 单 变量 分 布 是 高 斯 混合 模型 ， 
这 一 概念 我 们 将 在 10. 4 节 中 介绍 和 利用 ， 随 机 的 循环 平移 多 变量 高 斯 随机 变量 
的 一 个 向 量 的 方法 ， 因 此 是 构造 具有 非 高 斯 的 单 变量 分 布 的 平稳 过 程 的 一 种 可 行 
的 方法 . 


93 平稳 分 形 差分 过 程 的 极 大 似 然 估计 


假设 现在 我 们 有 -一 个 时 间 序 列 是 具有 未 知 参数 E| -7 y ) M o> HEH 
值 的 平稳 分 形 差分 过 程 ， 是 几 XIX, =o XT 部 分 实现 ， 其 中 如 前 N 三 2 
对 于 某 个 整数 /成 立 (即使 最 初 我 们 最 感 兴趣 的 是 长 记忆 分 形 差分 过 程 ， 即 5E 


(0. 4), 这 里 出 现 的 理论 在 3€ [— >, 0 | 的 短 记忆 分 形 差分 过 程 中 也 成 立 ) R 


们 想 基 于 XX 来 估计 这 些 参 数 . 在 假设 XX 服从 多 变量 的 高 斯 ( 正 态 ) 分 布 的 情况 下 ， 
使 用 极 大 似 然 方法 来 估计 6 和 co:， 给 定 观 测 值 六， 对 于 6 和 ot 的 似 然 阴 数 由 


pe (361) 
(2m)? [Sx [VF 


给 出 ， 其 中 5x 是 XX AY by ERE CBE A Om, n) PICK E HK (284b) 的 
Sxim ,给 出 的 )， 而 | Sy | 表示 Sy 的 行列 式 ， 注 意 似 然 函数 是 独自 通过 Sx 依赖 
于 8 和 zz: 的 .我 们 能 够 对 于 任何 特殊 参数 值 进行 主要 的 关于 似 然 函 数 的 估计 .9 
Alo RAW AHH LOO. o | X) 作 为 6 和 ao? 函数 的 最 大 值 ， 但 是 ， 存 在 着 两 
个 准确 的 极 大 似 然 估计 的 实际 问题 (Beran，1994，5.4 节 )， 首 先 它们 的 行列 式 
的 计算 是 很 耗 时 的 ， 因 为 L(8,o? | X) 是 由 估计 来 计算 的 ， 这 是 有 损耗 的 ， 甚 至 


L(6,0: | X) = 
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对 于 中 等 的 N 也 是 如 此 ， 其 次 ， 当 全 趋 于 也 时 在 计算 似 然 方程 时 有 可 能 是 数值 
不 平稳 的 ， 有 效 的 数值 稳定 的 似 然 估计 是 我 们 考虑 且 感 兴趣 的 ， 


这 里 我 们 考虑 一 个 近似 的 极 大 似 然 估 计 的 方法 ， 实际 上 Sy 能 够 由 Ex = 
WlAy 你 近似 给 出 ， 其 中 是 一 个 离散 小 波 变换 矩阵 ，Av 是 一 个 以 C; 为 对 角 
元 素 的 对 角 阵 ， 甚 中 C, 在 式 (355a) 中 描述 .由 这 个 近似 ， 我 们 有 


1 = 
L(8,0?| X) ~ L(6,0?| X) = ae Et (362a) 
(2x)? Sy | 1/2 


现在 L (6, o | X) 的 最 大 值 等 价 于 (重新 尺度 化 与 重新 局 部 化 ) 对 数 似 然 函 数 


1(8.02| X) =— 2log(L (8,0? | X)) — Nlog(2x) = log(| Sx |) + X" 5x'X 


(362b) 
的 最 小 值 ， 我 们 可 以 用 下 面 的 结果 简化 第 一 项 . 
练习 [362a] 如 上 N,=N/2’, 证明 
j 
log(| Sx |) = log(Cy41) + >) N,log(C,). a 


j=l 


在 这 点 上 要 了 解 C, 是 怎么 精确 地 依赖 于 8 Mo ERNER. j=l, e 
J ， 式 (343c) 表 示 ， 我 们 能 写成 


C=C 其 中 GO 二 2 | ry (362c) 
另 一 方面 j= 二 J 十 1， 由 式 (355b) 可 得 
C=C), 其 中 CaO 三 Noa 8) - UNCC. 
(362d) 
现在 我 们 可 以 写成 


J 
log(| Sy |) = Nlog(o?) + log(C}.1(8)) + >) N,log(C; (0)). 
fet 


式 (362b) 第 二 项 可 以 如 下 化 简 . 
练习 [362b] 证 明 


` y? 
X Zx X = ala Ct) + ats SW. ) S 


Kit tit RH DAHA LBS 363 


wr 


表 363 


it: RAAB. DOM LAC )LRERAHAG2DHWURRRM, SMI 的 基于 小 波 的 近似 极 
KAR (ite ‘的 抽样 均值 、 偏 差 、 标 准 差 (SD) 和 平方 误差 均值 的 平方 根 (RMSE). 所 有 1 024 
个 时 间 序 列 都 取 长 度 N= 128 和 模拟 使 用 Davies-Harte 方法 .相应 的 确切 极 大 似 然 估 计 3 统 计量 


在 最 后 一 列 给 出 . 
对 log( | Sx | ) 和 XT Ex!'X 的 表达 形式 如 上 ， 我 们 可 以 把 式 (362b) 重 新 表 
RA 
了 
i(8,0:| X) =Nlog(o?) 十 log(C? (6)) + 2, N, log(C; (8)) 
4 i V5.0 
lt > ots OW. ). (363a) 


Ta 


对 式 (363a) 的 右边 关于 ot 求 微分 ， 再 使 得 到 的 表达 式 为 零 ， 我 们 可 以 得 到 一 
个 ea: 的 近似 极 大 似 然 估计 ca: 的 表达 式 ， 关 于 oi 求解 得 到 估计 值 s: ， 它 能 够 作为 6 
AY oe aA 
V3.0 a 
g? (6) = RE + AE Sw, ) (363b) 


给 出 ， 利 用 上 面 的 表达 式 ， pe ot., 4% 2) Brockwell 
and Davis(1991) 提 到 的 简化 的 对 数 似 然 值 : 
ics | XK) laa Ca) | X)—N 


J 
= Nlog(6’ (8)) + log(Cha (8)) + >) Nlog(C; (0)). (363e) 
一 旦 我 们 把 式 (363b) 带 入 上 式 ， 化 简 的 似 然 值 就 仅仅 依赖 于 单个 参数 5， 而 
在 区 间 [一 却 ， 去 ) 上 确定 8 的 数值 ， 即 53”, 是 一 个 简单 的 问题 ， 最 小 化 


1(8 | X) 得 到 5 ， 这 个 最 小 值 就 是 8 的 近似 的 极 大 似 然 估计 ， ERRETO” 的 
值 后 ， 通 过 把 它 代入 式 (363b)， 就 可 以 得 到 相关 的 o? HIT WARK WS Hite? 
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0. 25 均值 0. 225 6 0. 236 3 0.240 2 


偏差 0. 024 4 一 0.013 7 一 0.009 8 一 0.005 7 
SD 0.050 5 0.049 5 0. 050 2 0. 047 9 
RMSE 0.056 1 0.0514 0.051 1 0. 048 3 


iE: 如 同 表 363， 但 是 现在 取 N=256. 


为 了 看 看 这 些 近似 的 极 大 似 然 估计 效果 如 何 ， 我 们 用 Davies- Harte 方法 (参见 7. 8 
节 ) 模 拟 1 024 个 高 斯 FD(0. 25) 和 FD(0. 4) 长 度 为 N=128 和 N= 256 的 时 间 序 列 ， 然 


后 使 式 (363c) 极 小 来 估计 5 的 值 8” ， 我 们 考虑 3 种 不 同 的 小 波 滤波 器 : HAAR. DOD AN 
LA(8)， 对 于 给 定 的 6 和 N,， 今 38”" 是 第 个 模拟 序列 的 极 大 似 然 佑 计 ， 对 于 5 的 两 
个 估计 值 和 N=128， 表 363 给 出 了 6”“ 的 样本 均值 89” 和 样本 偏差 ( 即 3” 一 8)， 以 及 
样本 标准 离 差 (SD) 和 平方 误差 均值 的 平方 根 (RMSE)， 即 


表 364 显示 了 当 N=256 时 的 相关 结果 . 对 于 6 的 两 种 选择 ， 哈 尔 小 波导 致 比 其 他 
两 种 小 波 更 大 的 偏差 和 平方 误差 均值 的 平方 根 ， 当 6==0.25 时 ,在 D(4) 和 LA(8) 的 结 
果 中 实质 上 不 存在 选择 : 前 者 存在 较 大 的 偏差 ， 但 平方 误差 均值 的 平方 根 则 几乎 完 
全 一 致 ， 当 6 一 0.4 时 ，LA(8) 的 确 比 D(4) 要 更 好 一 些 ， 我 们 可 以 想到 ， 当 我 们 把 
样本 容量 由 128 增 至 256 时 ， 偏 差 和 平方 误差 均值 的 平方 根 都 会 下 降 . 


两 个 表格 的 最 后 一 列 都 给 出 了 6 的 精确 极 大 似 然 估 计 5 的 相关 结果 (参见 评论 
与 扩展 第 [4] 条 )， 我 们 看 到 LA(8) 小 波 的 平方 误差 均值 的 平方 根 比 精确 方法 大 约 
大 10%， 所 以 基于 小 波 的 逼近 是 相当 好 的 .Kashyap and Eom(1988) 导 出 了 对 于 


6 无 偏 估计 的 均 方 误差 的 渐 近 ， Gramér-Rao FH xP 当 N=128 和 256 时 ， 平 


方 误差 均值 的 平方 根 分 别 为 0.068 9 和 0. 048 7， 这 些 值 对 DA), LA(8) 和 精确 方 
法 而 言 都 是 与 平方 误差 均值 的 平方 根 相 符合 的 . 

我 们 的 结论 是 到 目前 为 止 都 假设 X 是 零 均 值 平稳 分 形 差分 过 程 实现 的 一 部 
分 ,在 实际 应 用 中 ， 我 们 很 少 知道 过 程 对 于 一 个 时 间 序 列 先 验 的 均值 p= 
E{X,}， 所 以 有 趣 的 是 ， 修改 我 们 的 计划 使 wx 成 为 另外 一 个 待 估计 的 参数 ， 因 
此 ， 给 定 观 测 值 XxX， 我 们 现在 考虑 将 似 然 作 为 3、o: 和 jy 的 函数 ， 使 式 (361) 变 成 


Te) + 
eT nD Ey (Xn ， 


l 
2 = oO 
L(ô»0:; sH | X) me (2r) | > | 
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其 中 1 是 N 维 向 量 , 它 的 所 有 元 素 都 是 1. 式 (362b) 的 对 数 似 然 蚂 数 现 在 变 成 
Cso? sp | X = log(| Ex |) +(X— p1)" Ei(X— p1). 
第 一 项 可 以 再 次 化 简 作 为 练习 [362a]， 而 第 二 项 则 可 以 变 成 如 下 (参见 练习 
[362b]). 
练习 [L365a] 证 明 


(X— p1)" 3x7 (X — pl) = L VAD AW] < 
1 


式 (363a) 现 在 变 为 


7 J 
7(8,c:,w | X) = Nloglo?) + log(Ch (0) + >) N,log(C; (6)) 


=] 
1 /N? (X — pn)’ L 1 at ig : 
ti (+ cay): 


从 式 中 明显 看 到 ，y 使 上 式 极 小 化 的 值 产生 极 大 似 然 估计 gz 硅 X， 对 于 6 与 a: 的 极 
小 化 值 同样 无 关 紧 要 .因此 y 一 经 确定 ， 对 于 ce 的 极 大 似 然 估 计 现 在 取 


J 
aa) = LD NW (365) 
mi wj 0 


(参见 式 (363b))， 有 了 对 6? Cd) WIREX, IF o AY I RT RAR PR R JÉ RAI 
前 面 的 相同 ( 式 (363c) ). 

练习 [365b] 假设 有 用 于 时 间 序 列 X 的 计算 程序 并 且 在 过 程 均值 已 知 为 0 的 
假设 下 计算 极 大 似 然 估 计 8 2” Me. Hit: 如 果 关 有 一 个 未 知 过 程 均值 x， 则 用 程 
EXT X— XL 代替 天 能 够 获得 对 8 和 oa 的 极 大 似 然 佑 计 ( 即 仅 需 要 在 引用 程序 以 前 
减 去 每 次 观察 的 抽样 均值 ). 4 

为 了 看 未 知 过 程 均值 的 效果 ， 从 新 计算 可 以 得 到 表 364. BHR X HX — 
X1 代替 ， 在 表 中 有 单一 的 差异 ， 表 366 给 出 了 在 1 024 个 模拟 序列 上 ， 对 6 的 各 
种 极 大 似 然 估 计 的 统计 总 结 ， 偏 差 、 标 准 离 差 和 平方 误差 均值 的 平方 根 在 这 里 都 
明显 比 表 364 中 相应 的 序列 差 . 因此 在 试 着 去 估计 8 时 ， 如 果 对 过 程 均值 缺乏 
了 解 ， 就 要 付出 代价 (注意 在 8. 1 节 讨论 长 记忆 过 程 的 样本 方差 所 得 到 的 类 似 
结果 ). 

作为 例子 ,使 用 具有 未 知 均值 的 一 个 实际 时 间 序 列 ， 参 见 9. 8 节 ， 那 里 对 尼 
罗 河 最 低 水 位 计算 了 6 . 
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表 366 


We IR Di) LA(8) 确切 值 


一 一 一 一 


0. 25 均值 0.2058 0.2182 0.2227 0. 227 4 

偏差 0.044 2 一 0.0318 -0.0273 一 0.0226 

SD 0.0559 0.055 1 0.055 7 0. 052 8 

RMSE 0. 071 2 0. 063 6 0. 062 0 0.057 5 

04 £6 | 0.3449 0. 360 2 0. 367 2 0. 368 7 
偏差 一 0.055 1 ~0. 039 8 —0.0328  —0.0313 

SD 0. 055 0 0. 053 8 0.0525 0. 049 4 


0.058 5 


0.0619 


0. 066 9 


iE: 如 同 表 364， 不同 的 是 过 程 均值 假设 未 知 ， 央 此 使 用 样本 均值 X 进行 估计 ， 


9. 3 节 的 评论 与 扩展 

[1]Wornell and Oppenheim(1992) 、Wornell(1993) 和 Wornell(1996) 考 虑 了 连续 
时 间 高 斯 1/f 型 过 程 的 6 和 oa 的 等 价 的 估计 ， 他 们 借助 于 小 波 系 数 单纯 地 形成 似 然 
函数 .此 处 的 方法 包括 尺度 系数 WwW， 这 在 {X',} 已 知 有 零 均 值 的 假设 下 可 以 得 到 . 
当 此 事 为 真 时 ， 系 数 WwW.。 包 含 了 关于 最 低频 带 [ 一 17/2 一 ，172 一 ] 中 的 带 通 方差 的 
信息 ， 没 有 这 些 则 估计 方案 就 是 比较 差 的 (参见 表 364 和 366)， 当 {X,}) 不 知道 有 和 零 
均值 时 (在 实际 应 用 中 是 很 常见 的 情况 )， 系 数 Vj,,。 是 带 通 方差 的 较 差 的 偏差 估计 
值 ， 这 就 说 明了 为 什么 这 个 系数 在 yy 由 XX 估计 出 来 之 后 形成 6 的 缩减 对 数 似 然 函 
数 时 是 跳跃 的 然而 ,注意 到 这 个 函数 仍然 依赖 于 贯穿 项 log(C'j,, (6)) 的 
var{Vjw})= 二 Cy, 二 oC)41(6) 这 一 情况 是 很 有 趣 的 ， 这 种 依赖 直观 上 是 合理 的 ， 


因为 0, ,在 构成 对 Sy 的 基于 小 波 的 近似 量 5x 时 是 一 个 重要 成 分 (这 里 是 尺度 系 
数 方 差 重 要 性 的 一 种 衡量 : 如 果 我 们 在 构造 图 357 的 M=4N 基于 小 波 近似 量 自 
协 方差 序列 时 用 零 来 代替 它 ， 则 得 到 的 自 协 方差 序列 在 延迟 0 的 1.41 下 降 到 延迟 
63 的 一 0.05， 然 而 真实 的 自 协 方差 序列 是 从 2.07 到 0. 61). 

Kaplan and Kuo(1993) 讨 论 了 Wornell and Oppenheim(1992) 方 法 的 一 种 修 
改 ， 他 们 指出 在 较 后 的 参考 文献 中 : 离散 小 波 变换 实际 上 用 于 离散 分 形 布朗 运动 
( 即 离散 抽样 连续 时 间 分 形 布朗 运动 过 程 )， 以 至 于 含有 尺度 的 依赖 方差 级 数 是 有 
偏差 的 ， 导 致 了 谱 指数 估计 的 潜在 问题 . 他 们 证 明 分 形 高 斯 噪声 (离散 分 形 布朗 
运动 的 一 阶 差 分 ) 的 使 用 在 仅 用 哈 尔 小 波 时 导致 了 无 偏差 方差 级 数 . 

[2 ]Jensen(1999b, 2000) 把 基于 小 波 的 极 大 似 然 估 计 延 伸 到 处 理 自 回归 的 、 
分 形 积分 的 、 移 动 平均 的 过 程 (ARFIMA)， 对 于 分 形 差分 过 程 的 这 些 延 拓 包含 p 
个 自 回归 参数 和 g 个 移动 平均 参数 ， 这 是 为 了 模拟 时 间 序 列 的 小 尺度 (高 频 ) 属 
性 ， 分 形 差分 过 程 的 具体 评述 是 它们 仅 依赖 于 参数 6 和 o?. KARL, ORAS 
fo 时 ， 对 谱 密度 函数 的 近似 寡 规 律 ， 而 c* 仅 是 谱 水 平 ， 不 影响 谱 密 度 函 数 的 
形状 .使 用 5 和 zz: 来 捕捉 大 尺度 (低频 ) 特 征 ， 并 且 谱 水 平 使 我 们 没有 方法 去 处 理 
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小 尺度 性 质 一 一 这 些 输入 的 方法 不 需要 对 特殊 时 间 序 列 有 好 的 匹配 ， 因 此 如 果 我 
们 试 着 由 时 间 序 列 估 计 在 小 尺度 不 违背 分 形 差分 模型 的 8 和 o:， 那 么 6 的 极 大 似 
然 估 计 有 明显 的 偏差 ， 这 是 因为 最 大 似 然 方案 要 求 在 每 个 倍 频 程 带 中 的 谱 水 平 要 
跟随 着 一 个 分 形 差分 模型 ， 在 一 个 自 回 归 、 分 形 积分 、 移 动 平均 模型 中 的 额外 
p 十 gq 个 参数 允许 小 的 和 大 的 尺度 性 质 被 消除 ， 并 且 5 相应 的 估计 值 确切 地 反映 
了 一 个 时 间 序 列 的 大 尺度 性 质 . (应 该 注意 到 ， 接 下 来 的 两 节 所 讨论 的 6 的 估计 
值 容易 调整 来 减少 对 不 和 谐 小 尺度 的 依赖 性 一 一 参见 9.7 节 的 例子 .) 

分 形 差 分 过 程 的 上 述评 论 也 适用 于 分 形 高 斯 曝 声 和 完全 办 规律 过 程 ， 两 者 都 
正好 依赖 于 两 个 参数 (图 282 RAMOS, CARMA TRADED 
过 程 参数 对 的 恰当 选择 导致 了 频密 度 函 数 有 相似 低频 履 盖 和 高 度 ， 但 是 有 高 频 特 
征 的 是 不 可 控制 的 ， 因 此 是 任意 的 )， 拘 于 这 个 局 限 性 ，Kaplan and Kuo(1994) 
提出 了 一 个 对 分 形 高 斯 品 声 的 扩展 ， 分 形 高 斯 噪声 允许 在 小 尺度 有 不 同 的 相关 性 
效果 . 

[3] 为 了 比较 下 两 节 所 提供 的 8 的 估计 值 . 这 里 讨论 基于 小 波 的 极 大 似 然 估 
计 局 限 在 样本 尺寸 N 为 2 的 寡 的 时 间 序 列 ， 如果 N 不 是 这 样 的 ， 围 绕 这 种 局 限 
人 性 的 一 个 简单 方案 是 平均 8 的 两 种 估计 ,6 的 计算 是 对 于 两 个 子 序列 X。，…， 
Xv_ # Xy-vs s Xv HP N EMEN <N 的 2 HK. 

[4] 作 为 结束 ， 这 里 注意 需要 找到 对 有 零 均 值 的 平稳 高 斯 分 形 差分 过 程 的 确 
切 极 大 似 然 估计 (详情 参见 Beran, 1994, 5.3 和 2.5 节 ， 或 者 Brockwell and 
Davis，1991，13. 2 节 ). 给 定 特殊 的 6， 首先 计算 部 分 自 相 关 序 列 (PACS)$,,， 


Li 一 ]，…， N=1, 对 于 分 形 差 分 过 程 给 定形 式 为 8 一; 全 CHosking， 1981). 我 


们 说 明 这 个 部 分 自 相 关 序列 的 两 种 用 处 ， 第 一 ， 我 们 用 它 来 递归 计算 X, 的 最 好 


线性 预 估计 的 剩余 系数 ， 对 于 :二 2，…，N 一 1， 通 过 

Bs = k=l,” ‘st— i 
(这 些 是 关键 的 递 推 式 ， 是 著名 的 Levinson-Durbin 递 推 ) 给 出 X-i eo Xos H 
这 些 系数 形成 观察 预测 误差 : 


e, = X,— Si ee ti=i1,--,N-—1 
(为 了 方便 , 令 e@, 三 X。)， 部 分 自 相关 序列 的 第 二 个 使 用 是 计算 与 方差 e: Mle. 有 
关 的 序列 {vw,): 
v, = varie IT )， t=0,; "N-li, 


其 中 
varie} = Prd — 20) 
ras) 


(参见 式 (284c)); 这 里 v = varles} =var{X,}). MEX, 序列 (#5.,)、 {e,} Miu} 
都 是 8 的 隐 范 数 并 且 完 全 由 它 决定 ， 
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我 们 用 来 计算 精确 极 大 似 然 估计 的 公式 和 那些 用 来 计算 基于 小 波 的 近似 极 大 
似 然 估计 的 公式 几乎 相等 .代替 式 (363b) 中 近似 最 大 似 然 估 计 值 s? (8)， 我 们 有 
确切 的 估计 值 


] YV- 
(ds) = N. ， e (368) 


代替 式 (363c) 的 递减 对 数 似 然 函数 ， 我 们 有 


1(8 | X) = Nlog(@? (0)) + Nlog (= -> 4 SIN = log = #0). 


把 式 (368) 带 人 上 式 ， 可 以 得 到 8 的 函数 ， 我 们 能 数值 极 小 化 求 出 极 大 似 然 估计 
6. 在 有 了 6 之 后 ， 把 8 代入 式 (368) 可 以 得 到 a 的 极 大 似 然 估 计 52. 


9. 4 平稳 和 非 平稳 分 形 差分 过 程 的 极 大 似 然 估 计 


本 节 ， 我 们 考虑 分 形 差 分 过 程 形 成 参数 6 和 :的 极 大 似 然 估 计 的 另 一 种 途 
径 ， 这 里 我 们 确定 的 思想 是 直接 根据 小 波 系数 形成 似 然 函 数 而 不 是 通过 时 间 序 列 
本 身 . 这 种 方法 有 利于 我 们 处 理 在 确定 性 趋势 情形 观察 的 普遍 分 形 差分 过 程 ; 也 
就 是 不 再 需要 对 时 间 序 列 假设 一 个 平稳 模型 (对 于 附加 的 细节 参见 Craigmile 等 
2000a，2000b). 

相应 地 ， 对 于 给 定 的 非 负 整 数 4， 假 设 {U,} 是 一 个 随机 过 程 ， 它 的 d 阶 向 后 


差分 {Y,) 是 具有 参数 5” 和 a: 的 零 均值 高 斯 平稳 分 形 差分 过 程 ， 其 中 一 二 <<3" < 


L, o>0， 有 了 这 些 基础 ，{U,) 是 参数 为 6=d 十 ”和 的 一 个 分 形 差分 过 程 ， 

并 且 当 d=0(d>0) 时 是 平稳 的 (不 平稳 的 )， 在 假设 我 们 实际 观察 到 
X,=T,+U,. :=0,1,…,N 一 1， 

实现 的 前 提 下 ， 我 们 考虑 估计 SG MoI HAM. RPT, 是 未 知 的 确定 性 趋势 

(Brillinger, 1994 和 1996 考虑 了 一 个 和 这 个 类 似 的 模型 ， 但 是 他 提出 一 个 关于 

趋势 估计 而 不 是 此 处 所 提 到 的 不 同 的 基于 小 波 的 方案 )， 为 了 简化 ， 假 设 该 趋势 

为 r 次 的 多 项 式 : 


T, = ye t! 
(正如 在 Craigmile 等 ，2000b 中 所 讨论 的 ， 事实 上 ， 下 面 该 方案 是 从 纯 多 项 式 趋 
势 来 处 理 这 种 偏差 的 );， 用 向 量 记 号 ,将 上 式 写 为 X=T+U. 
今 W 是 基于 一 个 宽 为 L 的 Daubechies 小 波 滤波 器 的 第 Jo 层 的 部 分 离散 小 波 
AS Hiei RE, W 二 WX 为 相应 的 离散 小 波 变 换 系数 .回忆 这 个 滤波 器 涉及 LL/2 阶 的 
隐 式 差分 操作 ， 并 且 当 上 /2 宇 r 十 1 时 ， 有 把 = 阶 多 项 式 趋 势 减 为 零 的 重要 性 质 . 
这 种 性 质 实质 表现 在 图 369 中 ， 说 明了 当 用 哈 尔 、D(4) 和 D(6) 滤 波 器 对 线性 
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图 369 图 中 显示 了 线性 和 二 次 趋势 T( 上 图 )， 基 于 哈 尔 、D(4) 和 D(6) 小 波 滤 波 器 (分 别 是 
第 2 行 至 第 4 行 ) 的 部 分 离散 小 波 变 换 系 数 W=[Wi，W， BAMA RANT At 
W 和 Wi， 边界 小 波 和 尺度 系数 用 圆圈 表示 (了 哈 尔 小 波 中 没有 ，D(4) 小 波 在 每 个 子 
向 量 W, AV, 中 有 一 个 ，D(6) 小 波 在 每 个 子 向 量 中 有 两 个 )， 由 于 哈 尔 小 波 不 能 把 
线性 或 者 二 次 多 项 式 的 趋势 减 为 零 ， 因 此 它 的 小 波 系数 都 是 非 零 的 ; 另 一 方面 ， 
由 于 D(6) 小 波 能 把 线性 和 一 次 多 项 式 的 趋势 都 减 为 零 ， 因 此 它 的 6 个 非 边界 小 波 
系数 在 两 个 W;, 中 都 为 零 . 而 D(4) 小 波 可 以 处 理 线性 多 项 式 却 不 能 处 理 二 次 多 项 
式 ， 因 此 它 的 7 个 非 边界 小 波 系数 在 前 者 都 为 零 ， 而 后 者 都 是 非 零 的 (作为 资料 ， 
线性 和 二 次 趋势 定义 为 工 = 二 0.9。，(t 一 7) 和 T=0.2。(1 一 7)? 一 6， 这 个 注解 来 自 
W. Constantine, MathSoft, Seattle) 


(r=1) 和 二 次 (r=2) 趋 势 计算 时 ， 一 层 离散 小 波 变换 系数 W,， AV, 看 起 来 类 似 . 


用 小 波 滤波 器 缩减 为 零 的 最 高 次 多 项 式 是 r 一 号 一 1 ， 对 于 滤波 器 宽 为 2，4 和 6， 


其 分 别 是 0，1 和 2， 如 果 我 们 回忆 在 W, (和 Vi) 中 前 LS = 5-1 个 系数 被 离散 小 


波 变换 的 周期 边界 条 件 所 影响 (参见 式 (146b))， 则 这 个 图 说 明了 当 气 宇 7 十 1 时 ， 
多 项 式 趋势 正好 在 边界 小 波 系数 和 尺度 系数 中 可 以 找到 一 一 非 边界 小 波 系数 必定 是 
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零 并 且 没 有 被 趋势 所 影响 . 
记 住 这 些 思想 ， 让 我 们 把 离散 小 波 变换 系数 W 写成 两 个 N 维 向 量 之 和 ， 即 
W = Wp 十 W ne ’ 
其 中 Ws 是 将 W 除了 边界 小 波 系数 和 尺度 系数 之 外 的 其 他 系数 都 置 零 得 到 的 ， 而 Wi 
是 将 W 除去 非 边界 小 波 系数 之 外 的 其 他 系数 都 置 零 得 到 的 ， 由 于 X= WW, WA 


X = W'w, + W'W, =T+U, (370a) 


其 中 了 表示 多 项 式 趋势 ， 而 U 包 含 变 差 ， 其 源 于 估计 趋势 ， 该 趋势 服务 于 U HB 
代 ( 这 个 分 解 例子 在 图 383 中 进一步 说 明 ). 

保存 Ws 来 处 理 T. 现在 转 到 形成 分 形 差分 过 程 {1U,}) 的 参数 6 和 ao? 的 近似 极 
大 似 然 佑 计 ， 我 们 将 Ws 中 的 非 边 界 小 波 系 数 作为 这 些 估计 值 的 基础 ， 为 此 ， 必 
须 确 保 小 波 滤波 器 选择 有 充分 大 的 上 以 至 于 这 些 系数 可 作为 零 均值 平稳 过 程 的 实 
现 的 一 部 分 ， 通 过 假设 ，{U,} 的 d 阶 向 后 差分 {Y,} 是 一 个 零 均值 平稳 过 程 ， 因 此 


练习 [305] 告 诉 我 们 必须 挑选 亏 宇 d， 当 结合 条 件 L/2 之 十 1 时 ， 为 了 恰当 地 处 理 


T 和 U， 要 求 L/2 宇 max{r 十 1，d} (实际 上 上 ， 可 以 从 半 的 图 形 和 它 的 低 阶 差分 获 
得 合理 的 L， 例如， 图 318 M328). 正如 上 节 所 说 的 ， 这 里 我 们 集中 精力 在 长 记 
忆 过 程 ， 但 是 我 们 所 表述 的 理论 对 于 5E[ 一 1/2，0] 的 短 记 忆 分 形 差分 过 程 也 是 


有 意义 的 ， 由 于 8 二 d 十 万， 理论 中 宽 为 上 的 滤波 器 所 处 理 的 6 的 范围 是 
[一 去 ， 护 十 去 ]， 然 而 ,事实 上 ， 在 这 个 区 间 的 末端 估计 3 有 显著 的 偏差 ， 当 
86E[ 一 1/2， 一 1/4] 时 ， 哈 尔 和 ( 较 小 程度 上 )D(4) 滤 波 器 是 有 问题 的 ， 并 且 在 区 
ae [Ft pe Sty | 的 上 区 域 上 ， 宽 为 上 的 滤波 器 有 困难 ， 故 对 8 的 建议 区 
间 为 

sE at | (370b) 


如 果 从 下 面 所 描述 的 过 程 中 获得 的 OAS WERTE, HENLE? 


的 小 波 滤波 器 计算 这 一 估计 是 一 种 好 的 想法 (类 似 地 ， 如 果 我 们 用 哈 尔 或 者 
D(4) 小 波 得 到 一 个 低 于 零 的 估计 ， 则 应 该 把 它 和 D(6) 估 计 进 行 比较 ). 
在 假设 L/2 宇 max{r 十 1，d} 的 前 提 下 ， 第 j 层 非 边界 小 波 系数 由 下 式 给 出 : 
Wi t= Li N;—1, KP L =[|a-»(1-4)| (370c) 
FEHER N' 三 N, 一 L’ 之 0(L’ 的 表示 由 式 (146a) 给 出 ， 并 且 在 表 136 中 对 宽 二 二 
2，4，…，20 的 滤波 器 给 予 了 计算 )， 上 面 的 系数 是 具有 谱 密度 函数 的 零 均 值 高 斯 
平稳 过 程 的 一 部 分 并 且 依 赖 于 未 知 参数 9 和 cx:， 其 中 谱 密度 函数 由 


Kid 12 it 42 4 DA AES 371 


H(A Sx DAH. S Jo EEN, 六 0 的 层 (事实 上 ,我 们 经 常 令 J 尽 可 能 大 ;也 就 
BRAZEN, > OM NG. SO. ELW n 是 一 个 包含 所 有 非 边界 小 波 系数 的 
向 量 ( 回 忆 W, 的 一 些 元 素 零 化 一 一 去 掉 这 些 元 素 就 得 到 W's).W',s 的 长 度 是 


Ja 
N = DIN ,给 定 W ,6 F o è AOE T IR RBO 


> 1 re Tyl 
L(8,07| Wa) = orr a r e e] 2 
i : (2n)*? | Zw, bg ; 


现在 ， 我 们 要 求 通过 处 理 W 中 的 随机 变量 ， 尽 管 它 们 是 无 关 的 ， 利 用 离散 
小 波 变换 的 去 相关 性 得 到 上 式 的 一 个 有 效 近似 ， 由 于 高 斯 的 假设 ， 现 在 我 们 可 以 
把 似 然 函数 近似 地 作为 一 元 高 斯 密度 之 积 ， 这 仅 不 同 于 它们 的 联合 的 方差 . 
式 (343a) 对 var{W,.,} 给 出 一 种 确切 表示 ， 但 是 我 们 可 以 通过 式 (343c) 中 的 C, 或 


者 式 (344) 和 式 (354) 中 的 C, 来 近似 它 ( 前 者 对 j 宇 3 有 效 ， 后 者 要 求 j=1 或 2, 但 
是 如 果 要 求 的 话 ， 对 所 有 的 | 均 可 使 用 )， 为 了 记号 方便 ,我 们 采用 C 来 近似 ， 
但 是 用 var{W,.,}) 或 者 C; 在 下 面 代 替 C, 是 件 容易 的 事情 ， 因 此 得 到 


Jo Ai 一 ! 


L(8.02| Wa) = Lo? | Wy) = II il me TER ihe Waan, (371a) 


练习 [371] 用 一 种 类 似 于 产生 成 式 (363b) 和 (363c) 的 方法 ， 证明 对 于 给 定 
的 9，o 的 近似 极 大 似 然 估计 为 


v~ 
80a = SY ot 2 ts (371b) 
并 证 明 缩 减 的 对 数 似 然 晒 数 是 
I | Wi.) 三 7 | Wa) — N’ = N’log(a? (a) ) + PN log(C’ (0)), 
(371c) 
把 a: (8) 表达 式 代入 上 式 可 仅 作 为 6 的 函数 . < 


对 于 8 和: 求 得 的 近似 极 大 似 然 估 计 的 方案 如 前 是 相同 的 : 我 们 将 数值 地 决 

定 8evee 值 ， 该 值 最 小 化 上 面 作为 一 个 8 的 函数 ， 在 OK SC HY, THe (6) 得 到 

HF o AURA AIR ita =a? (0 ). Craigmile 等 (2000a) 证 明了 在 假设 Ww 中 的 

小 波 系数 确实 不 相关 的 情况 下 ， 对 于 大 的 N 和 96E[ 一 1/2，L/2]， fait (fis 
近似 于 均值 为 6、 方 差 为 a: 的 高 斯 分 布 ， 其 中 


¿= [SN y? - h(n, nm) | (371d) 


ns? 
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表 372 


MLE 
é Me AR D(4) LA(8) 确切 值 
0.4 BBL 0. 3670 0. 376 2 0. 3792 0.3900 
偏差 一 0.0330 一 0.023 8 一 0.020 8 一 0.0100 
SD 0. 058 8 0. 073 2 0. 094 3 0.0437 
RMSE 0. 067 4 0. 076 9 0. 096 6 0.044 8 

i os 0.0530 0.0673 0. 086 9 

0.75 均值 0. 723 0 0. 7277 0. 7346 0.7677 
偏差 —0.0270 一 0.022 3 一 0.015 4 0.0177 
SD 0. 078 3 0. 087 8 0. 086 3 0. 027 2 
RMSE 0. 082 9 0. 090 6 0. 087 7 0.0325 


0. 085 7 


HE: 如 同 表 364， 不 同 的 是 应 用 式 (371a) 的 似 然 函 数 去 定义 对 于 5 的 基于 小 波 的 近似 极 大 似 然 估计 


5) (9=0. 4 时 最 后 一 列 的 精确 极 大 似 然 估 计 与 表 364 中 的 完全 相同 )， 项 op 的 性 质 在 正文 中 说 明 . 


而 
d var{W,..} 
—~ dA f i log(2sin(xf)) 
var(W,,,} var{W;.,}Jo HP) | 2sin(xf)]” dj. (372) 


TAS! 的 统计 性 质 ， 我 们 执行 类 似 于 上 节 对 于 样本 大 小 N=256 所 描 
述 的 一 种 模拟 研究 (参见 表 364) ， 例 外 的 是 我 们 用 O=0. 75 代替 6 二 0.25( 正 如 
7.8 节 的 评论 与 扩展 所 讨论 的 ， 通 过 累计 求 和 模拟 的 FD( 一 0. 25) 过 程 ， 我 们 可 
以 模拟 一 个 FEFD(0. 75) 过 程 )， 表 372 的 前 三 列 概括 了 哈 尔 、D(4) 和 LA(8) 小 波 研 
究 的 结果 ， 作 为 基准 ， 最 后 一 列 给 出 了 对 于 精确 极 大 似 然 估计 8 的 对 应 统计 (6= 
0.4 情况 是 从 表 364 中 拷贝 而 来 ， 而 $=0.75 情况 是 基于 把 它 增加 到 8 的 极 大 似 
然 估 计 ， 在 差分 后 得 到 的 模拟 FD(0. 75) 序 列 )， 当 基于 小 波 的 近似 极 大 似 然 估计 
具有 平方 误差 均值 的 平方 根 ， 是 精确 极 大 似 然 估计 的 平方 误差 均值 的 平方 根 的 两 
倍 或 三 倍 时 ， 我 们 必须 回忆 下 面 的 模型 满足 一 个 趋势 存在 ， 尽 管 在 模拟 研究 中 令 
T= 0 一 -如果 这 种 趋势 存在 ， 我 们 知道 精确 极 大 似 然 估 计 非 常 糟糕 地 执行 ， 额 外 


地 ,3 之 小 的 精确 极 大 似 然 估计 的 使 用 要 求 原始 时 间 序 列 的 差分 ， 反之 当 使 用 


8 有时， 对 于 一 个 关于 差分 的 预先 决定 是 没有 必要 的 . 

表 372 也 给 出 了 6;， 即 式 (371d) 中 对 于 8“"” 的 大 的 样本 方差 的 平方 根 ， 我 
们 用 关于 var{W,;.,}) 的 式 (343c) 的 带 通 近似 C, 和 式 (372) 积 分 的 类 似 近 似 来 计算 
go;， 当 os 低估 了 所 观察 到 的 标准 离 差 和 平方 误差 均值 的 平方 根 ( 在 6 二 0.75 时 特 
别 对 于 哈 尔 和 D(4) 小 波 ) 时 ， 我 们 在 实际 中 用 它 作 为 86“ 中 变化 性 的 一 种 度量 
(另外 的 计算 机 模拟 给 出 了 o 和 观察 到 的 平方 误差 均值 的 平方 根 随 着 N 的 增 大 而 
收敛 ). 

假设 现在 我 们 已 经 得 到 了 时 间 序 列 的 一 个 估计 3“ ， 并 且 想 通过 不 存在 趋 
势 的 零 假设 (T=0) 来 接近 假设 时 间 序 列 中 含有 有 意义 的 趋势 成 分 ， 考 虑 了 三 
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| X IP / | X 一 为 检验 统计 量 ， 这 个 统计 量 是 整 时 间 序 列 的 能 量 和 非 趋 势 序 列 

或 者 非 边界 小 波 系数 的 能 量 之 比 ， 如 下 练习 所 示 . 
练习 [373] 证 明 

a S i 
| Was |?” 

注意 由 于 了 是 能 量 比 ， 因 此 它 不 依赖 于 ao: 的 值 ， 在 零 假设 和 关于 3“" 条件 


下 ， 我 们 可 以 通过 重复 模拟 具有 oi? 二 1 HEH FDO ) 过 程 和 计算 每 次 模拟 
的 了 值 来 经 验 地 确定 P 的 分 布设 已. 为 模拟 已 值 的 上 100a% 百 分 率 点 ， 特 别 
地 设 a 二 0.05 或 者 更 小 ， 当 T 关 0 时 ,统计 量 P 应 该 大 ， 所 以 我 们 拒绝 水 平 a 上 
的 零 假设 ， 如 果 PEP.. 

对 这 个 实验 需要 注意 两 点 首先， 虽然 直观 上 的 趋势 是 在 大 尺度 上 一 个 光滑 
非 随 机 变 分 ， 如 果 时 间 序 列 具 有 显著 的 非 零 样本 均值 ， 实 验 的 统计 量 已 同样 很 
大 ， 为 了 防止 拒绝 零 假设 只 不 过 由 于 是 非 零 均值 ， 我 们 调整 检验 统计 量 为 

DIG. Goa? Op 
P = an a Lae (373) 

随后 将 应 用 于 时 间 序 列 和 经 验 地 确定 零 假设 下 的 了 分布 的 模拟 序列 上 (由 于 小 波 
系数 不 受 样本 均值 的 影响 ， 所 以 PAP 是 一 样 的 )， 其 次 ， 我 们 可 以 通过 对 大 量 
样本 分 布 的 模拟 来 补偿 对 观察 估计 6 状态 的 影响 ， 因 此 ， 预 先 产生 每 个 模拟 
序列 以 得 到 P 或 者 的 分 布 从 而 产生 偏离 具有 均值 a*" 的 高 斯 分 布 和 
式 (371d) 确 定 的 方差 8=6“"™ 的 高 斯 分 布 ， 然 后 使 用 这 个 偏离 作为 模拟 分 形 差分 
过 程 中 的 6 参数. 

在 原子 钟 数据 上 检验 统计 量 互 的 一 个 应 用 的 例子 将 在 9. 7 节 给 出 ， 
9. 4 节 的 评论 与 扩展 

[1] 式 (371a) 的 似 然 函 数 能 够 容易 地 适合 于 处 理 那 些 在 大 的 尺度 上 可 以 用 分 
形 差分 过 程 很 好 地 建立 模型 的 时 间 序 列 ， 但 是 对 于 小 的 尺度 却 不 适合 : 对 某 个 
太 壹 1， 如果 模型 需要 拖延 尺度 j 王 贱 ，…，Jo， 只 需 将 (371a) 的 结果 的 下 限 用 
j=J 来 替换 即 可 ， 这 个 趋势 检验 通过 下 面 的 过 程 同样 容易 调整 ，(i) 用 尺度 系数 
V -1 替换 Xi (让 从 Ww 中 除去 层 j 二 1，…， 凡 一 1 的 尺度 ， 

另外 ， 如 果 趋 势 并 不 重要 从 而 只 对 估计 9 和 vc: 感 兴趣 的 话 ， 很 容易 调整 
式 (371a) 的 似 然 函 数 使 其 也 可 以 处 理 样 本 尺寸 N 不 是 2 的 整数 宕 的 情况 .为 此 ， 
A M 是 使 MN 的 2 的 最 小 次 乱 ， 由 式 (308c) 通 过 在 {X,} 的 末端 附加 M 一 NN 个 
零点 来 构造 {X'}， 令 W’ 是 {X'} 的 第 j 层 小 波 系数 ， 思 想 是 ， 使 用 W, 的 元 素 形 
RURAS, W 的 构造 不 包含 XX’ 端点 的 M 一 NN 个 零点 中 的 任何 一 个 ， 这 些 是 


P < 
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aanmanen: — 


式 (308d) 中 精确 的 M 系数 ， 其 中 M; =| 5-1 |- +1, 如 果 令 ewe 


Mi 二 0 的 最 大 整数 ， 那 么 式 (371a) 的 似 然 函数 就 具有 如 下 形式 ， 


Jy M-1 1 egies 
Hdl ace jae 0) 
其 中 ，W EW 的 第 : 个 元 素 , (这 个 过 程 的 改善 是 利用 在 Coifman and 
Donoho，1995， 中 讨论 过 的 “循环 旋转 ”这 一 观点 ， 即 循环 平移 {X, }， 仅 用 那些 
不 包含 额外 M-N 个 零 的 小 波 系数 来 构造 一 个 似 然 明 数 ， 从 似 然 方 程 中 决定 6 的 
极 大 似 然 估计 ， 然 后 平均 极 大 似 然 估计 获得 所 有 可 能 的 循环 平移 . ) 
[2] 我 们 可 以 采用 上 面 的 方法 来 获得 8 的 一 个 “瞬时 ”估计 量 ， 它 对 追踪 那些 
长 记忆 参数 展开 超时 的 非 平稳 长 记忆 过 程 很 有 用 .基本 的 想法 是 利用 在 同一 时 间 
的 小 波 系数 ， 为 了 避免 在 时 域 上 离散 小 波 变换 中 二 次 抽样 固有 的 歧义 ， 可 以 在 极 
大 重 秋 离散 小 波 变换 的 每 个 尺度 舍 掉 一 个 小 波 系数 用 2 来 乘 它 ， 然 后 就 形成 了 
一 个 由 重新 规范 化 的 极 大 重 释 离散 小 波 变换 系数 组 成 的 似 然 郴 数 ， 为 了 确保 在 时 
域 上 恰当 地 联合 定位 ， 很 有 必要 利用 最 接近 对 称 或 coiflet 滤波 器 一 一 具有 恰当 的 
平移 一 一 因为 这 些 滤 波 器 近似 地 具有 零 相位 ， 并 且 它 们 的 输出 可 以 在 时 域 上 关于 
原始 时 间 序 列 做 排列 (详情 参见 4.8 和 4.9 节 )， 这 个 输出 结果 简化 了 对 数 似 然 函 
数 使 得 6 的 “瞬时 ”估量 在 时 间 上 处 具有 如 下 形式 ， 
iy i 
Jlog(7; >, ory Wie, J+ Dy log C (8)), (374) 
He: 是 第 j 层 极 大 重 肥 离散 小 波 变 换 系 数 的 下 标 ， 它 与 时 间 t 有 关 ( 上 面 的 检 
验 参 见 练习 [9. 6]). 


9.5 分 形 差分 过 程 的 最 小 二 乘 估 计 


对 一 个 长 记忆 过 程 {X,}， 在 这 一 章 的 序言 中 我 们 记录 了 ， 绘 尺度 nm ARN 
小 波 方差 内 (r AY log/log A. “4 r 变 大 时 ， 这 个 图 给 出 了 一 个 近似 的 线性 变 
化 ; 即 对 某 个 5 和 有 8 我 们 有 log( 几 (rm))<:5+Blog(nm)， 斜 率 有 与 近似 寡 规 律 谱 密 
度 函 数 的 指数 a 有 关 ， 在 低频 处 有 P= 一 a 一 1. 现在 ， 对 FD(6) 过 程 a 二 一 26( 参 见 
图 286 右上 方 的 图 )， 所 以 近似 地 有 8= 26 一 1. 这 个 简单 的 联系 暗示 在 尺度 范围 内 
我 们 能 关于 8 的 估计 值 形成 8 的 估计 值 ， 而 用 作为 logt ) 函 数 的 对 数 小 波 方差 得 到 
(例如 ， 参 见 Abry 等 ，1993 #11995, Abry and Veitch, 1998, Jensen, 1999a). 
在 这 一 节 中 ， 我 们 讨论 如 何 建立 一 个 8 的 加 权 最 小 二 乘 估 计 值 一 一 然后 是 9 
考虑 小 波 方差 估计 值 的 大 样本 性 质 (Abry 等 ，1995， 和 Abry and Veitch, 1998, 
采用 了 类 似 的 方法 ). 

让 我 们 开始 将 小 波 方差 与 式 (343b) 的 平均 谱 密 度 函 数 层 Ci 相 联系 ， 从 中 可 
以 了 解 到 当 r, 多 大 时 线性 逼近 会 相当 好 一 些 ， 由 定义 可 知 小 波 方差 Cr ERK 


重 香 离散 小 波 变换 小 波 系数 多 ,的 方差 .离散 小 波 变换 和 极 大 重 释 离散 小 波 变 换 
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图 375 对 于 分 形 差分 过 程 取 8=0.4( 下 面 的 圆圈 ) 和 0.75( 上 面 的 圆圈 ) 时 ， 对 作为 上 HR 
数 的 小 波 方差 h (zj) 作 数值 积分 (由 式 (343b) 计 算 ) 的 近似 CA/2 ，7 一 1，…，8. 这 
些 圆圈 集合 中 图 的 解释 部 分 见 正文 


~ 


系数 之 间 的 联系 ， 即 Wj.,/2” 一 Wiocrb-l， 这 个 关系 式 告诉 我 们 内 (nm ) = 
var{W,,,}/2). 式 (343b) 说 明 平 均 谱 密度 函数 层 Ci 是 var{W..}) 的 一 个 近似 ， 因 
此 就 有 由 (rr )=CV2 ， 其 中 分 形 差分 过 程 中 的 C; 可 以 通过 计算 式 (343c) 中 的 数 
值 积 分 来 确定 . 

375 在 log/log 坐标 轴 上 给 出 了 分 形 差分 过 程 取 89=0.4( 下 面 的 圆圈 ) 和 
0.75( 上 面 的 圆圈 ) 时 作为 r 的 函数 的 C;/2’，j 二 1，…，8. 对 于 任何 一 个 5， 这 
些 圆圈 大 约 落 在 一 条 直线 上 ,但 是 最 左边 的 圆圈 (j= 二 1) 显 著 地 向 上 上 偏离， 利用 关 


系 式 6 一 二 (8+1)， 当 = 增 大 时 ， 相 邻 两 个 圆 疼 之 间 的 斜率 可 以 确定 所 需 的 d. 


4 6, 是 由 指标 为 和 Ji 十 1 的 圆圈 的 斜率 在 log/log 平面 确定 的 : 
] 10 jt or) = 10 \& 3 , 
is ait T 

图 375 给 出 了 当 8 一 0. 4( 下 面 的 加 号 ) 和 0.75( 上 面 的 加 号 ?时 ， 作 为 (=m+i 十 己 )72 
的 函数 的 8 的 图 形 ，j= 二 1，…，7， 我 们 看 到 当 j 增 大 时 5; 快速 收敛 于 6( 用 一 条 
水 平 线 来 标记 )， 这 些 图 形 上 暗示 当 j 宇 2 或 3 的 时 候 线性 通 近 是 可 行 的 (参见 
Jensen，1999a， 正 式 证 明了 对 于 具有 | 6 | <1/2 的 分 形 差分 过 程 当 jorj 
v (r;)>Cr !， 其 中 C=e). 

从 而 ， 当 joj, 时， 我 们 把 5 十 Blog (zt; ) 作 为 log(w (zt;)) 的 近似 值 ， 其 中 匀 
和 8B 是 待 估计 的 未 知 参 数 ， 并 且 具 有 代表 性 地 置 有 i 是 2 或 3. 假定 我 们 用 宽度 为 


L 的 小 波 滤波 器 并 且 认为 时 间 序列 是 具有 6E | 一 过， 总 十 二 |( 如 式 (370b)) 的 分 


形 差分 过 程 的 一 部 分 ，Xe ，…，Xw-:， 的 实现 . PS TER BI SSJ 上 能 使 用 

式 (306b) 的 无 偏 极 大 重合 离散 小 波 变换 估计 值 咏 (tj) 来 估计 vx Ce)» 其 中 J 在 给 

定 样本 尺寸 N 和 滤波 器 宽度 L 限制 的 情况 下 尽 可 能 地 大 . 由 式 (313a) 得 到 
log (5% (z,)) $ log(X, ) + logok (z,)) — logy) 
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其 中 等 价 自 由 度 (EDOF)7 依赖 于 尺度 tr;， 并 且 在 实际 应 用 中 可 以 用 8.4 节 中 概 
述 的 三 个 方法 之 一 得 到 .Bartlett and Kendalil(1946) 证 明了 Et{log(X' )} =y(4) 下 


log(2) 和 var(log =g (7), EPORA YOOBRKQDHE AL, 函数 .于 是 
我 们 有 
E{log(yi (rt;))} = o( $ )+ ç+ plog(r,) — log( 2). 
如 果 我 们 令 
¥(x,) = log( 放 人 o)) — o(% )+ tog(%), (376a) 
则 得 到 线性 回归 模型 
Y(r;) — 4 + Blog(r;) Fejs 


e = log( $E) y( 2) + 1og( £) 


vx (Tj) 


对 此 ， 误 差 项 


在 分 布 上 等 于 随机 变量 log CG, —y(%)—log (2). 注意 。 有 零 均 值 和 方差 


y (E) FERE p 在 10 附近 或 大 于 10 的 时 候 近 似 于 高 斯 分 布 (参见 图 276). 


我 们 进一步 假设 e, 是 两 两 互 不 相关 的 ， 鉴 于 9. 1 节 中 的 讨论 ， 这 个 假设 是 合理 
的 . 用 向 量 的 记 法 ， 可 以 写作 

Y = Ab +e, (376b) 
Hp Y=[Y (r), es Ya]; A 是 一 个 (jn 一 六 十 1)X2 阶 和 矩阵 ， 它 的 第 一 
列 全 是 1, 第 二 列 是 log(r，)， => log(rJ,)3 b=[¢, BI"; 并 且 e=([e, ， =., 


o 下 是 一 个 具有 零 均 值 ， 并 且 协 方差 矩阵 I Ba mA y (7). 


y (Te ) 的 对 角 矩 阵 的 随机 向 量 . 
我 们 现在 可 以 求助 于 线性 最 小 二 乘 理论 来 得 到 b 的 加 权 最 小 二 乘 估 计量 ， 即 
pr = (ATS7'A) ATS Y 
(例如 ， 参 见 Draper and Smith, 1998). b 的 第 二 个 元 素 是 想 要 8 的 加 权 最 小 
二 乘 估 计量 ， 即 


acw — Dw; Zw; login de) Dw, log(r;) 2 wy Y (rj) (376c) 
B Dw, Dw log? (r,) — (X w; log (z;) >’ ` 


其 中 , ww,=1/y (E), 并 且 所 有 的 和 式 是 在 FSi oy Jo EH KER AiE 


明 参 见 练习 [9. 5] 的 第 一 部 分 )， 在 模型 后 面 的 假设 前 提 下 ， 估 计 值 5?” 具有 平均 


fÈ b 和 协 方差 
Eb wls) = (Ars 4). 
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—EE 


一 -一 一 一 - -一 一 一 


0.404 4 
0. 000 6 0. 004 4 —0. 0100 
0. 088 6 0.1185 0.0437 
0.0886 0.1186 0.0448 
0.7443 0.7435 0. 7677 


SD | 0.0779 0.0877 0.1196 0. 027 2 


HE: 如 表 372， 但 是 现在 是 用 基于 小 波 的 加 权 最 小 二 乘 估计 量 8'" (最 后 一 列 是 从 表 372 中 照搬 过 来 
的 )， 这 些 加 权 最 小 二 乘 估计 其 是 基于 小 波 方差 的 无 偏 极 大 重叠 离散 小 波 变换 估计 量 *X(rm)， 小 
波 方差 假定 有 等 价 自由 度 ymax M; /72 ，1}， 我 们 对 这 三 种 小 波 均 设 二 2， 表 中 给 出 的 结业 
是 基于 样本 尺寸 N=256 的 1024 个 模拟 时 间 序 列 . 
特别 地 ， 这 个 协 方差 矩 阵 的 在 下 方 元 素 告 诉 我 们 
Sw; 
1 piwi) | — een tN ee 
varia" |= So, Sw, log? Gz) — Cw, loedr en 


(这 是 练习 [9. 5j 的 第 二 部 分 )， 由 于 3= 广 (B+1), RAT AT LABS = ae” +1) 
为 分 形 差分 参数 的 相应 估计 值 ， 记 作 varl )= var po). 

为 了 了 解 到 这 个 加 权 最 小 二 乘 估计 量 完成 的 怎么 样 ， 我 们 进行 类 似 于 上 一 节 
的 模拟 研究 (参见 表 372)， 取 N=256，6=0.4 和 0.75. 为 了 简便 ， 我 们 和 
式 (314c) 一 致 来 确定 未 知 的 等 价 自 由 度 ;， 即 设 yn, =max{M,/2’, 1}, 8AN — 
样 ， 其 中 MENL, +1 是 用 来 构造 估量 sv (zj) 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 系数 的 
RA. RNB FMI, 的 三 种 选择 ， 即 取 1，2，3， 并 且 可 以 发 现 J =2 的 时 候 
对 样本 尺寸 及 所 有 的 三 种 小 波 都 给 出 了 最 好 的 平方 误差 均值 的 平方 根 (鉴于 
图 375， 这 是 合理 的 )， 样 本 尺寸 和 滤波 器 宽度 对 哈 尔 、D(4) 和 LA(8) 小 波 分 别 
要 求 1, 二 8，6 和 5.， 表 377 总 结 了 模拟 研究 的 结果 . 我 们 看 到 对 于 哈 尔 小 波 平方 
误差 均值 的 平方 根 要 比 另外 两 个 小 波 小 一 些 ， 毫 无 疑问 这 是 因为 哈 尔 小 波 滤 波 器 较 
小 的 宽度 给 了 我 们 更 多 的 可 用 尺度 . 注意 大 多 数 情形 下 的 偏差 都 十 分 小 ， 这 就 意味 
着 平方 误差 均值 的 平方 根 和 标准 离 差 几乎 是 一 样 的 ， 还 可 以 发 现 对 于 给 定 的 小 波 当 
8 二 0.4 和 0.75 时 平方 误差 均值 的 平方 根 十 分 类 似 ( 这 个 结果 与 
式 (377) 中 vari BO" } 的 表达 式 有 关 ， 并 且 这 里 采用 的 这 种 决定 等 价 自由 度 的 方法 不 
依赖 于 8)， 为 了 比较 起 见 ， 表 377 的 最 下 面 一 行 给 出 了 三 种 小 波 理论 方差 
var Â } 的 平方 根 ， 可 以 看 到 真实 的 平方 误差 均值 的 平方 根 比 理论 推导 的 稍微 要 
小 一 点 (可 能 是 因为 真实 的 和 假设 的 等 价 自由 度 或 误差 序列 e 里 的 非 零 相关 性 之 间 
不 协调 )， 从 实际 应 用 的 观点 看 ，var{B"“" } 似 乎 给 8 的 可 变性 中 的 变量 提供 了 一 


378 第 9 章 


表 378 


WLSE MLE 
D4) LA(8) 确切 值 
0. 399 4 0. 400 0 0.3900 
—0. 000 6 — 0. 000 0 —0.0100 
0. 070 0 0.0728 0.0437 
0. 070 0 0. 072 8 0.044 8 
| 0. 743 2 0.7442 0.7677 
偏差 | 一 0.022 2 —0. 006 8 -0. 005 8 0.0177 
SD 0. 073 9 0.0718 0.072 6 0. 027 2 


0.072 8 0. 032 5 


0.072 1 


注 ， 类似 于 表 377， 但 是 现在 是 在 有 反射 边界 的 情形 下 ， 使 用 基于 小 波 方差 的 无 偏 极 大 重 登 离散 小 
波 变 换 佑 计量 的 加 权 最 小 二 乘 估计 和 量 i'wi" 来 做 的 . 


个 保守 的 上 界 ， 最 后 ， 如 果 比 较 一 下 表 377 中 给 出 的 平方 误差 均值 的 平方 根 和 
表 372 给 出 的 极 大 似 然 估计 ， 可 以 发 现 当 6 二 0.4 时 ， 除了 LA(8) 小 波 之 外 ， 近 
似 值 极 大 似 然 估 计 都 超过 了 加 权 最 小 二 乘 估 计量 ， 当 5=0.75 时 情况 正好 相反 . 


9. 5 节 的 评论 与 扩展 
[1]Jensen(1999a) 用 常规 最 小 二 乘 估计 量 (OLSE) 来 考虑 8 的 估计 借助 于 
式 (376b) 的 回归 模型 来 说 (这 有 点 不 同 于 Jensen 所 使 用 的 模型 )， 这 个 佑 计量 由 
bo» = (ATA) 'A'Y 
给 出 ， 并 且 具 有 均值 b 和 协 方差 250% = (ATA) (ATSA) (ATA), APRI 


可 以 求 出 var( Bo ) 的 表达 式 ( 详 情 参 见 Draper and Smith，1998).， 当 常规 最 小 二 
乘 估计 量 和 加 权 最 小 二 乘 估计 量 都 是 避 的 无 偏 估 计量 时 ， 理论 上 在 下 述 意义 下 加 
权 最 小 二 乘 估计 量 要 比 常规 最 小 二 乘 估计 量 好 ， 如 果 我 们 的 模型 假设 都 成 立 的 
话 ， 应 当 有 varp }<var{po }. 如 果 我 们 用 常规 最 小 二 乘 估计 量 取 代 加 权 最 
小 二 乘 估计 量 重复 此 节 描 述 的 模拟 研究 ， 就 会 发 现 对 表 377 中 的 所 有 6 及 小 波 的 
组 合 ， 对 于 常规 最 小 二 乘 估计 量 的 平方 误差 均值 的 平方 根 大 约 是 对 于 加 权 最 小 二 


乘 估 计量 的 两 倍 大 ， 所 以 ， 我 们 推荐 选择 8“ 作为 最 小 二 乘 估计 . 
[2] 注 意 8. 3 节 的 评论 与 扩展 的 第 L3] 条 ，Greenhall 等 (1999) 用 下 面 的 式 子 
来 定义 小 波 方差 的 一 个 有 偏 极 大 重合 离散 小 波 变 换 估计 时 


2N-1 


下 =i 
DX(T;) — IN 24 Ww: 


(参见 式 (306c))， 其 中 Wi 变量 现在 取 对 于 

XXi Xnr Cape. CUP. PE TP OED 
的 极 大 重 伙 离散 小 波 变 换 的 系数 (参见 关于 式 (140) 的 讨论 ). 它们 的 结果 暗示 ， 
在 大 的 尺度 上 ， 这 个 有 偏 估 计量 的 统计 性 质 要 比 无 偏 估计 量 vx Cr) AF. 为 了 了 解 
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这 个 有 偏 估计 量 是 否 可 以 导致 8 的 一 个 改进 的 加 权 最 小 二 乘 估计 量 ， 让 我 们 构造 
一 个 估计 量 ， 记 为 8"%" ， 像 式 (376c) 的 右边 那样 定义 它 ， 但 是 现在 要 用 vx (mr ) 来 
代替 只 (r ) 构 成 Y(r )， 有 偏 估计 量 的 一 个 直接 优势 就 是 ， 对 任 一 小 波 我 们 都 可 
以 令 Jo=log (N). Td 分布 的 进一步 研究 ， 我 们 假设 基于 py = N/2’ HAL 
w. 利用 这 个 设置 ， 我 们 重新 来 做 模拟 研究 并 获得 表 378 中 的 结果 ， 这 揭示 了 对 
于 所 有 6 的 组 合 及 表 377 中 提 到 的 小 波 ， 平方 误 差 均 值 的 平方 根 都 有 改进 DA) 
和 LA(8) 小 波 表现 出 很 大 的 改进 并 上 且 似乎 比 8=0.75 时 的 哈 尔 小 波 的 改进 还 要 好 
一 点 ， 然 而 ， 仍 然 需要 进一步 的 研究 来 确定 6 AO” 各自 的 优 缺 点 (特别 地 ， 
当前 者 对 于 趋势 的 某 一 类 型 很 好 时 ， 后 者 却 不 一 定 ). 

[3] 像 前 一 节 讨 论 极 大 似 然 估 计 那 样 (参见 评论 与 扩展 的 第 L2j 条 )， 我 们 可 以 
采用 这 一 节 描 述 的 估计 量 来 获得 6 的 一 个 “瞬时 ”估计 量 . 通过 对 每 个 j 层 用 一 个 
单个 的 平方 极 大 重 释 离散 小 波 变换 系数 来 形成 小 波 方差 估计 量 ， 被 选择 的 系数 要 
满足 在 时 间 上 是 共同 定位 的 . 6 在 t 时 刻 得 到 的 估计 量 由 


1 (Gor LF) Bless YY, (e) — Vlog(z;) VY. (r ) | 1) (379) 


Pa (Jo~ Ji #1) Slog’ (x, )—(Xloglr;))’ 


给 出 ， 其 中 (+,) 二 log(W?,) 一 y( 却 ) 一 log(2); 4 与 式 (374) 中 的 相同 ， 像 以 


前 一 样 ， 所 有 的 和 式 都 是 从 j= 了 加 到 J,( 上 面 的 验证 作为 练习 [9.6]). 最 小 二 
乘 和 极 大 似 然 的 优 缺点 至 今 还 是 未 知 ， 

[4]Geweke and Porter-Hudak(1983), Robinson(1995) Al Hurvich 4 (1998) 
讨论 了 长 记忆 参数 的 最 小 二 乘 估计 量 的 统计 性 质 ， 这 些 长 记忆 参数 是 基于 回归 作 
为 对 数 频率 的 函数 的 对 数 周 期 ， McCoy 等 (1998) 认 为 加 权 最 小 二 乘 估计 量 是 基 
于 对 数 多 锥 谱 密度 函数 估计 量 ( 这 上 比 基 于 周期 图 的 估计 量 要 好 ). 当 基 于 傅 里 叶 和 
基于 小 波 的 最 小 二 乘 估计 量 之 间 确 定 的 比较 结果 还 没有 给 出 的 时 候 ，Jensen 
(1999a) 发 现 基 于 周期 图 的 估计 量 不 如 他 明确 给 出 的 常规 最 小 二 乘 估 计量 好 ， 而 
McCoy and Walden(1996) 却 指出 基于 小 波 的 5 比 基 于 周期 图 和 多 锥 的 8 的 估计 


量 都 要 好 , 


9.6 方差 的 齐 次 检验 


本 节 ， 我 们 考虑 具有 长 记忆 结构 的 时 间 序 列 的 方差 齐 次 检验 的 问题 . 在 7.8 
节 ， 我 们 回顾 了 具有 长 记忆 性 质 的 随机 模型 ， 这 些 模 型 都 要 求 平 稳 性 假设 ， 这 个 
假设 说 明 这 一 过 程 的 方差 与 时 间 无 关 ， 因 为 长 记忆 过 程 的 实现 能 够 出 现 增长 变化 
性 的 脉冲 或 相对 静止 的 周期 ， 所 以 当 我 们 遇 到 一 个 使 这 个 假设 出 现 疑问 的 时 间 序 
列 时 ， 做 一 个 统计 检验 来 帮助 评估 齐 次 假设 的 合理 性 是 很 重要 的 .一 个 明显 的 检 
验 是 将 时 间 序 列 分 割 为 子 序列 ， 计 算 每 个 子 序列 的 样本 方差 ， 然 后 确定 这 些 样 本 
方差 的 差异 是 否 与 我 们 期 望 从 平稳 的 长 记忆 过 程 中 能 观察 到 的 相关 ; Ai, RR 
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我 们 在 8. 1 节 中 注意 到 的 那样 ， 样 本 方差 的 采样 性 质 对 于 长 记忆 过 程 是 有 疑问 
的 ， 所 以 我 们 仍然 需要 仔细 研究 子 序列 的 选择 方案 如 何 对 检验 结果 产生 影响 . 正 
如 我 们 在 本 节 表 明 的 那样 ， 可 以 借助 于 时 域 局 部 化 系数 ， 使 用 离散 小 波 变换 去 长 
记忆 过 程 相关 这 一 事实 来 引出 方差 的 齐 次 检验 (详情 参见 Whitcher, 1998, fil 
Whitcher 4, 2000a). 

S X 三 LX。，…，Xv-1j" 是 我 们 计划 用 平稳 的 高 斯 分 形 差 分 过 程 建 立 模 型 的 
时 间 序 列 ， 但 是 方差 的 齐 次 假设 尚 有 疑问 .为 了 方便 ， 我 们 假定 对 某 个 Ji， 六 
是 2/0 的 整数 倍 ( 这 个 限制 容易 放宽 一 一 参见 下 面 的 评论 与 扩展 中 的 第 [1j 条 )， 关键 
的 思想 是 假设 X 的 方差 非 齐 次 使 得 在 某 些 选 定 的 尺度 上 ， 它 也 能 表示 它 本 身 .， 从 
而 , OW, 是 X 的 离散 小 波 变换 的 第 7/ 层 小 波 系数 . 我 们 假设 / 层 满 足 ， 像 
式 (370c) 显 示 出 的 那样 ， 存 在 N >0 个 非 边界 小 波 系数 Wi oy Wiis AP 
像 以 前 一 样 ，N,; =N,— Lj. 我们 将 用 这 些小 波 系数 对 于 零 假 设 

Hs :var{ Wj.. } = vari W; == var{Wy.y -1 } 
构造 一 个 检验 统计 量 ， 我 们 假定 在 这 里 离散 小 波 变换 的 去 相关 性 有 效 ， 所 以 在 假 
iH, 下 ， 这 些 非 边界 系数 可 以 认为 是 由 零 均 值 的 高 斯 白 噪声 的 一 个 样本 (在 
Whitcher, 1998, #1 Whitcher 等 ，2000a， 中 的 模拟 研究 表明 了 去 相关 在 这 里 给 
出 的 检验 统计 量 方面 是 很 好 的 )，Brown 等 (1975) ，Hsu(1977) Inclan and Tiao 
(1994) 以 及 另外 一 些 人 研究 一 个 可 以 区 别 互 , 和 各 式 各 样 的 替换 假设 ， 包 含 
var{ Wi = e = var{ Wr} Æ vari Wru) Soe = var{W,.y -1? 
(380a) 
的 检验 统计 量 D， 其 中 :是 一 个 未 知 的 变化 点 ， 这 个 检验 统计 量 是 基于 正规 化 的 
累积 平方 和 ， 并 且 在 文中 可 以 如 下 定义 ， 令 
Sw, 


P = k =L}, ,N;—2, (380b) 


并 且 定 义 D=max{ D, D7}, 其 中 
EY, ker 
D = max(* Litl p), D = max( Pa 一 RE 


N —i N? 一 1 
注意 在 假设 Hy F, Pi 的 分 子 期 望 值 与 其 分 母 期 望 值 的 比 恰好 是 (k 一 上 十 1)/N,， 
它 随 着 上 线性 变化 ， 实 质 上 ， 检 验 统计 量度 量 了 在 假设 日 。 下 所 期 望 线 性 增加 的 
最 大 偏差 ( 正 的 或 负 的 ) 的 大 小 ， 当 He 不 成 立时 ， 则 所 期 望 的 线性 增加 有 偏差 ， 
我 们 可 以 希望 D 大 到 适合 某 个 替换 的 假设 ,包含 在 式 (380a) 中 出 现 的 ， 当 DK 
大 ”时 ， 我 们 将 舍弃 Ho. 
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为 了 量化 当 D* 太 大 ”时 的 情形 ， 然 后 评估 对 给 定 的 一 个 时 间 序 列 检验 统计 量 
是 提供 还 是 否定 零 假 设 ， 我 们 需要 知道 了 在 万 ,下 的 分 布 . 令 d(p) 是 作为 这 一 
分 布 的 pXx100% 百 分 点 ; 即 PLD<d(p)l=p. 对 任意 的 N,， 还 没有 已 知 的 容 
易 处 理 的 解析 式 来 决定 d(p) ， 但 幸运 的 是 有 两 个 很 好 的 方法 可 以 逼近 它 . 首先 ， 
当 N) 大 约 是 128 或 更 大 时 ， 我 们 可 以 用 Inclán and Tiao(1994) 给 出 的 一 个 大 的 
样本 结果 ， 即 


P[D> db] 一 1 一 户 s2》 (De VY (381) 
i=} 


(右边 是 基于 Billingsley，1968， 中 的 式 (11. 39)). 为 了 看 到 在 实际 中 如 何 运用 
这 一 表达 式 ， 假 定 我 们 想 要 我 们 的 检验 有 显著 性 水 平 a; 即 如 果 我 们 在 一 个 抽样 
设置 下 重复 地 运用 这 个 检验 ，a Æ H, 实际 上 是 正确 的 时 候 我 们 却 (错误 地 ) 舍 弃 
它 的 次 数 比 (典型 地 ，u 取 小 的 值 ， 如 像 0.05 或 0.01). 然后 ， 用 检验 统计 的 观 
察 值 来 替换 (381) 右 边 式 子 中 的 d(p)， 并 且 评 估 得 到 的 表达 式 一 如 果 表 达 式 小 
于 (大 于 )e， 则 我 们 舍弃 (不 舍弃 ) 在 显著 性 水 平 a WEBER. 

逼近 D 的 分 布 的 第 二 种 方法 是 进行 模拟 研究 ， 从 中 获得 偏离 高 斯 随机 数 发 
生 器 的 N' ， 计 算 D， 然 后 多 次 重复 这 个 过 程 直 到 建立 了 PLDd(p)j 的 经 验 双 
近 ， 特 别 地 ， 为 了 估计 对 于 水 平 a 的 检验 观察 到 的 D， 假 定 生成 M TRAM 
声 序列 ， 并 且 这 些 序列 中 的 M 个 得 到 的 D 超过 真实 的 小 波 系数 的 D. 如 果 
M'/M 二 a 我 们 将 舍弃 零 假设 .这 里 需要 注意 ，M 要 足够 大 以 使 得 观察 的 比例 
M'/M 的 变化 与 它 的 a 距离 相 比 很 小 ， 近 似 的 经 验 法 则 验证 

(M-a) = IMMM), 

如 果 这 个 不 等 式 不 满足 ， 就 需要 加 大 M 以 使 不 等 式 成 立 ( 当 a = 0.05 或 0.01 时 ， 
如 果 加 大 M 到 超过 100 000 仍然 不 能 使 不 等 式 成 立 ， 则 检验 的 显著 性 显然 很 接近 
于 ea， 所 以 我 们 不 能 正式 地 舍弃 或 接受 Ho). 

于 是 ,我 们 可 以 用 检验 统计 量 D 来 给 出 方差 齐 次 假设 的 尺度 对 尺度 的 评 信 
(9, 8 节 给 出 了 一 个 例子 )， 假 定 在 某 一 j 层 ， 我 们 可 以 利用 D EFH, HAE 
合理 地 接受 式 (380a) 中 出 现 的 替换 的 假设 ， 即 在 未 知 变化 点 有 单一 的 可 变性 的 变 
化 ， 通 过 考虑 在 这 个 替换 的 假设 下 P; 分 子 的 期 望 值 与 其 分 母 期 望 值 的 比 ， 我们 
可 以 讨论 事实 上 生成 D 的 指标 & 应当 与 变动 点 +: 很 接近 .这 个 事实 暗示 应 该 令 最 
大 的 指标 作为 :的 估计 量 ; 然而 ， 由 于 识别 一 个 时 间 序 列 本 身 的 变动 点 更 有 意 
义 ， 并 且 离 散 小 波 变换 中 固有 的 子 抽样 必然 地 在 时 域 引 入 歧义 ， 我 们 考虑 用 极 大 
重 炙 离散 小 波 变换 来 替换 .在 这 一 方案 下 ， 我 们 形成 了 DD 统计 量 的 改进 的 方案 ， 
用 非 边 界 极 大 重合 离 散 小 波 变换 小 波 系 数 来 替换 式 (380b) 中 的 离散 小 波 变换 小 波 
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>» Wi. 
Pi = 近 生 k=L,—1,°°,N—2 
2 Wi 
teh 
All 
A! we ko +2_ 5 = cae a 
Ak = N—L, Pi A; 一 一 万. 一 N ~L, 9 (382) 


定义 D' =max,{A;}, D` =max,{A;}, D=maxi D, D). 我 们 对 变动 点 的 
评估 是 指标 入， 得 到 辅助 统计 量 D; BA D-A 或 D = A;. 如 果 我 们 用 
Daubechies 最 接近 对 称 或 coiflet 小 波 滤波 器 来 构造 D， 就 可 以 将 k 映 射 到 物理 意 
MEM MT) to + C+ | of"? | modN) At, HEP ty 是 与 Xo 联系 的 实际 时 间 ; vy" 
是 由 对 于 最 接近 对 称 和 coiflet 滤波 器 的 式 (114c) 和 (124) 各 自给 出 的 ; 而 Ac BM 
测 之 间 的 抽样 时 间 ， 在 Whitcher(1998) 和 Whitcher 等 (2000a) 中 的 模拟 研究 说 明 
人 在 时间 序列 本 身 中 是 变动 点 的 有 效 估计 量 ， 随 着 变动 过 程 前 后 方差 的 比值 远离 
单位 1， 实 际 变动 点 & 的 分 布 变 得 更 紧 ， 这 些 研究 还 指出 ， 如 果 我 们 利用 基于 离 
散 小 波 变 换 的 统计 量 DD 在 某 些 尺度 上 舍弃 零 假设 ， 则 像 这 样 的 最 小 尺度 应 当 用 
于 通过 相应 的 DD 来 估计 变动 点 (对 于 尼罗河 序列 9. 8 节 给 出 了 一 个 变动 点 估计 的 
例子 ). 
9. 6 节 的 评论 与 扩展 

[1 虽然 在 本 节 基 于 离散 小 波 变换 的 检验 统计 量 D 的 公式 假定 样本 尺寸 N 是 
2 的 寡 的 倍数 ， 实 际 上 我 们 可 以 用 同样 的 办 法 来 处 理 任意 样本 的 尺寸 ， 就 像 9. 4 
节 的 评论 与 扩展 第 [1] 条 中 最 后 描述 的 那样 ; 即 我 们 可 以 在 时 间 序 列 的 末端 加 零 ， 
使 得 加 零 后 的 序列 具有 用 标准 离散 小 波 变换 容易 处 理 的 长 度 ， 然 后 仅 用 不 包含 这 
些 零 的 M 个 小 波 系数 就 可 以 形成 D( 当 形成 基于 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 辅助 
统计 量 DD 时 没有 必要 做 类 似 的 调整 ， 因 为 极 大 重生 离散 小 波 变 换 能 自然 地 处 理 任 
意 样本 尺寸 ). 

rT2] 注 意 辅 助 统计 量 D 与 式 (189) 定 义 的 旋转 累积 方差 图 之 间 的 联系 (对 子 潮 
海平 面 变 化 ， 图 190 给 出 了 这 样 图 的 一 个 例子 )， 因 为 上 WW; || eee | X PERE 
r 处 的 变化 引起 的 ， 且 如 果 循 环 移动 WF, 以 获得 合适 的 时 间 调 整 则 || WW, 上 保持 不 
变 ， 这 个 图 本 质 上 与 积累 的 循环 移动 Wi., 和 一 致 增 大 至 |W, 之 间 的 差分 成 比 
例 ， 统 计量 DD 与 这 些 绝对 差分 的 最 大 值 的 规范 方案 密切 相关 ， 特 别 地 ， 我 们 对 应 
于 物理 意义 上 的 时 间 上 绘图 Ai ， 则 得 到 的 图 非常 类 似 于 旋转 累计 方差 图 (参见 下 
面 对 于 一 个 例子 的 图 388); 然而 ， 注 意 到 A 仅 包含 非 边 界 极 大 重 全 离散 小 波 变 
换 系数 ， 但 是 旋转 累计 方差 图 用 了 所 有 的 极 大 重合 离散 小 波 变换 系数 (后 者 可 以 
证 明 适 合 于 像 海平 面 变 化 这 样 的 序列 ， 经 过 仔细 选择 样本 尺寸 ， 就 可 以 把 它 当 作 
真正 的 循环 来 对 待 ). 
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图 383 ”原子 钟 分 形 频率 基于 小 波 的 分 解 偏离 了 分 为 估计 趋势 了 和 这 个 趋势 的 残余 U。 这 里 我 
们 使 用 J. =7 层 的 LA(8) 部 分 离散 小 波 变换 ， 注 意 T 比 一 个 低 阶 多 项 式 有 更 多 的 结 
构 ， 并 且 实 际 上 它 类 似 于 从 一 个 可 变 带 宽 平 滑 器 得 到 的 输出 : 它 在 接近 于 序列 的 中 
间 值 很 光滑 ,但 是 在 趋向 末端 点 的 时 候 变 得 很 粗糙 


9.7 例子 : 原子 钟 偏差 


现在 ， 让 我 们 用 原子 钟 分 形 频 率 偏离 {Y, (r )} 来 举例 说 明 这 一 章 的 一 些 思 
想 ， 我 们 先前 在 1. 2、1.3 和 8.6 节 看 到 过 .这些 偏 离 是 在 式 (321c) 中 借助 于 测 
量 ;!X,} 时 间 差 分 被 定义 ， 并 且 在 图 318 中 间 绘 出 (这 幅 图 有 两 个 垂直 的 轴 一 一 右 
边 的 轴 是 对 {Y,(r)} 适 用 的 轴 ). 

就 像 在 8. 6 节 末 尾 注释 的 那样 ， 对 图 322 中 {Y,(r;)} 的 小 波 方差 估计 值 的 平 
方 根 与 长 记忆 的 解释 一 样 ， 但 是 问题 存 于 这 些 偏离 是 否 就 是 通过 平稳 的 或 不 平稳 
的 过 程 建 立 的 最 好 的 模型 ， 这 个 问题 由 于 线性 趋势 的 可 能 出 现 而 变 得 混 消 不 清 . 
正 因 为 这 个 ， 让 我 们 首先 接受 模型 Y=T 十 U( 像 9. 4 节 那 样 )， 其 中 Y 是 一 个 包括 
Felan), s Fon OWARE. FA TAU 分 量 分 别 是 多 项 式 趋势 和 具有 未 知 参 


数 $ 和 vc 的 零 均 值 分 形 差分 过 程 .， 作 为 估计 的 式 (370a) 附 加 分 解 了 一 全 十 站 的 一 个 
例子 ， 图 383 展示 了 Jo=7 层 的 LA(8) 离 散 小 波 变换 处 理 ( 练 习 [9.7] 将 利用 
D(4) 和 CC(6) 小 波 产生 一 个 类 似 的 分 解 ). 

求 式 (371c) 的 极 小 化 缩 简 的 对 数 似 然 函 数 ， 我 们 得 到 6 的 极 大 似 然 估计 
5° ， 然 后 利用 式 (371b) 来 获得 ao: 的 相应 估计 量 ， 即 #? 二 6? (O°). MTA, 
DOR LA(8) 小 波 ， 表 384 的 上 面部 分 列 出 了 这 些 估 计量 (还 给 出 了 基于 式 
(371d) #8 的 大 样本 标准 偏离 5 ， 并 且 在 表 的 底部 给 出 了 适合 每 个 小 波 的 
To 的 值 )， 虽 然 $ 的 DC4) 和 LA(8) 极 大 似 然 估计 很 好 地 吻合 并 且说 明 平 稳 的 分 形 
差分 模型 是 合适 的 ， 哈 尔 估计 是 相当 大 的 并 且 几 乎 超出 了 平稳 区 域 ， 然 而 ， 这 个 
估计 可 能 还 不 是 很 合适 ， 因 为 哈 尔 小 波 甚 至 不 能 处 理 线性 趋势. 
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表 384 


哈 尔 D4) LA(8) 
gem 0.503 1 0. 394 3 0. 392 1 
Oyina 0. 025 2 0. 028 2 0. 031 8 
eee a a aa OA 3057 0. 283 8 0. 2740 
gmo 0.4449 0. 381 2 0. 346 0 
Jvaria™ } 0.037 4 0.041 8 0.047 9 

Jo 10 f= 7 


注 : 原子 分 形 频 率 偏离 的 参数 估计 (详情 参见 正文 )， 
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在 D(4) 极 大 似 然 估 计 8“” 的 条 件 下 ， 现 在 可 以 检验 无 趋势 假设 ， 即 在 模型 
Y=T+U 中 T==0， 从 图 318 中 很 明显 可 以 看 出 ， 分 数 频 率 偏离 有 一 个 显著 的 非 
零 均值 ， 因 为 我 们 不 希望 在 这 个 趋势 中 考虑 这 个 非 零 均值 ， 所 以 就 要 利用 
式 (373) 的 检验 统计 量 了 ， 对 于 观察 值 Y， 我 们 得 到 P= 二 4. 581. 为 了 在 零 假 设 下 
估计 ， 我 们 用 Davies-Harte 算法 (参见 7.8 节 ) 来 模拟 长 度 N 二 1 024 的 
10 000 个 FD(0. 394 3) 时 间 序 列 ， 对 于 10 000 个 模拟 序列 尸 统计 量 的 最 小 值 ， 中 
间 值 及 最 大 值 分 别 为 1.019，1.182 及 2.047， 所 以 我 们 可 以 有 根据 地 拒绝 零 
假设 . 

然而 ， 让 我 们 回头 考虑 一 下 从 D(4) 小 波 得 到 的 分 形 差分 模型 是 否 真 的 适合 
Y， 为 此 ， 我 们 取 D(4) 估 计量 27 (r )( 在 图 322 PHB RA), AAI KAKC,~ 
ye (zj) 将 它们 (连同 它们 的 联合 95% 置 信 区 间 ) 转 换 为 谱 水 平 ， 然 后 绘 出 它们 对 
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心 频率 )， 结果 在 图 384 中 用 圆圈 表示 ， 穿 过 它们 的 垂直 线 表 示 置 信 区 间 . 图 中 
还 有 一 条 粗 的 曲线 ， 这 表示 对 应 于 D(4) 极 大 似 然 估计 5" 和 a 的 谱 水 平 C; (这 
些 水 平 是 从 式 (343c) 中 利用 数值 积分 计算 出 来 的 )， 当 除了 一 个 95% 置 信 区 问 之 
外 的 其 他 区 间 限 制 了 D(4) 谱 水 平 的 时 候 ， 总 体 上 来 说 吻合 是 有 问题 的 并且 要 
求 Y 应 当 比 用 简单 的 两 参数 分 形 差分 模型 能 合理 解决 的 情况 有 更 多 的 结构 . 

根据 Jensen(1999b，2000) 的 思想 ， 我 们 采用 估计 的 方法 来 处 理 自 回 归 分 形 
整合 移动 平均 模型 ， 然 后 对 Y 接 受 一 种 更 复杂 的 模型 ; 然而， 鉴于 我 们 所 关心 的 
是 分 形 差分 模型 的 适当 性 为 了 再 评价 趋势 ， 我 们 考虑 一 种 比较 简单 的 方法 ， 就 像 
图 384 中 的 圆圈 所 指出 的 那样 ，3 个 或 4 个 最 小 的 尺度 ( 即 高 频 ) 看 起 来 好 像 服 从 
线性 关系 (在 log/log 空间 ) ， 但 是 在 一 些 较 大 的 尺度 上 可 以 论证 其 与 线性 关系 是 
不 协调 的 .我 们 可 以 很 容易 地 采用 上 面 的 方法 ， 对 于 4 或 5 个 最 大 的 尺度 ,6 的 
极 大 似 然 估计 仅仅 需要 用 非 边 界 小 波 系数 ， 并 且 接 下 来 的 趋势 估计 只 需 用 这 个 下 
度 限制 的 极 大 似 然 估 计 就 可 以 了 .， MRS), 是 我 们 决定 保留 的 最 小 尺度 的 指标 ， 
我 们 改进 的 方法 是 取 Y 的 J 1 层 部 分 离散 小 波 变换 且 用 尺度 系数 W, ARH 
拟 合 分 形 差分 模型 的 序列 ， 这 一 方法 的 基本 原理 是 只 有 V, -1 和 Y 之 间 的 差分 是 在 
j=l. =, Jl 层 的 小 波 系数 中 ， 而 当 拟 合 分 形 差 分 模型 的 时 候 我 们 却 想 要 忽 
略 这 些 系数 ， 除 了 有 限 个 小 尺度 边界 小 波 系数 之 外 ,在 Vj -1 中 也 有 Y 中 的 趋势 ， 
所 以 我 们 可 以 通过 像 分 形 差分 过 程 那样 建立 模型 wW -1: 来 估计 趋势 . 

现在 让 我 们 将 这 个 改进 的 方法 应 用 到 分 形 频率 伪 移 ， 先 取 = 4, ARI 
5， 当 J ,=4 时， 利用 V, 得 到 85" 二 0.702 5 的 D(4) 极 大 似 然 估计 ， 在 图 384 中 
两 条 细 曲 线 中 较 长 的 那 条 表示 这 个 拟 合 模型 给 出 的 谱 水 平 ， 相 应 的 观察 检验 统计 
量 是 了 二 8. 113， 当 后 者 与 10 000 个 模拟 FDO. 702 5) 序 列 ( 每 个 长 度 Ni 一 128) 
的 相似 统计 量 相 比较 时 ， 我 们 发 现 1. 74% 的 模拟 的 P 都 超过 了 观察 到 的 P， 于 
是 我 们 拒绝 显著 性 水 平 a=0. 05 的 零 假设 ,而 不 拒绝 显著 性 水 平 a 二 0.01 的 零 假 
设 ， 另 一 方面 ， 当 几 =5 时 我 们 用 V, 且 仅 保留 Y 中 最 大 的 4 个 尺度 (与 图 322 给 
出 的 区 分 保持 一 致 ) FRAT BS +0. 997 8( 即 很 接近 一 个 随机 游 动 模型 ).。 相 
应 的 谱 水 平 在 图 384 中 用 较 短 的 细 曲 线 表 示 . 现在 我 们 得 到 了 三 9. 697， 这 被 10 000 
个 模拟 序列 的 相应 统计 量 足 足 超过 了 32%% 的 时 间 - 一 -这 里 我 们 不 能 拒绝 任何 合理 
显著 性 水 平 上 的 无 趋势 零 假设 ! 这 个 例子 指出 ， 时 间 序 列 趋势 显著 性 的 评估 可 以 高 
度 依赖 于 假定 的 统计 模型 ， 特 别 是 在 处 理 非 平稳 长 记忆 过 程 的 时 候 . 

为 了 得 到 表 384 中 给 出 的 与 极 大 似 然 估计 的 比较 结果 ， 让 我 们 也 来 计算 相应 
的 加 权 最 小 二 乘 估 计量 $“"*?， RRR TE 9.5 节 讨论 的 那样 ， 现 在 我 们 在 尺度 j 二 
7，，…,J。 上 用 非 边 界 极 大 重 倒 离散 小 波 变 换 系数 ， 取 路 二 2， 得 到 的 加 权 最 小 
二 乘 估计 在 表 384 的 中 间 部 分 给 出 ， 还 有 基于 式 (377) 的 标准 误差 估计 及 关系 式 


var{6™" } = tvar{ }， 我 们 发 现 加 权 最 小 二 乘 估 计量 可 与 相应 的 极 大 似 然 估 
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图 386 使 用 尼罗河 时 间 序 列 ( 参 见 图 192) 的 最 后 512 个 观察 值 计算 得 到 的 分 形 差 分 参数 6 的 
缩 简 对 数 似 然 函 数 ， 粗 的 曲线 是 基于 LA(8) 小 波 的 并 且 在 估计 值 5'” 二 0. 453 2 时 达到 
最 小 值 ， 而 细 的 曲线 是 针对 真实 方法 的 并 且 在 8--0. 445 2 时 达到 最 小 值 


计 做 比较 一 一 稍微 小 一 点 ， 而 标准 误差 却 稍微 大 一 点 . 
9.8 例子 : 尼罗河 最 低 水 位 


让 现在 我 们 用 尼罗河 最 低 水 位 (这 个 序列 在 图 388 的 顶端 重新 绘 出 ) 来 以 实例 
说 明 9. 3 和 9. 6 节 中 的 方法 . 像 5.9 和 8. 8 节 中 讨论 的 那样 ， 这 个 时 间 序 列 的 大 
约 前 100 年 似乎 与 余下 的 序列 有 不 同 的 小 尺度 变化 (可 能 是 由 于 715 年 左右 测量 
工具 的 改变 )， 从 而 ， 我 们 沿用 Beran(1994) 的 方法 ， 对 除去 第 一 部 分 的 尼罗河 时 
间 序 列 建 模 形 成 具有 未 知 过 程 均值 的 平稳 分 形 差分 过 程 . 因为 总 共有 663 AA 
9. 3 节 中 的 方法 假定 了 一 个 具有 2 的 舌 次 大 小 的 样本 ， 对 这 个 例子 来 说 仅 用 最 后 
N=512 年 ( 即 773 至 1284 年 ) 是 很 方便 的 . 我 们 用 最 后 512 数据 的 样本 均值 X= 
11. 553 来 估计 过 程 均 值 ， 使 用 LA(8) 小 波 ， 对 6 Alo :的 极 大 似 然 估计 是 6” 二 
0. 453 2 Be? (5) 二 0.429 3， 而 相应 的 精确 的 极 大 似 然 估计 是 8 二 0. 445 2 及 


8:(8) 二 0. 423 0( 哈 尔 和 D(4) 估 计量 的 计算 是 练习 [9. 8] 的 主题 )， 决 定 6 每 个 极 
大 似 然 估 计 的 缩 简 的 对 数 似 然 函 数 在 图 386 中 绘 出 (粗细 曲线 分 别 基 于 小 波 和 逼近 
和 精确 的 方法 )， 由 6 无 偏 估计 量 的 渐进 Cramér-Rao 下 界 得 到 N=512 BY 0. 034 4 
的 平方 误差 均值 的 平方 根 ， 通 过 从 给 定 的 估计 值 中 减 和 加 0.068 9 我 们 形成 8 的 
大 约 95% 的 置信 区 间 ( 对 极 大 似 然 估 计 变 化 的 评估 也 告诉 我 们 3” 与 6 之 间 的 偏差 
是 无 关 紧 要 的 ). 

图 387 展示 了 当 j 宇 3 时 通过 式 (344) 而 当 j==1 和 2 时 通过 式 (354), O° AM 
62 (8 ) 可 转变 成 C, 估计 量 ( 粗 曲线 )， 另 外 还 给 出 了 基于 var{W,,,) 二 上 W, P/N, 
的 C; 的 样本 估计 量 ( 圆 圈 )， 对 应 于 倍 频 程 带 中 心 频率 的 C, 的 两 个 估计 量 都 有 绘 
出 (与 图 344 比较 )， 在 所 有 的 尺度 上 都 有 很 好 的 一 致 性 . 


长 记忆 过 程 的 分 析 与 综合 387 


100.0 


10.0 


1.0) 


0.1 


0.001 0.01 0.1 1.0 
f 


图 387 通过 LA(8) 极 大 似 然 估计 计算 得 到 的 小 波 系数 方差 $” 和 a? AChR) 5 LA(8) 
小 波 系 数 样本 方差 (圆圈 ) 做 比较 


表 387 


tj M‘ D 

10% 5% 1% 
1 年 331 0. 155 9 0.0945 0.1051 0.1262 
2 年 165 0.1754 0. 1320 0. 146 9 0.1765 
4 年 82 0. 100 0 0. 1855 0. 206 8 0. 247 4 
8 年 41 0. 231 3 0. 257 2 0. 286 4 0. 343 6 


注 ， 对 于 方差 齐 次 性 使 用 哈 尔 小 波 滤波 器 ， 用 计算 机 模拟 确定 临界 值 来 检验 尼罗河 最 低 水 位 的 结果 
(Whitcher 等 ，2000a)， 

现在 ， 让 我 们 转 到 8. 8 节 讨 论 的 使 用 实验 统计 D 的 方差 齐 次 性 假设 估计 问 
题 ， 为 简单 ， 使 用 哈 尔 小 波 ( 使 用 D(4) 和 LA(8) 小 波 的 结果 实质 上 是 同样 的 ). 
像 在 9. 6 节 扩 展 与 讨论 [1] 中 所 述 ， 我 们 能 够 用 同样 的 序列 作 这 个 实验 ， 而 不 必 
是 2 的 次 寡 CN=663)， 这 里 我 们 填 上 1 024 一 663 王 361 个 零 作为 一 个 序列 ， 之 后 
在 W, PPE HE RM’, = 663/2 | 个 小 波 系 数 (因为 使 用 哈 尔 小 波 ，M; 有 一 个 简单 
公式 )， 对 于 前 四 个 尺度 的 D 统计 值 以 及 用 计算 机 模拟 的 临界 值 在 表 387 中 给 出 . 
因为 对 于 n =1 年 的 也 大 于 表 中 任 一 临界 值 ， 我 们 可 以 排斥 在 所 有 三 个 临界 水 平 
方差 的 齐 次 性 零 假 设 ， 对 于 = 2 年 ,我们 可 以 排斥 水 平 =0.05， 但 (勉强 ) 不 
排斥 水 平 a=0.01， 对 于 另外 的 尺度 ， 我 们 不 排斥 任 一 重要 的 合理 水 平 的 零 假设 
(这 些 结果 与 由 图 327 给 出 的 结论 是 一 致 的 ). 

现在 让 我 们 转向 研究 用 辅助 统计 量 D 来 区 别 变动 点 的 问题 ， 图 388 中 间 和 下 


面 的 图 表示 在 两 个 感 兴趣 的 尺度 上 作为 的 函数 的 Ar ， 这 (而 不 是 Ar ) 决 定 了 
万 ， 估 计 的 变动 点 出 现在 很 接近 于 715 年 新 的 测量 仪器 形成 的 时 间 . Beran and 
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图 388 尼罗河 最 低 水 位 (上 面 的 图 ) 以 及 对 于 扩 度 rt Ar EH k ARRI A (中 间 和 下 面 
的 图 )， 粗 的 临界 线 表 示 715 年 


Terrin(1996) 也 曾 注 意 到 尼罗河 最 低 水 位 并 且 用 了 一 个 检验 统计 量 讨论 在 时 间 序 
列 中 对 长 记忆 参数 的 变动 . 结合 历史 记录 ， 这 个 分 析 的 结果 给 出 了 一 个 备 选 解 
释 ， 即 减少 是 由 于 一 个 新 的 测量 工具 ， 而 不 是 尼罗河 长 期 性 质 的 变化 . 


99 人 小结 
令 {X,) 是 带 有 参数 3 和 o: 的 零 均值 分 形 差分 过 程 (精确 的 定义 参见 7.6 
45). 当 0<53< 却 时 ， 这 个 过 程 是 平稳 的 并 且 它 的 自 协 方差 序列 sx., 三 cov{X,， 


X,,,} 缓 慢 地 趋 于 零 的 意义 下 ， 表 现 为 长 记忆 ， 特 别 是 对 于 接近 1/2 的 6 对 于 
KR N=2', $ XE[Xs, Xo e’ Xs] ， 并 且 考 虑 J 层 ( 即 完全 的 ) 离 散 小 
eA PRW=W X. 但 是 X 的 协 方差 矩阵 5x 可 能 有 显著 的 非 零 的 非 对 角 元 素 ， 
而 W 的 协 方差 矩 阵 SW Sx WT 的 元 素 则 相对 较 小 . 因此 我 们 可 以 主张 离散 
小 波 变换 对 于 分 形 差分 和 相关 的 平稳 长 记忆 过 程 起 到 去 相关 变换 的 作用 . 

令 C; (j= 二 1，…，J) 是 对 于 分 形 差分 过 程 在 与 第 j 层 小 波 系数 相关 的 售 频 程 
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AE Sore op | 上 谱 密 度 函 数 的 平均 水 平 ， 


2 
Caen] | Saf. 
对 3w 的 一 个 方便 的 逼近 是 对 角 算 阵 Av， 它 的 对 角 线 元 素 是 


Caste Oy Carer Gases Cj otet sC tt s Cis Crys CC 
ya Ne Ny + 

其 中 最 后 一 个 元 素 Ci-, 由 式 (355b) 给 出 ， 并 且 是 对 W 中 单个 尺度 系数 方差 的 通 
近 . 当 兴 是 多 元 高 斯 过 程 时 ， 我 们 可 以 说 它 的 离散 小 波 变换 W 也 是 一 个 多 元 的 
高 斯 过 程 ， 并 且 有 均值 向 量 0 和 能 被 A、 很 好 地 通 近 的 方差 

W 统计 性 质 的 这 个 遥 近 的 两 个 用 处 是 ， 综 合 具 有 长 记忆 的 平稳 分 形 差分 过 程 
和 和 估计 它们 的 参数 . 为 了 从 分 形 差 分 过 程 中 综合 ( 即 模拟 ) 一 个 长 度 为 N/4 的 时 
间 序 列 ， 首 先 ， 用 相应 于 想 要 的 参数 8 和 :的 谱 水 平 Ci 的 平方 根来 装填 它 形成 
Xt ARE AN; MA AVAN SAn. 其 次 ， 取 具有 零 均 值 和 单位 方差 的 高 斯 白 噪 
声 过 程 的 N 个 偏离 构造 向 量 Zvw， 并 建立 

Yn = W'AN*Zn. 

然后 我 们 得 到 随机 变量 的 实现 <， 它 是 在 整数 0，…， 六 一 1 上 均匀 分 布 的 .我 们 
使 用 这 个 来 实现 循环 平移 Yw; 即 构造 Yy 圭 了 “Ys， 其 中 丁 是 循环 平移 矩阵 (参见 


围绕 式 (52a) 展 开 的 讨论 )，Y、 的 前 N/4 个 元 素 是 平稳 过 程 的 实现 ， 这 个 平稳 过 
程 的 自 协 方差 序列 与 所 期 望 的 分 形 差分 过 程 在 延迟 + 一 0，…， 守 一 1 时 非常 


匹配 . 
假设 现在 有 一 个 时 间 序 列 XX， 我 们 想 要 用 它 来 建立 具有 零 均 值 的 分 形 差分 过 


程 的 模型 我 们 可 以 用 W 的 近似 统计 性 质 来 给 出 8 和 ce 的 简单 极 小 似 然 佑 计量 
公式 ， 给 定 XX， 这 两 个 参数 的 精确 的 似 然 函 数 由 


Te-ly,; 
-X Ey X/2 


oi AKA Sw=W Sy WIS Aw 可 以 使 我 们 简化 上 面 公式 的 两 个 主要 部 
分 ， 首 先 , RANA | Sy >l An | ， 这 和 转 而 等 于 Ay 所 有 对 角 元 素 的 乘积 .其 
w, RIESE 全 WT Aw'W.， 用 这 些 替换 ， 我 们 就 导出 对 5 的 一 个 简化 对 数 似 
SR PR, BI 


i(6 | X) = Nlog(a?(8)) 十 log(C9 (8)) + X Ny log(C, (0)), 


jot 


L(8,0: | X) = 


其 中 


d = a —l d r = l eee 
Oe se | 21 [dsin’ (rf) J fs j ii 
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(剩余 变量 C1 由 式 (362d) 给 出 ). o 的 极 大 似 然 估计 是 使 得 (6 | X) 最 小 的 6'”， 
而 相应 的 a 的 极 大 似 然 估计 则 将 8“ 代入 式 (363b) 的 右边 就 能 得 到 ， 基 于 小 波 的 
近似 极 大 似 然 估 计 6” 与 精确 的 8 相 比 十 分 有 利 ( 参 见 表 363 MR 364)， 就 像 练习 
[365b] 指 出 的 那样 ， 我 们 可 以 很 容易 地 采用 这 种 方法 来 处 理 预先 没有 假定 有 零 均 
值 的 时 间 序 列 . 

对 给 定 的 时 间 序 列 压 ， 极 大 似 然 估计 6” 是 基于 公式 化 逼近 对 9 的 似 然 函数 
来 给 出 的 ; 然而 ， 对 给 定居 的 离散 小 波 变换 内 ， 我 们 仍然 可 以 解释 8 的 近似 似 然 
函数 并 以 此 作为 结束 ， 如 果 限 制 仅 用 W 中 的 非 边 界 小 波 系数 ， 我 们 可 以 构造 9 
的 似 然 函数 ， 这 个 6 可 以 适合 (i) 非 平稳 的 分 形 差分 过 程 (ii) 在 确定 的 多 项 式 趋势 
之 前 观察 到 的 平稳 或 非 平稳 分 形 差分 过 程 ， 将 相应 的 简化 对 数 似 然 函数 极 小 化 就 
能 得 到 基于 小 波 的 近似 极 大 似 然 估计 3“ .在 精确 的 极 大 似 然 估计 5 和 近似 的 极 
大 似 然 估计 3 可 以 应 用 的 情况 下 ( 即 无 趋势 的 平稳 分 形 差分 过 程 ;， 这 个 估计 量 
有 上 比 它们 大 得 多 的 平方 误差 均值 的 平方 根 ， 但 是 8""” 可 以 直接 应 用 到 比 另外 两 
个 极 大 似 然 估计 更 宽 的 方法 类 中 ， 例 如 ， 在 模型 X=T 十 U 中 ， 我 们 可 以 在 检验 
T=0 的 假设 时 用 6“"”， 其 中 了 是 一 个 多 项 式 趋势 ， 而 U 是 一 个 零 均值 分 形 差分 
过 程 ， 检 验 基 于 W 中 尺度 和 边界 小 波 系数 形成 趋势 估计 T， 然 后 计算 检验 统计 量 
P 三 上 XX 上 /中 X 一 个， 以 观察 值 5”" 为 条 件 ， 我 们 根据 经 验 可 以 通过 模拟 研究 
确定 零 假 设 下 P 的 分 布 ， 然 后 评估 是 接受 还 是 拒绝 零 假设 . 

作为 极 大 似 然 估 计 的 一 种 选择 ， 我 们 也 可 以 用 最 小 平方 估计 量 来 估计 6. 这 
个 思想 是 基于 对 分 形 差分 过 程 来 说 作为 尺度 rn 函数 的 小 波 方差 vx (tj) 的 log/log 
图 是 近似 线性 的 这 一 事实 的 ， 这 个 近似 在 t; 悦 吕 时 变 得 更 加 精确 ， 在 除 nm 以 外 
的 所 有 尺度 上 都 能 很 好 地 接受 .因此 对 于 j 宇 2， 我 们 可 以 写 logCwx (rj)) 守 5 十 


Blog(t,)， 其 中 斜率 8 和 6 有 关系 6 小 (B+1)， 给 定 一 个 长 度 为 的 小 波 滤波 器 和 


一 个 可 以 视 为 有 BE | 一 于， 喜 十 十] 的 分 形 差分 过 程 实现 的 时 间 序 列 ( 参 见 围绕 
式 (370b) 的 讨论 ) ， 我 们 用 M, 个 非 边界 极 大 重合 离散 小 波 变换 小 波 系数 形成 小 波 方 
差 的 无 偏 估计 量 总 (Cr) (参见 式 (306b))， 式 (313a) 的 分 布 结果 记 作 

v% (ri) 22 Cej) Xh / 4» 
其 中 ， 为 了 简便 ， 近 似 地 取 等 价 自由 度 y 作为 max{M,/2，1 }( 这 与 式 (314c) 一 


致 )， 现 在 我 们 可 以 给 出 线性 回归 模型 的 公式 
Y(r;) = C+ Blog(r;) + €;+ 


其 中 
YC) = logh (r) — o(%)+ log(#), 
HOED BRM. ERE, RAM e 近似 地 认为 是 不 相关 的 ， 并 且 与 随机 变量 


log(X ) 一 由 于 ) 一 Iog(2) 有 相同 的 分 布 ， 进而 ，% 有 零 均值 和 方差 v(4), 并 且 当 
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等 价 自 由 度 在 10 附近 或 大 于 10 时 近似 于 高 斯 分 布 ， 其 中 少 (*) 是 书 函数 .标准 
最 小 二 乘 理论 使 我 们 得 到 式 (376c) 中 给 出 的 加 权 最 小 二 乘 估计 Be”" (对 于 加 权 最 
小 二 乘 估 计 理 论 上 的 方差 由 式 (377) 给 出 )， 相应 的 8 估计 量 由 6" = 
FCP 十 1) 给 出 ， 从 表 377 可 以 看 出 ， 加 权 最 小 二 乘 估计 有 比 精确 的 极 大 似 然 
估计 大 得 多 的 平方 误差 均值 的 平方 根 ， 前 者 很 容易 计算 并 且 一 一 与 基于 小 波 的 近 
似 极 大 似 然 估计 6"” 类 似 一 一 对 (i) 非 平稳 的 分 形 差 分 过 程 (让 ) 在 确定 的 多 项 式 趋 
势 出 现 的 时 候 观 察 到 的 平稳 或 非 平稳 分 形 差分 过 程 有 直接 应 用 的 优势 . 

离散 小 波 变 换 近 似 去 相关 分 形 差分 过 程 的 事实 也 可 以 为 具有 长 记忆 结构 的 时 
间 序 列 的 方差 齐 次 性 设计 一 个 检验 . 基本 思想 是 ， 在 X 是 高 斯 分 形 差 分 过 程 的 
一 个 样本 这 样 的 零 假设 下 ，W, 中 的 非 边界 小 波 系 数 应 当 近 似 地 是 一 个 具有 齐 次 
方差 的 高 斯 白 噪声 过 程 的 一 个 样本 . 利用 通过 式 (380b) 定 义 的 检验 统计 量 D, R 
们 可 以 在 每 个 尺度 对 尺度 的 基础 上 检验 齐 次 方差 的 零 假设 . 如果 我 们 对 第 j 层 小 
波 系 数 拒绝 零 假设 ， 并且 接 受 时 间 序 列 本 身 方差 的 一 个 单个 变动 替换 的 假设 ， 那 


么 就 可 以 用 一 个 基于 极 大 重生 离散 小 波 变换 的 小 波 系 数 的 辅助 统计 量 D 来 估计 变 
动 点 的 位 置 ( 参 见 式 (382) 及 围绕 它 展开 的 讨论 ). 


9. 10 练习 


[9. 1] 类 似 于 图 347a 和 347b， 对 D(4) 离 散 小 波 变换 绘图 . 

[9.2] 证 明 ， 如 果 我 们 将 风 ;(*) 近 似 地 看 作 是 一 个 理想 带 通 滤波 器 的 平方 增益 妇 
数 ， 并 且 如 果 假 设 Sx (*) 在 这 个 通 带 上 是 常数 ， 则 从 式 (348b) 得 出 
cov{Wj.,, Wyi+.}0. 

[9.3] 今 {X,} 是 一 阶 移动 平均 (MA) 过 程 ; 即 我 们 能 够 写 

X, = e + 0e) 
其 中 {e,} 是 白 噪声 过 程 ，9 是 一 个 任意 的 常数 ， 得 到 这 个 过 程 的 自 协 方差 
序列 和 谱 密 度 函 数 ， 然 后 类 似 于 图 349 那样 ， 对 O= 0.5 和 9 二 0. 98 的 情 
形 绘图 ， 离 散 小 波 变换 如 何 去 相 关 这 些 移动 平均 过 程 ?” (对 于 一 1<=0<~1 
的 移动 平均 过 程 的 讨论 参见 Whitcher, 1998, 4.1.2 4.) 

[9. 4] 假定 随机 变量 的 N 维 向 量 Y 服从 具有 所 有 分 量 全 为 零 的 均值 向 量 和 协 方差 
mE S 的 多 变量 高 斯 分 布 ， 这 个 矩阵 的 第 (mm，7z) 个 元 素 用 I.m RR. 令 
% 是 均匀 分 布 在 9，1，…，N 一 1 上 的 一 个 随机 变量 ， 并 且 考 虑 Y 三 TY， 
EHT ERGA HERE EELT =TT EF). WEH: Y 中 的 随机 
变量 构成 一 个 平稳 过 程 的 一 段 ， 它 的 自 协 方差 序列 由 式 (357) 给 出 ， 再 证 
BH : 已 知 对 于 7 一 ]，…， N/2, 在 sy s- = 57, WERKE, 这 个 自 协 方差 序 
列 关 于 r=N/2 对 称 . 

[9.5] 验证 式 (376c) 和 (377). 

[9.6] 验证 式 (374) 和 (379)， 它们 分 别 可 以 用 来 得 到 5 的 瞬时 极 大 似 然 和 最 小 
二 乘 估计 量 ， 并 确定 在 LA(8) 小 波 情况 下 对 于 的 表示 ， 最后， 讨论 6 
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的 瞬时 最 小 二 乘 估计 值 的 方差 的 表达 式 是 
ichit 
8[ (Jo—J +1) Slog’ (r) —(Eloglr) Y T 

[9.7] 绘 类 似 于 图 383 的 图 ， 但 是 现在 使 用 D(4) 和 C(6) 小 波 ， 将 估计 趋势 7 与 
图 383 中 的 趋势 做 比较 ， 然 后 讨论 每 个 小 波 对 得 到 的 趋势 估计 有 什么 
影响 . 

[9.8] 基于 尼罗河 最 低 水 位 的 最 后 N= 512 个 数据 ， 使 用 哈 尔 和 D(4) 小 波 计算 

-个 平稳 分 形 差分 过 程 参数 8 和 zc 的 基于 小 波 的 近似 极 大 似 然 估计 ， 用 

这 些 极 大 似 然 估计 绘 类 似 于 图 387 的 图 ， 哈 尔 和 D(4) 极 大 似 然 估计 与 
9. 8 节 给 出 的 LA(8) 极 大 似 然 估 计 相 比 各 自 的 优 缺 点 是 什么 ? (尼罗河 序 
列 可 以 通过 这 本 书 的 网 页 得 到 ) 


第 10 Ft 
基于 小 波 的 信号 估计 


10.0 引言 


在 第 4 章 中 已 经 介绍 的 离散 小 波 变换 可 以 把 一 个 时 间 序 列 天 分 析 ( 分 解 ) 为 离 
散 小 波 系数 W， 同 时 我 们 可 以 从 W 综 合 ( 重 构 ) 原 始 序列 ， 我 们 已 经 注意 到 ， 例 
如 综合 相位 可 以 用 来 重 构 时 间 序 列 的 多 分 辨 分 析 ( 参 见 式 (64) 或 者 (104a)) 和 模拟 
长 记忆 过 程 (参见 9. 2 节 ). 本 章 我 们 要 研究 对 于 综合 相位 的 男 一 个 重要 的 用 法 : 
适用 于 信号 估计 (或 者 称 为 郧 数 估计 或 去 骂 ) 问 题 ， 这 里 我 们 想 在 观察 时 间 序 列 中 
估计 一 个 被 噪声 包含 的 信号 . 这里， 基本 的 想法 就 是 修改 W 中 的 元 素 以 产生 W ， 
从 而 信号 的 估计 可 以 综合 出 来 ， 除 了 在 10. 8 节 简 单 介 绍 的 方法 以 外 ， 一 旦 某 个 
参数 已 经 估计 出 来 ，W 的 元 素 W., 就 一 次 一 个 地 被 处 理 ; 即 我 们 怎样 修改 W 并 
不 受 保留 下 来 的 离散 小 波 变换 系数 的 直接 影响 我们 这 里 讲 的 基于 小 波 的 技术 在 
概念 上 都 是 非常 简单 的 ， 然 而 却 适合 对 广泛 的 各 式 各 样 的 信号 进行 处 理 . 

我 们 将 考虑 确定 性 信号 和 统计 信号 ， 也 考虑 不 相关 噪声 和 相关 噪声 ， 我 们 采 
用 下 面 的 符号 约定 来 强调 要 讨论 的 模型 : 

[1]D 表示 一 个 NN 维 确定 信号 向 量 . 

[2]C 表示 一 个 N 维 统计 (随机 ) 信 和 号 向 量 ， 即 C 是 一 个 多 元 随机 变量 ， 协 方 
HERNI Xc. 

[3je 表示 N SEGA i DOE A ER eat; Be 是 一 个 多 元 随机 
变量 ,每 个 元 素 有 相同 的 不 变 分 布 ，E{e}) 二 0( 一 个 N 维 零 向 量 )， 协 方差 矩阵 
3. 二 ao:1、， 其 中 0 是 普通 方差 . 

[4]»w 表 示 N 维 非 独立 同 分 布 的 噪声 向 量 ， 均 值 为 零 ， 即 了 是 一 个 多 元 随机 变 
量 且 EFE{w} 二 0， 并 且 协 方差 矩阵 是 5,( 依 赖 于 文中 的 特别 假设 ,7 中 的 随机 变量 可 以 
从 具有 不 同方 差 的 独立 同 分 布 或 者 是 相关 的 分 布 中 产生 ). 
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本 章 我 们 将 在 适当 的 位 置 提出 有 关 随 机 变量 性 质 的 假设 . 

本 章 组 织 如 下 . 首先 我 们 将 考虑 应 用 于 确定 性 信号 的 一 般 的 规范 正 交 变换 
O. 在 10.1 节 ， 我们 将 指出 实际 上 一 般 规范 正 交 变换 简洁 地 概括 一 个 信号 所 需 
要 的 系数 比 其 他 的 更 少 ( 特 别 地 ， 多 样 的 确定 信号 D 的 离散 小 波 变换 可 以 将 D 的 
主要 性 质 集 中 到 少量 的 系数 上 )， 这 种 推测 导致 了 的 想法 一 一 在 10. 2 节 中 所 展 
示 一 一 对 附加 噪声 的 信号 的 规范 正 交 变换 采用 国 值 方法 ， 我 们 讨论 了 不 同类 型 的 
MHRA. TTI TEPER ARR. 在 10. 3 节 中 我 们 说 明 在 噪声 下 统计 
信号 C 的 最 小 均 方 估计 可 以 通过 一 个 对 观察 系数 的 简单 尺度 得 到 ， 从 而 得 到 一 个 
估计 (与 著名 的 维 纳 (Wiener) 滤 波 器 相似 ) ， 即 将 观察 到 的 变换 系数 收缩 到 零 .， 我 
们 讨论 的 收缩 法 则 完全 展示 了 在 10.4 节 中 信号 变换 系数 和 曲 声 变换 系数 的 统计 
结构 一 一 这 些 包括 条 件 平均 、 中 值 方法 和 贝 叶 斯 (Bayes) 公 式 . 我 们 对 观察 到 的 
离散 小 波 变换 系数 应 用 阔 值 或 者 收缩 方法 所 得 到 的 严格 依赖 于 噪声 变换 系数 的 结 
构 。 当时 间 序 列 中 的 附加 的 噪声 项 是 独立 同 分 布 的 高 斯 分 布 时 ， 品 声 变换 系数 也 
E, RITKE 10. 5 节 验 证 这 种 情况 . 而 10.6 节 我 们 观察 附加 噪声 项 是 不 相关 、 
非 高 斯 的 情况 ， 这 样 噪声 系数 的 离散 小 波 变换 不 是 独立 同 分 布 的 ， 从 而 阔 值 成 了 
问题 ， 对 这 种 结构 一 个 有 趣 的 应 用 就 是 用 周期 化 进行 谱 估 计 . 在 10.7 节 我 们 将 
考虑 在 一 种 很 特别 的 例子 中 的 相关 高 斯 噪声 系数 的 离散 小 波 变换 ， 这 个 模型 是 个 
很 好 的 有 逼近 ， 称 为 多 锥 谱 估 计 基 础 上 的 谱 估计 . 在 10.5 节 到 10.7 节 中 集中 于 处 
理 的 噪声 过 程 。 或 7 的 结构 ， 我 们 将 在 10.8 节 讨 论 对 于 统计 信号 C 的 一 个 逼近 . 
在 10. 9 节 我 们 做 了 一 个 小 结 . 


10.1 信号 的 小 波 表示 


D 为 N 维 向 量 ， 其 元 素 组 成 感 兴趣 的 确定 性 信号 ， 本 节 的 中 心 议 题 是 D 
的 离散 小 波 变换 能 够 表示 (重新 表示 ) 信 和 号 的 有 效 方法 . 这 种 方式 易于 简化 信号 
估计 的 问题 ， 如 我 们 将 在 10. 2 节 看 到 的 ， 就 是 能 够 使 信号 估计 的 表示 用 很 少 
数目 ， 即 M 项 ， 本 质地 总 结 出 D 的 重要 性 质 ， 如 果 Me N 小 得 多 ， 那 么 估计 
问题 就 简化 为 只 需 估计 D 中 的 M 项 ， 而 不 是 所 有 N 项 .我们 所 寻找 的 就 是 用 
很 少 的 项 来 表示 信号 D 的 有 效 方 法 ， 而 我 们 要 求 的 这 些 离散 小 波 变 换 就 可 以 
达到 . 

为 了 检验 相对 于 其 他 的 规范 正 交 变 换 ， 离 散 小 波 变 换 怎样 更 好 地 表示 信号 
D， 让 我 们 做 一 个 平凡 假设 Di 守 0( 即 排除 信号 恒 等 于 零 的 情况 )， 我 们 能 运用 
符号 规范 的 部 分 能 量 序列 (NPES) 来 看 看 ， 一 个 规范 正 交 变换 是 如 何以 少量 的 项 
来 获取 D 的 主要 性 质 的 .如 前 面 4. 10 节 中 描述 的 ， 如 果 0 二 OD 是 由 信号 D 的 
-个 实 值 或 者 复 值 的 规范 正 交 变换 〇 形成 的 变换 系数 的 向 量 ， 而 O 的 规范 部 分 能 
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量 序列 实 如 下 定义 . $ Ow 是 O 中 元 素 Or ， 第 /个 元 素 即 那些 平方 量 |O: |? 是 在 
N 个 可 能 的 平方 量 中 是 第 : 大 的 . 因此 我 们 有 

| Ov |? = | Ou |? 之 … 之 | Ox- i 
下 面 我 们 对 项 |Ou |* RRA, ARER O|? = || D|? BLY eA AR E MM 
的 部 分 能 力 序列 {C,} 如下: 


| On s > poe & 
C = i=0 i=0 
ae N—1 9 
DO |? 
{= 


oP 
FHM, 0<C, <1 且 C, 志 C,;1. 为 了 看 一 下 O 中 具有 最 大 平方 量 的 M 个 系数 是 
怎样 提取 D PRERE, SIn ENX N 阶 对 角 和 矩阵 ， 其 元 素 由 M 个 1( 指 M 个 最 
大 |Or |? 的 位 置 ) 和 六 一 M 个 零 组 成 . 令 Du 三 O7 Tx0; 即 Du 是 由 M 个 最 大 的 
变换 系数 形成 的 D 的 一 个 通 近 ， 
练习 [395] 证 明 


n= 0," ,N—1. 


| D — Du? 

|p|’ 

注意 1 一 Cw_| 表 示 当 我 们 用 Du 允 近 D 的 时 候 的 相对 远近 误差 ， 即 甬 近 误差 
量 的 平方 和 与 信和 号 量 平方 和 的 比值 ， 因 此 ，1 一 Cw-! 越 小 (或 者 等 价 地 Cu EK) 
逼近 就 越 好 ， 如 果 {C,} 和 {C?} 是 两 组 规范 正 交 变 换 的 规范 的 部 分 能 量 序列 ， 而 且 
如 果 Cu- >C- ， 在 恰当 运用 M 个 变换 系数 来 表示 算法 的 时 候 ， 我 们 将 更 倾向 
于 第 一 个 变换 而 不 是 第 二 个 变换 ， 

为 了 看 一 下 为 什么 离散 小 波 变换 对 于 信和 号 表示 是 一 个 很 好 的 规范 正 交 变换 ， 
让 我 们 考虑 图 396 中 左 列 的 三 个 信号 . 每 一 个 信号 D; 都 是 由 NN 二 128 个 元 素 组 
成 ， 表示 为 D;.:» t=0, an} 127. 从 上 到 下 ， 三 个 信号 依次 为 

[1] 一 个 取样 的 正弦 曲线 D1. 一 去 cos (Fé +0. 08). 

[2] 一 个 “脉冲 ”对 所 有 的 :定义 为 D2., 一 0， 除去 t= 二 59，…，69 的 点 ,在 
这 些 点 上 D;,,,= Di.. 

[3]D, =D, + Di 


V120 
定性 地 讲 ，D, 是 一 个 “ 频 域 ”信号 (因为 它 的 规范 正 交 离 散 仿 里 叶 变 换 中 仅 由 


两 个 非 零 的 系数 组 成 ) m D, 是 “时 域 " 信 号 (因为 它 仅 有 11 个 非 零 值 )， 第 三 个 
信号 D; 是 这 两 个 域 的 混合 ， 右 列 的 图 形 展示 的 是 ， 每 个 信和 号 分 别 用 了 三 种 不 同 
的 规范 正 交 变 换 的 规范 的 部 分 能 量 序列 ， 这 三 个 变换 是 恒 等 变 换 Tv( 点 划 曲 线 )， 
正 交 离散 任 里 叶 变 换 下 ( 细 实 线 ) 和 基于 LA(8)Daubechies 小 波 滤波 器 的 离散 小 
波 变换 W (虚线 )， 表 396 表示 M 的 最 小 值 ， 产 生 了 一 个 对 信号 和 变换 的 各 种 复 
合 不 超过 1%% 的 相对 通 近 误差 .而 离散 小 波 变换 在 适用 于 单位 变换 和 正 交 离 散 伟 


Cui =1— q 
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图 396 三 个 信和 号 ( 左 列 ) 和 它们 相应 的 规范 化 部 分 能 量 序 列 ( 右 列 ) 对 信号 本 身 
(点 划 线 )， 它 们 的 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 系数 ( 细 实 线 ) 和 LA(8) 离 散 小 
波 变换 系数 (虚线 ) 


E: 对 二 个 信和 号 用 正 交 离散 传 里 叶 变 换 政 、 恒 等 变换 Tv 和 LA(8) 离 散 小 波 变 换 Y3， 获 得 不 超过 1% 
的 相对 道 近 误 差 所 需要 的 系数 的 数目 (详情 参见 正文 ). 


里 叶 变换 的 信号 时 次 于 这 两 种 变换 ， 离 散 小 波 变换 在 两 种 情况 中 都 是 第 二 的 ， 而 
它 对 混合 信和 号 实际 上 是 相当 好 的 、 这 个 简单 的 例子 表明 离散 小 波 变 换 应 当 对 实际 
发 生 的 很 多 信和 号 即 那 种 表现 为 时 域 特征 (短暂 的 ) 和 频 域 特征 ( 窗 带 和 宽带 特征 ) 的 
混合 信号 起 到 很 好 的 效果 . 

作为 一 个 离散 小 波 变换 如 何 很 好 地 表示 实际 相当 复杂 的 信号 的 例子 ， 让 我 们 
考虑 海洋 测量 的 垂直 截面 的 一 部 分 ， 如 图 194 的 最 下 面 的 和 在 5. 10 节 中 描述 的 
(这 个 数据 实际 上 不 能 认为 是 一 个 确定 信号 ， 但 是 我 们 在 这 里 无 论 如 何 要 这 人 么 做 
以 描述 关于 离散 小 波 变换 的 要 点 )， 为 了 使 用 SO =7 层 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 ， 
我 们 需要 一 个 为 2 = 128 的 倍数 的 样本 尺寸 ， 因 此 我 们 缩减 原来 序列 91 个 观察 
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350 450 550 650 750 850 950 1 050 


图 397 绘 出 了 与 对 应 于 深度 为 米 的 海洋 垂直 截面 的 假设 信号 D 的 N==6784 个 值 (顶部 的 
图 )， 连 同 用 100 个 LA(8) 离 散 小 波 系数 、300 个 LA(8) 离 散 小 波 系 数 和 300 个 正 
交 离 散 傅 里 叶 变 换 系 数组 成 的 重 构 ， 对 这 些 数据 的 更 多 讨论 参见 5. 10 节 


点 来 获取 子 序列 长 度 为 N=6 784= 二 53，128 一 一 这 个 子 序列 在 图 397 的 最 上 面 给 
出 (如 果 我 们 将 原 序列 表示 为 X。，*…，Xsan， 那 么 这 个 子 序列 为 Xas e’ 


Xs )， 在 这 个 图 下 面 的 三 个 图 表示 了 Dv， 分 别 基 于 100 个 LA(8) 离 散 小 波 变换 
系数 、300 个 LA(8) 离 散 小 波 变 换 的 系数 和 300 个 正 交 离 散 伟 里 叶 变 换 系数 ， 直 
觉 上 认为 保留 短暂 事件 用 300 个 离散 小 波 变换 系数 逼近 要 优 于 300 个 正 交 离散 傅 
里 叶 变 换 (注意 300 个 系数 比 N 的 5% 还 少 )， 借 助 于 规范 部 分 能 量 序 列 ， 我们 有 
dwn 一 0.998 3 和 Ct 一 0. 997 3， 因 此 ， 在 这 种 度量 下 的 离散 小 波 变换 优 于 正 交 
离散 傅 里 叶 变 换 ( 事 实 上 我 们 有 Cis! 一 Cay? < CR, WERNERA Ih 123 个 


正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 系 数 以 获得 与 LA(8)Dsw 相同 的 允 近 误差 ). 
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10.2 通过 阅 值 方法 的 信号 估计 


现在 假设 我 们 把 时 间 序 列 模型 化 为 X= 二 D 十 :， 其 中 了 表示 一 个 感 兴趣 的 未 
知 的 确定 性 信号 ， 而 e 是 不 想 要 的 独立 同 分 布 均值 为 零 的 统计 噪声 ， 再次， 我 们 
令 O 为 NXN 阶 规范 正 交 变换 矩阵 ， 我 们 取 0 三 OX 来 表示 变换 系数 
(O: L=0, ++, N-1}MN 维 向 量 . 那么 

O=OX=O0D+0c=Hdte AKO=d,+e,, (398) 

其 中 di Me 4H d=-ODMe=—Oc 的 第 /个 元 素 . 我 们 能 够 定义 这 种 模型 的 
信 噪 比 为 信号 范 数 的 平方 和 噪声 范 数 平方 的 期 望 的 比值 : DIP /E (lel? } = 
lal? /E{ jel’). 如 果 这 个 比率 大 并 且 变 换 O 能 成 功 地 孤立 信号 使 得 信号 变换 系 
Hd 的 一 小 部 分 是 大 的 ， 那 么 O 应当 由 少数 大 系数 组 成 ， 这 些 大 系数 对 信号 起 决 
定 作 用 ， 而 许多 小 系数 来 自 于 品 声 . 

假设 M 是 归 因 于 信号 的 未 知 系数 的 数目 ，Tuw 是 除 掉 一 些 来 自 O 的 系数 的 
NXN 阶 和 矩阵 ， 那 么 我 们 的 问题 就 是 如 何 确定 M， 还 有 ， 给 出 M 来 构造 zu， 由 
这 些 我 们 可 以 用 

Dy = O" TvwO 
来 估计 信号 ， 这 个 问题 的 解 可 以 通过 最 小 化 标准 
Ym = |X — Dn? Hm’, m= 0,°%,N 

来 得 到 .给 定 m， 通 过 所 有 可 能 的 ZT,， 其 中 oe >o 是 常数 且 可 以 选择 (这 里 我 们 
定义 D, =0). TE yn 中 的 第 一 项 能 认为 是 逼真 度 条 件 ， 这 就 是 说 我 们 想 要 估计 的 也 
离 观 察 数据 不 太 远 ， 注 意 到 当 m= N 时 这 个 逼真 度 条 件 是 零 而 且 在 m=0 时 获得 最 大 
值 | Xl*， 如 果 对 所 有 的 m A Invi In Dis XPERIA RRMA m 的 非 增 肾 数 . 
y, 的 第 二 项 是 阅 值 项 ， 减 轻 在 构造 D, 中 使 用 的 大 量 的 系数 ， 是 m 的 严格 递增 消 数 . 

我 们 断定 y 在 m= 二 M 时 最 小 ， 如 果 我 们 确定 M EE |O | > 全 变换 系数 的 
HA. Wik, OT, bm 指标 ! 的 集合 ，! 是 工 ,的 第 7 个 对 角 元 素 等 于 1 的 指标 ， 
并 且 注 意 到 

Yn= |X — Dn |? +m’? = |OTO— OF ZT.0F + md? 
= |n- IDO +ms? = >) 1G.’ + 279". 


le J 
ERE, MEEI, RIITA 8: 到 组 成 y。 的 和 式 里 ， 然 而 ， 如 果 /上 化 R 
们 贡献 |O, |: 到 和 式 里 面 . 从此 我 们 通过 把 所 有 满足 |O, 上 | 二 全 的 ! 放 到 7。 中 最 
小 化 y。。 这 个 结果 表明 ， 最 小 化 标准 Yn 通过 m 自然 地 导致 了 基于 变换 系数 的 国 


值 的 一 个 估计 DCMoulin，1995). 
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Oo” 


-36 一 20 一 0 ô 26 34 
Oi 


图 399 ”映射 0, BOP, Hh O EOM EE R, 或 者 是 OM 对 软 阔 值 (虚线 )， 或 
者 是 Oo 对 中 交 值 (点 线 )， 注 意 所 有 三 个 阔 值 算法 当 一 6 委 O Sd 时 候 是 一 样 的 


。 阅 值 函数 

在 阔 值 函数 公式 化 中 的 一 个 普通 线索 是 ， 如 果 观 察 的 变换 系数 CO, 的 幅 值 小 
于 阅 值 6 二 0， 系 数 就 置 为 零 ， 因 此 对 于 估计 D 的 一 个 阅 值 算法 是 由 下 面 三 个 基 
本 步骤 组 成 的 . 

[1 计算 变换 系数 0 三 OX. 

[2] 定 义 阔 值 系数 0 ”是 一 个 向 量 ， 它 的 第 :个 元 素 是 OO. 


0, | O; |S 0; 
a 
\ 某 些 非 零 值 ， 其 他 . 


这 里 的 非 零 值 还 没有 定义 . 
[3] 通 过 D" 三 OTO" 估 计 D. 
注意 同样 的 阅 值 应 用 到 每 个 项 O,， 这 个 类 型 的 阔 值 有 时 称 为 全 局 阅 值 . 
对 于 幅 值 超过 5 的 系数 ， 有 几 种 可 能 性 ， 最 简单 的 是 硬 阅 值 ， 我 们 定义 系数 
O° iia O°. KK 
0, |Ol<é6s 
am = 4 
O 其 他 . 
这 里 幅 值 超过 6 的 系数 保持 不 变 ， 而 那些 小 于 或 者 等 于 6 的 被 * 杀 ”或 设置 为 零 . 
MO, 21 Of"? 的 映射 用 图 399 中 的 实 线 表 示 . 


(399) 
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另 一 种 普 所 应 用 的 阔 值 是 软 冰 值 ， 这 里 O" 等 于 向 量 OS ， 其 第 ! 个 元 素 为 


Of”? = sign{O,} (10,|— 8), (400a) 
其 中 
{二 1],， O,>0; 
cee i O, = 0; 
| ls: O< 0; 
if) A 
ie {2 r>0; 
0, xr<0. 


系数 的 数值 超过 5 则 以 6 推 向 零 ， 而 那些 小 于 或 者 等 于 6 则 置 为 零 ， 图 399 中 的 
虚线 描绘 了 从 OR O 的 映射 . 

在 硬 靖 值 和 软 阔 值 之 间 的 一 个 妥协 是 中 国 值 ， 对 于 10, | 三 23， 跟 硬 阐 值 -一 
样 ， 对 于 S<|O,|< 26, TETE E (É AK A ZT A 一 -这 个 插值 在 图 399 中 用 
点 线 表示 出 来 了 .这 里 我 们 设 0" 等 于 向 量 0" ， 其 元 素 为 


O;"” = sign{O0,}{10|—6}.., (400b) 
其 中 
21O |—8):. 10,|<= 26; 
O,|—6).. = 
olsa e, 其 他 . 
这 里 大 系数 ， 即 那些 数量 超过 26 的 系数 保持 不 变 ， 在 26 和 SMBS. Mi 
小 于 6 的 则 置 为 等. 


中 阐 值 是 更 广 的 坚 阅 值 (Bruce and Gao，1996b) 的 一 种 特殊 情况 ， TE XI R W 
值 步骤 [2] 要 替换 为 由 一 个 有 两 个 阔 值 参数 OAS 的 阅 值 过 程 来 定义 的 ， 这 里 阅 
值 系 数 的 向 量 由 O ”给 出 ， 其 元 素 为 


(0, lO |< ô; 
Of = 4sign{O) UPA, ò< |9| 科 9 (400c) 
Ors 10,|> 6". 
Plate FR (TSE oP Ft OF a EOE o EARRA. A ATR OE HK 
在 文献 中 已 经 有 了 . 
。 统 一 阅 值 


产生 净值 水 平 的 一 个 非常 感 兴趣 的 方法 是 由 Donoho and Johnstone(1994) 对 于 
独立 同 分 布 高 斯 噪声 e 给 出 的 ， 即 。 是 多 元 高 斯 (规范 ) 随 机 变量 ， 它 的 均值 为 零 ， 
方差 为 olv， 关 于 独立 同 分 布 高 斯 噪声 的 规范 正 交 变 换 的 一 个 关键 的 性 质 就 是 变换 
后 的 噪声 和 未 变换 的 噪声 有 相同 的 统计 性 质 (参见 练习 [263])， 这 告诉 我 们 在 等 式 
(398) 中 的 e 是 一 个 独立 同 分 布 高 斯 随机 变量 且 均 值 为 零 、 方 差 为 ot 的 向 量 ， 即 

e; 二 N (0.0) H4 LK 时 ,covleiser} = 0. 
Donoho and Johnstone(1994) 给 出 的 6 的 形式 是 


6'" =VL20:log(N)], (400d) 
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这 就 是 著名 的 统一 阅 值 (上 面 的 log 是 以 。 为 底 的 )， 这 个 阅 值 的 基本 原理 如 下 . 
假设 信号 D 实际 上 是 一 个 零 向 量 ， 因 此 变换 系数 1O'} 是 均值 为 零 方差 为 中 的 独 
立 同 分 布 高 斯 序列 { e'} 的 一 项 ， 即 O=e. 那么 当 Non, RNA 

P[max{ |O, | }< 8" ] 二 P[maxftjle|) 委 09] 一 1， 
所 以 我 们 就 渐进 精确 地 估计 信号 向 量 ， 这 个 结果 可 用 两 个 理由 小 心地 解释 . K 
先 ， 阔 值 是 倾向 于 除 掉 噪 声 的 大 部 分 ， 对 于 独立 同 分 布 高 斯 序列 { e,}， 我 们 有 

1 

/t4xlog(N)] 
PAL ste, ZE whe E E p A RY ae AA. SABRE A R i 
不 超过 13% 的 长 度 为 N= 128 或 更 大 的 纯 噪声 变量 的 实现 将 超过 这 个 阔 值 
(Johnstone and Silverman，1997，p. 325)， 因 此 统一 阅 值 可 以 移 去 所 有 的 噪声 . 
但 是 ， 在 这 样 做 的 时 候 它 也 可 能 无 意 地 使 得 某 些 小 信号 的 变换 系数 为 零 ， 因为 这 
样 倾向 于 光滑 信和 号， 因此 统一 阅 值 以 极 大 的 概率 保证 了 重 构 后 的 信号 和 真正 的 确 
定 信 号 一 样 光滑 或 者 更 光滑 . 

第 二 ， 如 果 D 是 一 个 非 零 的 信号 , 使 4 三 OD 的 最 大 元 素 当 N> 时 是 有 
界 的 ， 因 此 渐进 地 我 们 可 以 估计 DD 为 一 个 零 向 量 ( 这 是 因为 最 终 的 6” 变 得 大 得 
{Eldi +e | 不 能 超过 它 )， 在 判断 统一 阅 值 的 用 法 的 发 展 渐进 证 明 过 程 中 ， 如 果 
我 们 成 功 地 提取 D， 所 有 的 非 零 信和 号 变换 系数 当 Nooo 时 保持 在 6” 的 前 面 , 这 
需要 “ 玩 渐 进 游 戏 ”， 这 在 时 间 序 列 看 来 是 很 特别 的 方式 ， 作 为 例子 (细节 是 练习 
[10. 2] 的 主题 )， 我 们 假设 有 个 时 间 序 列 头 长度 N= 二 16， 包 含 信号 D, ENS 
哈 尔 离散 小 波 变换 矩阵 的 行 n=14 成 比例 (参见 图 57): 

一 1，0 和 过 上 和 17; 
D, = (401a) 

l; 8 三 t+ 三 15. 
这 个 信和 号 的 哈 尔 离散 小 波 变 换 由 di, =4=/N, d=0, 1414 组 成 ， 因 此 这 个 信 
号 被 孤立 到 一 个 信号 变换 系数 .假设 我 们 增加 N 到 2 的 指数 倍 而 趋 于 无 穷 大 ， 
HS N=2, J=5, 6, =. 如 果 我 们 决定 周期 地 扩展 原始 信号 ， 那 么 扩展 的 哈 
尔 离 散 小 波 变 换 有 2 "'! 个 非 零 系数 ， 每 一 个 都 等 于 4( 这 样 非 零 系 数 的 比例 因此 
就 固定 在 1/16)， 这 个 扩展 模仿 我 们 观察 多 个 信号 通过 时 间 通 道 的 情况 ， 这 在 信 
号 处 理 中 是 很 普遍 的 ( 即 两 个 观察 值 之 间 的 取样 间隔 At 保持 固定 的 ， 或 者 是 单位 
的 ， 并 且 我 们 观察 的 全 部 时 间 范 围 是 当 N 增加 的 时 候 NA 扩展 到 整个 时 间 )， 我 
们 能 够 证 明 P| O, | 过 8 ]>1 当 N-=co 对 于 所 有 的 ! 成立， 因此 硬 阔 值 信号 佑 计 


Dw 为 零 向 量 的 概率 很 高 ， 因 此 不 能 重 构 D， 另 一 方面 ， 假 设 我 们 决定 用 “填充 
法 "扩展 信和 号， 


PLmax { lel} >V] < 


D, = (401b) 
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这 个 扩展 模拟 将 使 我 们 在 确定 时 间 范 围 中 获得 一 个 信号 的 更 多 的 精细 取样 值 ( 即 
当 N 增加 的 时 候 ， 我 们 减 小 At 使 得 NA 保持 固定 ， 例 如 说 ， 等 于 1). 这 种 策 
略 在 信号 处 理 中 并 不 通用 ， 这 里 At 通常 设置 使 得 到 的 奈 奢 斯 特 密度 f= 
1/(2At) 大 于 在 信号 中 的 频率 (参见 10.6 节 的 评论 与 扩展 中 的 第 [2] 条 ， 取 样 方案 
更 精细 是 很 自然 的 )， 这 个 信号 的 哈 尔 离散 小 波 变换 有 一 个 非 零 系数 ，dn-;, = 
VN. 我 们 现在 证 明 当 N 一 oo 时 PL|O,| <0 J>1 对 所 有 的 /了 关 N 一 2 成 立 ， 而 


PL | Ov-2 | <8 J>0, 因此 D'" 任 意 接 近 于 D 的 概率 很 高 .关于 应 用 Do 有效 性 
实践 者 只 有 16 个 原始 点 的 时 间 序 列 可 以 从 这 些 渐 进 证 明 ， 发 现 两 个 非常 冲突 的 
想法 中 看 出 一 些 . 

虽然 关于 9” 的 解释 有 点 让 人 担心 ， 基 于 这 个 阔 值 的 信号 提取 在 某 些 确定 的 
实际 应 用 中 有 出 众 的 应 用 效果 ， 特 别 是 由 于 它 的 内 在 简单 性 .我 们 将 在 10. 5 节 
和 10. 7 节 中 给 出 一 些 例 子 . 
© 交叉 赋值 Ccv) 

对 于 独立 同 分 布 高 斯 品 声 情况 下 选择 $ 的 另 一 个 途径 是 著名 的 交叉 赋值 . 这 
个 方法 在 统计 文献 中 广泛 应 用 ， 特 别 是 在 非 参 数 回归 中 选择 光滑 参数 的 一 个 自动 
方法 (Green and Silverman, 1994). 为 适应 当前 的 情况 ， 我 们 可 以 用 两 种 方式 阅 
述 交 叉 赋 值 (Nason，1996). 第 一 种 方法 ， 称 为 “两 倍 ? 交 叉 赋 值 ， 分 裂 Xo s 
X、-! 组 成 奇数 和 偶数 下 标的 下 采样 .给 出 一 个 阅 值 ， 我 们 分 别 用 奇数 下 标 ( 偶 数 
下 标 ) 下 采样 来 估计 一 个 信和 号， 然后 插值 和 比较 Af 分 别 用 偶数 下 


标 (奇数 下 标 ) 下 采样 。 我 们 选择 阐 值 -一 称 为 6- 一 作为 一 个 最 小 平方 差 的 
A. 第 二 个 方法 称 为 “ 漏 一 ”交叉 赋值 ， 从 Xo ，…，Xx-, 开始， 除去 X, 得 到 两 个 
子 序列 ， 即 X, 前 面 的 序列 和 后 面 的 序列 .给 定 一 个 阐 值 $S， 我 们 用 这 些 子 序列 来 
产生 对 X, 的 估计 X 人 .对 每 一 个 1 重复 上 面 的 过 程 。 然 后 选择 阅 值 -一 - 称 为 


6 二 0 的 值 极 小 化 


8 [oocy) 


N=] 
Dy CX 一 万 73， (402) 
1=0 


然而 ， 在 这 个 过 程 中 与 离散 小 波 变换 一 样 有 两 个 问题 . 首先 ， 几 层 局 部 离散 小 波 
变换 只 是 自然 地 定义 样本 尺寸 为 2 的 倍数 ， 然 而 现在 这 里 我 们 有 全 长 为 N 一 1 
的 两 个 子 序列 . 第 二 ， 我 们 需要 某 些 特别 的 规则 来 定义 X”， 如 我 们 在 10. 5 节 
末尾 中 注意 的 ， 这 些 困 难 是 可 以 克服 的 . 
。 最 小 无 偏 风 险 

到 目前 为 止 ， 我 们 假设 噪声 变换 系数 为 独立 同 分 布 高 斯 向 量 e， 由 变换 一 个 
相似 的 向 量 e 建 模 X 作为 “信和 号 加 噪声 ”的 一 部 分 组 成 ， 当 XX 中 的 附加 噪声 蔡 代 为 
一 个 非 独立 同 分 布 的 向 量 7 时， 我 们 必须 考虑 噪声 变换 系数 也 是 非 独 立 同 分 布 
的 ， 现 在 我 们 考虑 对 一 个 简单 的 非 独立 同 分 布 模型 的 阔 值 选择 大 小 ， 我 们 就 直接 


基于 小 波 的 信号 估计 403 


借助 于 噪声 变换 系数 公式 化 .相应 地 ， 我 们 假设 变换 模型 是 
O= OX= OD+Oy=d+n, 

所 以 

O=d+n, 
其 中 di 和 ni 分 别 是 4 三 OD 和 wn 三 Oy 的 第 1 个 分 量 ， 我 们 进一步 假设 

n = N (0,05, ). 
因此 ， 每 个 分 量 n MESEDE, TÉN on 的 高 斯 分 布 ， 但 是 对 噪声 变换 系数 ， 
模型 不 再 是 独立 同 分 布 ， 因 为 随机 变量 允许 有 不 同 的 方差 ， 而 且 可 以 相关 . 

现在 ， 令 O 和 是 双 的 一 个 估计 ， 用 来 确定 阔 值 5， 令 0 是 第 /个 分 量 为 OF 

的 向 量 ， ELD” =O'O” # HIER BOD? =O0'O” =O”. XAD” fiit D 
的 风险 RC, ) 为 
R(D® ,D) = E{||D® — D|’ }= E{|OW® — D) |?) = E{ Jo” — a|’) 


N=1 
= E{ 5) (of —d,)’}, 
t=0 


其 中 规范 正 交 变换 不 影响 平方 范 数 . 按照 Stein(1981)， 让 我 们 考虑 一 类 严格 


的 估计 ， 即 可 以 写 为 
O;” 一 O, + A‘? (O,); i= 0,6 N— Ls (403) 


其 中 形式 上 A”(,) 必 定 是 一 个 “ 弱 可 微 ” 的 实 值 函 数 ( 对 这 个 概念 的 精确 定义 ， 参 
见 Hirdle 等 ，1998，p. 72; 严格 地 讲 ， 我 们 希望 A”(*) 至 少 是 分 段 连续 的 ). 


那么 我 们 有 
O —d, = n + A (O,); (一 0 用 一 1， 


因此 
E{ (Of — d,)?} = 0 + 2E (mA (0) }+ E(LA® (0DF }. 


既然 n SHAE. JAA o 的 高 斯 分 布 ， 我 们 有 (进行 变量 替换 A=d, +n) 
E{mA ON)}= E{mA (di +n)? 


ae -n jtn 
5 | mA® (dy + n) E? dr, 


- ma 


-一 一 - 1 |- AVA) Serrated da, 


JGry -e " 


(A —d,) VAX (De dp? /(2c2 da 


用 分 部 积分 
Pee _ =|" 2 da (A) e rap (2a da, 
E{nA® (O,)} os Bt FT e 
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这 由 弱 可 微 性 质 得 到 ， 因 此 


E{nA® (O,)} = AE(TA™ | . 
awd, 


现在 ， 我 们 可 以 写 
E{(O;” —d,):}= E: RCo, ,0,,6)}, (404a) 


HPR., +, OHZ RIB RE 


R (ay, 1248) = 0, +205, ZA (x) + [AP F. 


使 用 等 式 (404a) ， 我 们 有 


N=-1 
R(D® ,D) = E| >} (of 一 2 = E| S Ro, ,03|， 
i=0 imo 


其 中 右边 的 大 括号 里 面 的 量 我 们 称 为 对 于 RCD”. D) A Stein 的 无 偏 风 险 估计 
(Stein，1981)， 实 际 上 ， 给 出 随机 变量 OQ, 的 实现 值 o,， /= 二 0，…，N 一 1， 我 们 
寻找 使 得 下 面 式 子 最 小 的 8 fh: 


N-I 
> R Con, +0; 0). 
1=0 


随 着 6 基于 Stein 无 偏 风 险 估 计 而 选择 之 后 ， 我 们 可 通过 式 (403) 形 成 信号 变换 系 


数 d, 的 估计 O. 
作为 一 个 适合 式 (403)? 结 构 的 估计 的 一 个 例子 ， 让 我 们 考虑 在 式 (400a) 中 定 


SC AY AK UE PRK. 如果 我 们 取 A C+) yo} BE BE PR BC 
e | O, |< 8s 


A®(O,)) = 
—ésigniO,}, | O, |> ô, 


然后 得 到 
Of = 0, + A® (0) = Of”, 

我 们 可 以 将 这 个 O!” 再 写 为 

Of? = O; — O; lro.s3 CO?) — 6sign{ Oi} rst» COP), 
其 中 1, (xz) 表示 指示 涌 数 
l, rzE€EI 
0, 其 他 . 
练习 [404] 证 明 ， 对 于 A“”(0O,) 的 这 种 选择 


R. (an »O,,8) = OF = 一 - (207, — O; 十 人 Jlis. (OF). (404b) 
q 


1,(x) = | 
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现在 ,在 式 (404b) 中 的 OF 一 o* 不 依赖 于 938， 所 以 给 定 OQ 一 o，! 一 0，…， 
N—1, ô Stein 的 无 偏 风 险 估计 ， 即 8 ”， 是 极 小 化 下 式 给 出 的 9 值 : 


N-1 


>) (202, — of +87) lag? co) (Of >. (405a) 
i=@ 


假设 我 们 对 { 0, } 排 序 来 给 出 {06 } 使 得 
Oto) < Oki» <= S Oin-y » 


ORG BRAT RHE ADL AY Co) 的 顺序 来 给 出 o AHE (0%). ATRA, RN 
需要 找到 8: 的 平方 根 ， 使 得 下 面 的 函数 极 小 ， 


N=] 


TS’? )= pe (20%,.,, — ol +8? Yles? (Ot ). 
1-0 


定义 Or- = 0 使 得 ou- Kote 对 k=0, =, N—1 成 立 . 如 果 6 Xf HEHE k 满足 
ow-n L8 Ot. 然后 我 们 有 


N-1 
T (8?) = (N—k)8* + >) OE, — of» ) 


l=k 


N-1 


> (N — k)o? + > Coh, — oin )= Tlo )， 
I= 


因此 10+) FE o-o SE oio 的 最 小 值 一 定 在 OP Souno. AAM, MRS 
on-no WAHA TO ) 二 0， 因 此 我 们 选择 0 二 ofw-v 在 6° 邻 域 内 达到 TC) K 
最 小 值 ， 因 此 我 们 能 够 通过 计算 Tlo), R=—1, 0, +, N—-1 找到 TOE 
6 的 最 小 值 ， 如 果 我 们 比较 

Toy = (N 一 k 一 Des 十 Ñ) ak, — oto) 


与 


N-1 
T (ot y= (N—-k—- Donia + > (or, — on) 
l=kt2 
ae BY VLA BN — AT BN IRARLA Toin- ) =0 开始 ， 然 后 对 于 R=N—2, N—3, os 


To ) 一 Toi T (205... az Ofiri) y+ (N—k— 1 ) ot = (N—k TaN PLATET 


= Toen )+ 20, +N — k — 1) Coy — own ). (405b) 


w 


在 一 个 简单 的 阅 值 水 平 6 中， 刚刚 描述 的 方法 应 用 到 所 有 分 量 O,， 即 使 它们 
相关 的 噪声 项 n, 有 不 同 的 方差 .实际 上 ， 如 果 每 个 对 于 所 有 的 1 有 相同 的 方差 
a; = 中， 这 个 简单 的 基于 Stein 的 无 偏 风 险 估计 的 阐 值 水 平 应 该 是 6 的 使 得 下 式 最 
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小 的 非 负 值 ， 

N-1 

>} (208 — o + 8?) lit. (oz ). (406a) 
。 具 有 共同 方差 的 系数 群 


对 某 些 信号 估计 问题 (例如 参见 10.7 节 )， 噪 声 变 换 系 数 某 个 群 具有 一 个 共 
同 的 方差 . 假设 我 们 对 分 量 (O,) 重新 换 角 标 ， 使 OL RRB] 群 的 第 t 个 系数 ， 
第 j 群 记 为 C;， 即 


Oe a dj, Fo 其 中 Nye 三 N (0,65); 


即 第 7 群 的 成 员 有 相同 的 方差 o;， 那 么 ， 对 每 个 群 j HAE O,,, =0,,. M 
式 (406a) 得 到 一 个 阔 值 6 可 以 用 下 式 最 小 的 6 值 来 求 得 : 


D (20? — ot, +8? ) Leg? (of )， (406b) 


‘EC 

其 中 ， 对 于 每 个 i， 我 们 可 以 用 跟从 前 一 样 的 算法 . 定义 一 个 随 水 平 而 变 、 基 于 
Stein Fe th Bo fh + A) BEL. XI AK BE A BK. 

统一 阅 值 方法 可 以 进行 修改 以 适应 这 样 的 情况 . 在 信号 D 为 零 向 量 的 假设 
下 ， 变 换 系 数 跟 噪声 是 相同 的 ， 即 O= nu MIER nj., 是 相关 的 、 高 斯 的 ， 
并 且 

1 
V4xlog(N) 
(Johnstone and Silverman, 1997), HP B. 表 示 用 于 相关 的 情况 的 一 个 界 . 这 个 
界 是 要 比 非 独立 情况 下 的 界 小 ， 进而， 我 们 可 以 写 


Plmax{max{|n.|}>V(20log(N))}] < B., 


P[max{ |7,,,|/o;}>V/(C2log(N)) ] < B. < 


这 样 
P[max{max{ |n; |} <8] —> 1, 
j ! 


其 中 

6 = y 20; log( N) (406c) 

对 于 j 群 的 系数 提供 了 一 个 保守 的 阅 值 水 平 ， 因 此 定义 了 一 个 随 水 平 而 变 的 “ 统 

一 ” 阅 值 . 随 着 O; „H o WER, 6 就 是 这 样 的 集合 . 现在 ， 我 们 可 以 执行 ， 例 
如 ， 硬 阅 值 (参见 式 (399)) 在 每 一 个 群 7 可 以 取 

Ot = 请 loj | <O" 


E C;. 
Oja 其 他 ， 


10.3 通过 尺度 方法 的 随机 信号 估计 


假设 X=Ct+y HY C 表示 一 个 感 兴趣 的 未 知 的 高 斯 信号 ， 而 7 是 不 期 望 的 
SHAN RRA, ENC Aly 都 是 多 元 高 斯 随机 变量 ，E{w) 二 0， 并 且 协 方差 矩 
阵 分 别 是 So 和,。， 我 们 假设 随机 信和 号 C 与 7 是 不 相关 的 ( 即 C 中 任意 随机 变量 
和 7 中 的 随机 变量 之 间 的 协 方差 为 零 一 一 回想 两 个 非 相关 的 高 斯 随机 变量 实际 上 
是 独立 的 ). | 

现在 ， 令 O 〇 为 一 个 NXN 阶 规范 正 交 和 矩阵， 并 且 令 0=0 X 表示 相对 应 于 天 
的 变换 系数 {0O, : 1 二 0，…，N 一 1}) 的 NN 维 向 量 . 那么 

O=OxX=0C+07=Rt+2, AKO, =R +n, 
其 中 R 和 nn 分 别 是 R 三 OC 和 nr 三 Oy 的 第 /个 分 量 . 由 多 元 高 斯 随机 变量 理论 
的 一 个 标准 结果 表明 ，R 和 n 分 别 具 有 协 方差 矩阵 O zc OT MO E, O 的 高 斯 随 
机 变量 (参见 式 (262c)); 进而 ， 因 为 C 和 ”是 不 相关 的 ， 他 们 的 变换 R 和 n 也 是 
如 此 ， 这 暗示 R 和 nv 对 所 有 的 1 和 2 是 不 相关 的 . 

因为 了 7 有 零 均 值 ， 从 式 (262b) 我 们 知道 E{n} = 二 0， 特 别 地 n RASH. 
这 里 我 们 假设 任意 一 个 感 兴趣 的 分 量 (E14 E(R,}=0. 注意 我 们 不 需要 E(C)= 
0， 因 为 变换 OQ 可 以 对 于 许多 ， 而 不 是 全 部 的 系数 能 够 达到 . (回想 ， 例如， 离散 
小 波 变 换 限 制 尺 度 系 数 中 时 间 序 列 的 取样 平均 ， 这 些 尺度 系数 作为 全 部 离散 小 波 
变换 系数 的 一 小 部 分 )， 因 此 ， 在 本 章 中 ， 当 观察 统计 信号 估计 时 ， 我 们 假设 处 
理 的 分 量 有 E(R,}=0. 10.5 节 将 指出 的 ， 这 对 于 离散 小 波 变换 是 容易 获 
得 的 . 

假设 我 们 希望 估计 信号 系数 R, 而 借助 于 观察 的 信号 加 噪声 系数 O,， 使 用 一 
个 简单 的 加 权 值 ars BP 

R, = aQ.. (407) 


附加 假设 ， 我 们 决定 选择 w 使 得 ERR) RT REM). 
练习 [407] 证 明 极 小 化 E{(R,—a,O,)* } BR E{(R,—a,0,)0,}=0, 这 是 
著名 的 线性 最 小 二 乘 估 计 的 正 交 性 法 则 . < 


总 之 ， 估 计 误 差 和 估计 量 彼此 不 相关 ( 即 “ 正 交 的 ")， 因 此 


i _ E{R,O,;} 
E{R,O,}— aE {O?}= 0, 所 以 a; 一 E {0} } . 


F(R, )Al(n } 是 不 相关 的 和 高 斯 的 事实 ， 我 们 有 
E{R,O,}= E{R?} 和 E{O?}= E{Ri}+ E{nz}. 


因此 
E{R; } 


Ri = ERDHE O" 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 - 一 一 -- 


因为 随机 变量 R, An AEH. ME of 5E(R}) Mo? =E (ni ) 分别 是 信号 和 品 


声 的 方差 . 因此， 信号 分 量 R, 的 估计 R.A SeERMRAMO, 用 信和 号 方差 与 全 方差 
的 比 加 权 的 第 / 个 分 量 ， 
~ OR, 
Re ok, 十 on 
在 第 / 个 分 量 中 噪声 出 现 的 时 候 ， 这 个 权 值 有 效 地 将 0 收缩 ?到 零 ， 而 且 实 际 上 
如 果 噪 声 水 平 很 高 ， 可 能 完全 “扼杀 ”O, ， 传 递 一 个 接近 于 零 的 估计 R. 在 第 /个 
分 量 中 没有 噪声 的 情况 下 ， 系 数 O 返回 作为 R, 的 估计 ， 直 党 上 是 有 道理 的 . 


10.4 通过 收缩 方法 的 随机 信号 估计 


在 10. 2 节 中 我 们 看 到 了 阔 值 法 则 ， 即 设 某 些 变换 系数 恰好 是 零 ， 而 处 理 其 
他 的 系数 为 不 变 的 或 者 是 减 小 幅 值 .在 本 节 中 ， 我 们 集中 于 收缩 法 则 ， 其 中 不 同 
于 闪 值 法 则 在 于 所 有 的 非 零 的 变换 系数 被 映射 为 非 零 值 一 一 实际 上 ， 它 们 或 者 在 
某 些 光滑 的 意义 下 非 线 性 减少 幅 值 或 者 保持 不 变 ， 然 而 ， 实 际 上 收缩 法 则 常常 像 
阔 值 法 则 ， 因 为 有 个 确定 范围 的 非 零 系数 收缩 到 非常 接近 零 ， 
。 条件 均 值 和 中 值 

我 们 继续 10. 3 节 中 的 思想 ， 把 信号 和 噪声 作为 独立 的 统计 分 量 ， 但 是 注意 
到 我 们 没有 先 验 假设 : 信号 和 噪声 是 高 斯 随机 变量 .规范 正 交 变 换 采 用 形式 

O= OX= OC+Ovn=R+in, 因此 O, = Ri +n, 

其 中 R 是 被 变换 的 统计 信号 R 的 第 /个 分 量 , nn, 是 被 变换 的 噪声 n 的 第 /个 分 
量 ， 并 且 我 们 假设 EiR,})=Ein})= 二 0. 在 10.3 节 中 我 们 看 到 ， 如 果 我 们 希望 产 
生 基 于 尺度 OM R, 的 一 个 线性 估计 ， 而 且 如 果 我 们 用 均 方 误差 标准 ， 那 么 尺度 
因 之 是 信和 号 方差 和 整体 方差 的 比 来 作为 其 第 ! 个 分 量 ， 假 设 我 们 仍然 用 均 方 误差 
标准 ， 但 我 们 现在 考虑 一 个 更 为 广泛 的 ( 非 线性 的 ) 估 计 ，R, 的 估计 Us(0O,) 就 是 
R,=U,(O,), 而 U: (0,) 定 义 了 运算 于 0 的 收缩 法 则 ， 像 我 们 将 证 明 的 是 使 得 
E{(R, 一 U,(0O,))?} 极 小 的 R, 的 估计 U:(O, ) 是 条 件 均值 E{Ri | 01}( 下 标 *2” 强 
调 这 是 一 个 平方 范 数 的 极 小 值 ). 

相应 地 ， 令 U, 是 第 ! 个 分 量 为 Us (0,) 的 向 量 . 因为 U: (O01) 是 Ri 的 一 个 估 
it}, 向 量 U, 是 R=QOC 的 估计 ， 即 R 是 变换 后 的 统计 信和 号， 定义 C 三 OTU;， 并 
旦 注意 OC=U,， 涉 及 用 C 估 计 C HARER C, OA FREH: 

RO= E{ |- Cl) = El O-O I’) 
= E{||U,—R|’} 


一 一 一 0,. (408) 


N=] 


N—1 
= E| $ (U0) =R} = E{ (U: (0,) —R,)*}, 
1=0 


{=0 


基于 小 波 的 信号 估计 sed 


其 中 我 们 再 次 使 用 事实 规范 正 交 变换 O 不 影响 平方 范 数 . 因此 ， 这 个 风险 极 小 化 
明显 通过 E UOD R y 对 每 个 上 极 小 化 得 到 ， 我 们 声明 ， 尺 ,的 估计 
U,(0O,) 使 得 这 个 平方 误差 标准 极 小 的 是 条 件 均 值 EGR, | OO}. 为 此 注意 


E{(U,(0,) — Ry)? } = | | (Us Co) — ri)? fe, .o, Cri vor) drido,, 


其 中 fr,o(，，。…) 是 随机 变换 R 和 O, 的 联合 概率 密度 函数 (PDF)， 事 件 的 条 件 
是 OO 假设 取 值 ov， 我 们 可 以 写成 fro, Vrs 01) = fr, \0,=0, ri) fo, (on) » 这 就 产生 


E! (U; (CO ) aa R, 2 } 一 is fo, opf (U, Co) i a. ) frios., (r,)dr,do,. 


里 面 的 被 积 函数 是 非 负 的 ，fo (01) 也 是 ， 所 以 二 重 积分 的 极 小 值 可 通过 对 每 一 个 
结果 o, fE 


| W200) = rid? feo;=e A 


极 小 获得 ， 如 果 我 们 在 式 (261a) 中 分 别 用 O, MRE X MX, WARIA 
到 ， 上 面 的 积分 等 同 于 式 (261a) 中 的 积分 ， 因 此 


ER, | O, = o,} = arg min | (Us Co) 一 ri)? frio,-o, (ri)dr,, 
2 21 


如 要 求 的 那样 . 
现在 ， 条 件 概 率 密度 函数 fk 10-。 (ri) 可 以 写 为 


ae fro, (11901) 
Friio,=0, (r) = CP ae 
从 练习 [L262a]， 我 们 知道 
Fr,.0, (1150, ) = Freon, (risor — ri)» 
其 中 Fir, an, 人 ae on ) 是 随机 变量 R, Al n KA E BE PPL. 因为 我 们 已 经 假设 
C 和 7 是 独立 的 ， 它 们 的 变换 R=O C 和 一 〇 7 也 必定 是 独立 的 .由 于 R An, 
因此 是 独立 的 ， BATA fen, O mr = fr Dfa (01 一 r/)， 因 此 ， 对 独立 于 
信和 号 的 附加 噪声 ， 我 们 得 到 
fr,.0, (r;,0,)= fr, Cr; Dfa, Ce — yr)s 
进而 ， 因 为 0,=R, 十 n,，0, 的 概率 密度 函数 是 一 个 和 ， 并 且 我 们 可 使 用 这 个 结 
果 ( 参 见 式 (262a)): 独立 随机 变量 的 和 是 它们 密度 的 卷 积 ， 得 到 


foalo) = fe, * fa 0D =] fa, Fn, Cor = Ari 
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一 10 一 5 0 5 10 一 10 一 5 0) 5 10 
图 410 随机 变量 N (0，1) 和 AN(0，10) 的 概率 密度 了 清 数 (左边 图 形 ， 分别 是 细 和 粗 曲线 )， 一 
个 遵守 混合 高 斯 模型 的 随机 变量 (右边 图 形 )，、 混 合 概 率 密度 函数 是 非 高 斯 的 ， 是 由 
N (0,1) FIN (0，10) 的 概率 密度 也 数 的 加 权 形 成 的 ， 权 值 分 别 为 p= 二 0.75 和 1 一 p= 
0.25( 肥 自 Chipman 等 ，1997 的 图 1) 


因此 
fr, Cri) fin, CO = ři) 


P Se fs = ri dr 


x | rifr, (ri fn, Cor — ri) dri 
E{R,| O, = oj= | Tif R, 0,=0, (ri dr = SS . (410b) 
- | fr, (rf n, (or— ri) dri 


现在 ， 让 我 们 看 一 种 特殊 情况 ， 统 计 信和 号 遵守 混合 高 斯 模型 ， 如 下 定义 ， 令 
T 是 一 个 二 值 的 随机 变量 ， 使 


Fr,\0,=0, (0) = (410a) 


其 中 o<p<l. 我们 说 R 遵循 混合 高 斯 模型 ， 如 果 
R, = T: N (0, 70%, ) + A — Ti) N O)» (410d) 


其 中 ， 高 斯 随机 变量 和 (0，Xfa8 ) 和 AM O, o ) 是 相互 独立 的 ， 工 也 是 独立 的 .我 
们 可 以 通过 首先 产生 TI 的 值 ， 然 后 产生 和 (0，7io8 ) 如 果 工 三 1， RENO, o) 
MET, =0 以 得 到 R, 的 值 ， 这 个 统计 信号 是 两 个 均值 为 零 、 方 差分 别 为 vioc 和 
o% 、 比 例 为 pi Le 1 一 户 的 高 斯 分 布 的 混合 .混合 高 斯 模型 是 一 种 所 有 非 高 斯 信号 
的 建 模 方法 ， 例 如 ， 如 果 y<1HA pi 二 0.95， 那 么 我 们 允许 信号 项 的 5% 方差 
of, 比 剩 下 的 95% 的 方差 viot, 大 ，R, 的 概率 密度 函数 是 由 NN CO, vios, ) A 
N (0s of, ) 的 概率 密度 函数 权 值 为 p 和 1 一 p, 的 加 权 和 .图 410 中 显示 了 一 个 例 
子 ， 其 中 p,=0.75, Yio& =1, 06, =10. 

对 此 特殊 情形 ， 为 了 完成 对 我 们 的 模型 ， 我 们 假设 噪声 是 均值 为 零 、 方 差 
an, 的 高 斯 型 噪声 ; 


nm = N (Oo )， (410e) 
练习 [10. 5] 表 明 ， 给 定 这 个 准备 ， 我 们 有 
= a,A,(o,) + 6,B,(Co;) (410f) 


ER, | O, = 0} = arrar 
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其 中 
y 2 22 2 
a, = oe Ai Cor) m Png LAI, t), 
Yid, T On, (2x[yieé, +o, |) 
(411a) 
- 一 
b; = OG, : 并 且 B,(o,) = lp o aalto ) J, 


a6, + an, A/(2r[c2 de ] ) 
因为 U,(O) =E{R, | O,}，R, 的 条 件 均 值 估 计 U: (0O,) 现 在 按照 O, 是 非 线 性 的 ， 
因为 OF 出 现在 表达 式 A,(*) 和 B,(*) 中 的 指数 中 ， 其 中 这 些 都 被 认为 是 随机 变 
mM. 式 (410f) 中 的 条 件 均值 的 形式 将 在 本 节 的 评论 与 扩展 中 进一步 讨论 . 

为 了 获取 对 给 出 的 式 (4101) 怎样 收缩 oo 的 一 个 深入 的 看 法 ， 让 我 们 考虑 一 种 
特别 重要 的 情况 7 二 0( 我 们 可 以 将 WV (0，0) 解 释 为 退化 的 随机 变量 ， 其 实现 总 
为 零 )， 信 号 的 模型 变 为 

R, = (1— Ti) N (0,08), (411b) 
因此 PLR,=0J=PLZ.—ll=p. 对 于 pi 的 值 接 近 于 1， 这 就 给 出 了 所 谓 的 稀疏 
信号 模型 ， 即 在 很 多 情况 下 信号 是 零 ， 只 有 偶尔 是 非 零 的 . 这 个 黎 朴 信号 模型 导 
致 了 条 件 均值 的 一 个 特别 简单 的 形式 
pb, 


EIR, | O: = o} = ther (41 1c) 
其 中 
je el rey, (411d) 
(1 — pi on, 


我 们 注意 到 E(R, | O,=0,} ob, 对 于 大 的 o 成 立 ， 即 由 式 (407) 的 线性 形式 族 . 
这 种 条 件 均 值 的 形式 已 经 很 成 功 地 应 用 在 地 球 物理 中 (Godfred and Rocca, 1981; 
Walden, 1985). 实际 上 ， 对 于 稀 朴 信号 模型 ， 为 了 计算 收缩 法 则 U: Co) = 
E{R, | O=o )， 需 要 三 个 参数 值 ， 即 p, of, 和 oc:， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 想 对 
这 个 模型 用 Stein 无 偏 风险 估计 软 痪 值 ， 则 只 需 品 声 方差 om 本 质 上 需要 处 理 
三 个 参数 来 决定 式 (411c) 中 的 收缩 法 则 ， 是 由 于 我 们 没有 预先 选 定 靖 值 函数 的 图 
形 的 这 个 事实 . 

图 412 解释 了 式 (411c) 的 条 件 均值 收缩 法 则 ， 其 中 p =0.95, of =1s 06,= 
5, 10 和 25( 分 别 从 粗 线 到 细 线 )， 注 意 对 于 0% 二 25， 收 缩 法 则 类 似 于 严格 阐 值 
法 则 的 光滑 形式 (参见 式 (400c) ). 

条 件 均值 估计 U,(*) 是 从 极 小 化 均 方 误差 得 来 的 ， 函 数 U:(") 不 是 一 个 阔 值 
法 则 ， 而 是 一 个 ( 非 线 性 ) 收 缩 法 则 ， 在 这 个 过 程 中 没有 系数 被 完全 扼杀 . RNA 
样 可 以 很 好 地 选择 极 小 化 均值 绝对 误差 .在 这 种 情况 下 ， 估 计 U,(*) 是 条 件 均 值 
(参见 式 (261b))， 当 O, 取 值 o 时 ， 我 们 需要 对 U, (Co MME AE: 

U, (o,) on” Fe fn, (Or — Ar 
| fuio-a Ddr = (Paes =0.5, (411e) 


EATA (o — ri) dr 
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图 412 llo pp =0.95, of, =1 和 号 = 一 5( 最 粗 的 曲线 ， 最 远离 点 斜 线 ) 的 条 件 均值 收缩 


法 则 ，10 和 25( 最 细 曲 线 ， 最 接近 斜 线 )， 因 为 在 条 件 均 值 收 缩 法 则 和 Chipman 等 
(1997) 的 关于 平方 误差 损失 贝 叶 斯 估计 法 则 之 间 的 相对 应 性 ， 上 面 的 图 也 解 了 
式 (414a) 的 B.C). 


其 中 我 们 用 了 式 (410a)，Godfrey and Rocca(1981) 指 出 ， 对 于 稀 玖 信号 模型 ， 收 缩 法 
则 Ui(*) 近 似 地 等 于 一 个 硬 阅 值 法 则 ， 即 
0, | QO, I< 0; 


U,€O,) ~1 (412a) 
hO,» 其 他 ， 
其 中 韶 值 是 由 下 式 给 出 的 ， 
Pic ;2 
é =o, Ẹ -一 | (412b 
wa al i 


(假设 p/p) Do, / (66,8) M ot, D0, 通 近 是 有 效 的 )， 
。 贝 叶 斯 方法 

很 多 最 近 的 关于 收缩 的 工作 是 建立 在 小 波 变换 和 贝 叶 斯 方法 基础 上 的 (后 者 
在 7. 3 节 中 有 简单 的 回顾 ?、 一 些 因此 而 来 的 收缩 法 则 可 以 从 我 们 讨论 的 条 件 均 
值 和 中 值 中 看 出 来 .我 们 考虑 的 这 个 讨论 调整 为 假设 信号 是 统计 的 ， 品 声 不 必 是 
独立 同 分 布 的 ， 因 此 我 们 写 X=Cty. 应 用 规范 正 交 变换 〇 ， 我 们 获得 模型 O= 
R 十 n， 我 们 将 这 个 模型 的 第 /个 分 量 写 为 0, 二 Ri 十 mn,， 对 任 一 给 定 的 1， 假设 随 
机 变量 R 入, 是 相互 独立 的 .注意 我 们 没有 n 中 的 随机 变量 是 彼此 相关 的 (R 中 
的 随机 变量 也 是 一 样 的 ) 的 任何 假设 . 我 们 不 需要 这 样 做 是 因为 下 面 我 们 分 别 讨 
论 每 个 信号 分 量 的 提取 方案 ， 即 我 们 仅 用 O, 估 计 信 号 分 量 R,。 然 而， 实际 应 用 
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这 些 算法 需要 估计 确定 的 参数 ， 作 为 一 个 整体 来 说 正 是 这 点 我 们 需要 具体 指出 n 
的 模型 结构 (我 们 将 在 10. 5 节 转 到 这 点 ). 
Chipman 等 (1997) 假 设 噪声 变换 系数 n,， 如 式 (410e)， 是 均值 为 等、 方差 为 
o 的 高 斯 噪声 ， 并 且 信 号 变换 系数 R,/ 有 一 个 混合 高 斯 的 概率 密度 也 数 ， 如 
式 (410d) 中 指定 的 . 在 贝 叶 斯 公式 中 ， 我 们 把 这 个 混合 模型 写 为 
R, | Tı = TN (0.70%, 4+ (1— Ti) N Oso, )， (413a) 


其 中 工 被 认为 是 一 个 “混合 参数 ”"， 其 先 验 分 布 由 式 (410c) 决 定 。 工 ,的 分 布依 赖 
于 p,， 现 在 称 为 “ 超 参 数 ”"， 另 外 ， 随 机 变量 R, | T 依赖 于 这 个 参数 和 其 他 两 个 
HSA y Mot. ERR 自己 的 概率 密度 也 数 ( 即 没 有 条 件 的 随机 变量 工 ,) 是 由 
N (0, Koi AIN (0, of, ) 概 率 密度 函数 加 起 来 组 成 的 ， 权 值 分 别 为 p, 和 1 一 
pP:， 如 我 们 可 在 比较 式 (410d) 和 (413a) 的 右边 看 出 来 的 ， 当 我 们 没有 接近 实现 工 , 
的 值 的 时 候 ， 在 随机 变量 R AR, | I 之 间 没 有 明显 的 区 别 ( 当 这 些 是 可 用 的 ， 
那么 给 定 五 =1， 按 分 布 R, 等 于 随机 变量 (0，Yios MAE LT =0 时 ， 按 分 布 
RÆFTN O, &)). ANQO=R tn, HAAN 到 是 高 斯 分 布 ， 均 值 为 零 ， 方 
#H of,» BIW Æ 

O: | Ri = N (Ro, ). (413b) 


实际 上 ， 为 了 获得 现在 称 为 “ 贝 叶 斯 收缩 法 则 ”的 方法 ，o, 和 三 个 超 参数 不 得 不 


估计 . 
Vidakovic(1998) 也 观察 了 贝 叶 斯 收缩 法 则 .类 似 于 Chipman 等 (1997)， 他 


也 假设 n, 是 均值 为 零 、 方 差 为 a; 的 高 斯 分 布 , 但 是 现在 只 有 条 件 : 他 不 认为 方 
差 吧 已 知 ， 而 给 出 它 的 先 验 分 布 ， 即 指数 的 超 参 数 为 v,， 因 此 代替 式 (410e)， 
现在 我 们 有 
ni | os = N(Ovo%,)+ 
这 转 而 指出 
O | Riso, = N (Riot, ). (413c) 


如 7. 3 节 所 讨论 的 ， 高 斯 分 布 的 混合 方差 是 方差 有 一 个 指数 分 布 乘 拉 普 拉 斯 (两 
面 指数 的 ) 分 布 ， 使 对 于 ni 的 边缘 概率 密度 消 数 为 


1/2 
“(2v) | ny | 


fay (m) = e 


1 
V (2/v) 
(参见 式 (257c))， 同 样 的 结论 对 O | R 也 成 立 ， 所 以 我 们 也 有 


foiR,=7, (o) = ez laa, (413d) 


1 
V2/v) 
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代替 式 (413a)，Vidakovic(1998) 完 成 了 模型 的 详细 说 明 ， 他 给 出 R, 是 一 个 t 分 
布 ( 式 (258a))， 自 由 度 为 9， 尺度 函数 为 xr,( 位 置 参 数 被 设置 为 零 )， 这 个 模型 的 
超 参 数 为 vs d 和 x. 

S BO) H R 关于 平方 误差 损失 的 贝 叶 斯 法 则 估计 ， 即 B: (O) 是 
Ex, (Eor,((B2(O1) 一 R17?)}) 的 极 小 化 ， 如 式 (265b) 所 陈述 的 ， 贝 叶 斯 法 则 在 这 种 
情况 下 是 由 后 验 均值 给 出 的 ， 给 定 O 的 实现 o,， 后 验 均值 与 式 (410b) 有 相同 的 
条 件 均 值 ， 即 


B: (0,) = [afrim (ri) dr; + 
并 且 B; (Co) =U; (0,). 现在 


Frio =o (ri) = fro (71901) me fr, (ri )f oR,=n, Co) _ fr, (ri f olr,=r, (On) 
lyme, N (o,) 5， 
fo O; Ío, (01) Lz (r; )f oR, =r 《or dr; 


因此 我 们 能 将 B: (or GH 


| rife, (rD fonr- C0) dr, 
B: (0;) E za ~ —_—<<$$$<<—$ (414a) 


| Fr, (r; fo, R =r (01) dr 
对 于 Chipman 等 (1997) 的 模型 ， 得 到 的 后 验 均值 ( 即 贝 叶 斯 法 则 ) 恒 等 于 式 (410f) 
给 出 的 条 件 均值 (因此 在 图 412 中 说 明 )， 接 着 是 foir- (01) 由 (413b) 具 体 指 
出 为 


] —(o~r 


2 2 
12 ) 
总 一 人 上 “ny” y 


josRg = (On) = 
J (xo, ) 


这 恒 等 于 式 (410b) 中 的 fn, Corry) (nm 的 概率 密度 函数 在 式 (410e) 中 详细 说 明 
了 )，R, 的 概率 密度 函数 在 两 种 情况 下 是 相同 的 ， 并 且 在 式 (410d) 中 详细 说 明 . 
对 于 Vidakovic(1998) 的 模型 ， 我 们 通过 信号 的 概率 密度 函数 fr,(*) 的 1 分 
布 和 对 于 fo | Ry, (oo0) 的 拉 普 拉 斯 分 布 ( 如 式 (413d) 得 到 的 ) 得 到 式 (414a) 的 贝 叶 
斯 法 则 ， 得 到 的 B,(.) 不 能 降 为 可 处 理 的 形式 ， 因 此 我 们 必须 求助 于 数值 积分 ， 
为 了 计算 所 需要 的 积分 ， 我 们 注意 到 对 于 o 20, A 
Az (07.07.00) + At (0) 0,0, )— et VEP Az (0,0,0°) 
SANOA =i VO o A (0, 0,0, )+ ei VED Az (0,0,90) 
(414b) 


其 中 of =0,/ (Kı V1) 9 并 且 
Az (o,a ,b)= | x" (age, SORT dz 


(E ii AY ue BA dt HO (10.6); 注意 对 于 o <0, 我 们 能 用 关系 式 B: (01) = 
— B: (一 o, ) 得 到 B: (o,). 图 427 展示 了 小 波 系 数 而 成 的 B,(*) 的 两 个 例子 . 
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如 果 我 们 令 B, (O) Æ R 关于 绝对 误差 损失 意义 下 的 贝 叶 斯 法 则 估计 ， 即 
B,(O) 是 Ex, {Eo ır, {1B1(0,) 一 Ri|})} 的 极 小 化 ， 那么 贝 叶 斯 法 则 与 后 验 中 值 
( 式 (266)) 是 一 样 的 . 再 次 ， 给 出 CO. 的 实现 o,， 后 验 中 值 与 式 (411e) 的 条 件 中 值 
是 相同 的 ， 即 是 


edd a 


B, Ca) 
f|" froma Ddr = 0.5 


的 解 ， 因此 B,(o)=U,(o), FARINA MIRER., fe Sth NRE. — 
个 可 计算 的 形式 在 式 (4l1le) 的 右边 给 出 ( 式 (412a) 给 出 了 一 个 方便 的 通 近 ). 
Abramovich 等 (1998) 检 查 对 于 式 (411b) 的 稀 朴 信号 模型 的 后 验 中 值 . 他 们 发 现 


B, (o) = sign{o; }max{0, G )， (415) 


其 中 

6 = orli — (bot, 2p (He), 
并 且 c 在 式 (411d) 中 定义 (这 里 B81'(，) 是 标准 高 斯 累积 分 布 函 数 的 道 一 一 参见 
式 (257b))， 对 所 有 oi 在 某 一 熟悉 的 定义 区 间 [ 一 6, 6] 上 ， 量 4 是 负 的 .因此 ， 
“lo | 落 在 阅 值 6 的 下 面 时 ，B(o,) 置 为 零 ， 并 且 我 们 得 到 了 一 个 阅 值 法 则 而 不 
是 一 个 收缩 法 则 . 

图 416 比较 了 由 式 (415) 计 算 的 后 验 中 值 ( 细 曲 线 ) 和 式 (412a)( 粗 线 ) 中 的 通 
EHH, HEP of =25, pi=0.95, oh, =1, 4H Abramovich 等 (1998) 使 用 的 . 
很 清楚 ， 实 际 上 在 这 两 种 阅 值 法 则 之 间 的 区 别 很 少 ， 因 此 ，Godfrey and Rocca 
(1981) 的 通 近 对 于 这 种 情况 已 经 足够 了 . 注意 ， 这 两 个 条 件 对 于 这 个 通 近 是 有 效 
的 ， 并 且 对 于 这 里 选择 的 参数 是 满足 的 . 

10. 4 节 的 评论 与 扩展 

[1] 这 里 我 们 发 展 一 个 对 于 式 (410f) 中 的 条 件 均 值 形式 的 解释 .由 式 (410d) 

看 来 ， 我 们 可 以 把 RERA 

R, = TRP” + (1 — ZR? 
其 中 的 RD MRE 是 独立 的 高 斯 随机 变量 ， 均 值 为 零 而 方差 分 别 为 Xiae Mog. 
令 fa c)s fro COA fee ORAE F R,, RP 和 Ri” 的 概率 密度 函数 ， 因 
为 R, 服 从 高 斯 混合 模型 ， 如 前 声明 的 ， 我 们 有 
fr (ri1) = Dif r» Cri) 十 (1 — pi) fr” Cri). 

回想 时 间 序 列 的 变换 系数 OMB AOHR +n, HP nw. 是 均值 为 零 、 方 差 为 
中 的 高 斯 随机 变量 ， 独立 于 R,. 令 fo, C) fa, (2) SP BAR O, 和 mn 的 概率 
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D 


图 416 HERE of, =25, pi =0.95 AM oh = 1 时 的 后 验 中 值 Bi Co, ) (A H ae) A a a FP fi 
Ui(o)( 粗 曲线 )， 点 线 表 示 的 是 对 角 线 


密度 函数 . 现在， 独立 的 随机 变量 的 和 的 概率 密度 函数 是 他 们 密度 的 卷 积 ( 参 
见 式 (262a))， 因 此 ，O0, 的 概率 密度 函数 由 R 和 nn 的 概率 密度 贤 数 的 卷 积 
给 出 : 


fo, (01) Ír, * fn, (0) 一 Pif r” * fa Cor) + (1 — pi) fr” * fa, Cor). 


既然 Ri? 和 是 独立 的 有 和 零 均值 的 高 斯 随机 变量 ,我 们 可 以 把 face fa Co) 
为 和 O01? 三 Ri? 十 n, 的 概率 密度 函数 for. 如 果 我 们 使 用 两 个 均值 为 零 的 独立 的 
高 斯 随机 变量 的 和 还 是 均值 为 零 ， 方差 是 各 自 方差 和 的 高 斯 随机 变量 的 事实 ， 则 
Soo (*) 的 概率 密度 函数 可 以 看 作 是 均值 为 零 、 方 差 为 vios 十 om 的 高 斯 分 布 ， 如 果 
我 们 在 式 (256) 中 对 于 高 斯 概率 密度 函数 设置 为 y= 二 0 M o = yio, Hons ES 
式 (411a) 中 得 到 的 A,(*) 的 表达 式 相 比较 ， 能 够 得 出 A (oo = pifo (or). 类似 
的 论证 告诉 我 们 ，B,(o01) 王 (1 一 p.)fuw (o)， 其 中 Bi(o,) 也 在 式 (411a) 中 给 出 ， 而 
H fg? (01) 是 对 于 OP = Ri? +n 的 概率 密度 函数 ， 因此， 给 出 O 的 实现 o,， 我 们 
能 把 式 (410f) 的 条 件 均 值 重新 写成 形式 


api f o” (0,) 十 boi(l1 = pd) fo” (01) 


一 一 = sbi (416) 
pif of” (01) 十 (1 一 Pi) fo” (o) 


E{R, | O, — 0; } = 


比较 式 (411a) 中 a 的 定义 和 式 (408) 的 简单 收缩 估计 ， 我 们 看 到 ，ao' 项 相应 于 估计 
使 得 在 O =o, 处 ， 巨 {( 尺 和 —a,O; )* } 极 小 .类似 地 ，wo， 相应 于 估计 在 O, =o, 4k. 


基于 小 波 的 信号 估计 417 


使 得 Ef (RP —6,0,)? RAD. FA ae 4 BAT REE HRS oP EER? MR” 的 
最 小 均 方 误差 估计 ，o, 可 能 的 权 值 来 自 于 两 个 信和 号 分 量 . 

为 了 进一步 理解 ， 注 意 在 最 小 均 方 估计 中 ， 我 们 需要 下 1(R， 一 wO DO ) = 
0， 如 在 练习 [407] 中 所 表示 的 ， 这 表明 随机 变量 R — a0, 和 0O, 是 不 相关 的 ,但 
是 ， 由 于 它们 在 这 里 是 联合 高 斯 的 ， 所 以 它们 也 是 独立 的 .因此 


E! CRY —a,O,) lO; += E! sD — a0} = ER” \— aE {0} 0; 


但 是 我 们 也 有 
Et CRI” — aO; ) |O; = E{R;” lO, }— Et{a0, | O; } 二 E{R;” lO, }— a0.. 


给 定 0, 的 实现 o,， 上 面 告 诉 我 们 ERY? | O,=0,)}=a0,, WA, JER HER 
均值 方法 和 线性 最 小 二 乘 通 近 给 出 联合 高 斯 情况 下 相同 的 估计 很 明显 对 信和 号 的 
第 二 个 分 量 也 是 同样 正确 的 ， 这 就 导致 了 对 于 为 何 这 个 模型 的 条 件 均 值 采 用 了 
式 (416) 的 形式 的 深入 润 察 . 

[2] 混 合 高 斯 模型 当然 并 不 是 式 (410b) 中 统计 信号 分 量 的 分 布 的 唯一 选择 . 
另 一 个 可 行 的 模型 是 广义 高 斯 分 布 ， 其 概率 密度 函数 在 式 (257d) 中 给 出 ， 对 此 用 
标准 数值 积分 技术 容易 求 得 条 件 均 值 C(Walden，1985)， 


10.5 独立 同 分 布 高 斯 小 波 系 数 


在 10. 2 节 和 10.4 节 中 我 们 已 经 看 了 阅 值 和 收缩 法 则 的 设计 ， 这 基本 上 可 
以 应 用 到 任何 规范 正 交 变换 系数 的 集合 。 阅 值 或 收缩 在 提取 信号 的 优 劣 主要 依 
赖 于 变换 系数 的 性 质 ， 我 们 已 经 在 10. 1 节 中 说 明 离 散 小 波 变换 可 以 简明 地 用 
时 间 频 率 性 质 的 混合 来 表示 信号 .现在 我 们 集中 看 对 小 波 系 数 应 用 阅 值 和 收缩 
法 则 ， 并 且 在 这 样 做 的 过 程 中 我 们 讨论 未 知 参数 的 估计 ， 当 规范 正 交 和 矩阵 O 〇 用 
离散 小 波 变换 矩阵 W 代 蔡 ， 阅 值 或 收缩 实现 时 ， 我 们 谈论 关于 小 波 阅 值 或 小 波 
收缩 . 

本 节 我 们 看 独立 同 分 布 高 斯 噪声 ， 之 后 在 10. 6 节 考 虑 不 相关 非 高 斯 噪声 ， 
然后 在 10.7 节 讨 论 相 关 的 高 斯 噪声 . 
。 基 于 小 波 阅 什 

仿 考 虑 的 模型 为 X= 二 De， 其 中 D 包含 一 个 确定 性 信和 号， 应 用 离散 小 波 变 
换 Y， 我 们 得 到 


W=WD+We=dre, 
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0 256 512 768 1024 


图 418 核磁 共振 (NMR) 谱 (最 上 面 的 网 形 )， 以 及 基于 小 波 硬 效 值 信号 估计 而 用 Je =6 层 的 
部 分 LA(8) 离 散 小 波 变 换 ( 中 间 的 ) 和 一 个 相似 的 D(4) 离 散 小 波 变换 (最 下 面 的 ). 


在 这 两 种 情况 下 ， 我 们 用 中 位 数 绝 对 偏差 标准 离 差 估计 zu 决定 噪声 方差 中 ， 这 之 
后 我 们 设置 统一 阔 值 水 平 8t = [2 Shang log ND]. 这 个 核磁 共振 谱 是 从 公共 软件 包 


WaveLab 中 提取 的 ， 它 是 由 旧金山 加 利 福 尼 亚 大 学 放射 系 的 Andrew Maudsley 提供 
的 (这 些 数 据 可 以 从 这 本 书 的 网 页 中 找到 


我 们 认为 这 是 式 (398) 的 一 个 特殊 情况 .正如 在 10. 2 节 中 所 讨论 的 ， 统 一 阔 值 适 
用 于 噪声 是 独立 同 分 布 高 斯 噪声 ， 并 有 方差 s， 使 噪声 变换 系数 e 是 独立 同 分 布 
高 斯 的 ， 还 有 共同 的 方差 .Donoho and Johnstone(1994) 要 求 用 Jo FE RBS} BS 
小 波 变换 而 不 是 完全 离散 小 波 变换 ， 其 中 J 由 使 用 者 确定 (参见 4. 11 节 ). 在 这 
个 算法 中 ， 变 换 系 数 被 包含 在 向 量 W,，…，WJ 和 Vj 组 成 的 W 中 ,但 是 仅 对 在 
W 向 量 中 的 系数 取 阅 值 ， 即 V， 中 的 元 素 保 持 不 变 ， 因 此 X 的 部 分 归结 于 “ 粗 ” 尺 
FA, 自动 分 配 于 信号 D. 
靖 值 算法 由 下 列 的 步骤 组 成 . 


基于 小 波 的 信 时 估计 419 


| LA(8) Do 


0 256 512 768 1 024 


图 419 基于 j。=6 层 的 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 的 核磁 共振 谱 的 阔 值 信号 估计 一 一 从 最 上 
面 到 最 下 面 一 一 硬 、 软 和 中 靖 值 (最 上 面 的 图 形 是 图 418 的 一 个 重复 )， 对 这 三 个 估 


计 ， 我 们 用 基于 中 位 数 绝对 值 偏差 标准 离 差 估计 ow = 1. 645 38 的 统一 阔 值 水 平 


8 =y [L272 log(N) ]=6. 126 22 


[1j 计 算 一 个 J。 层 部 分 离散 小 波 变换 来 获取 系数 向 量 Wi，…， Wj, 和 VV. 

分 量 上 说 ， 我 们 有 
Wi. = date. j= l,e, Jo; t = 0," N;— 1. 

[2] 其 次 确定 阔 值 水 平 =o". Hoe 已 知 ， 用 式 (400d) 计 算 o”. MR of 未 
Fh, FASE (420) 1 Reo vnsay » HHS” Sy [2 Sén log(N) 代替 cole 

[3] 对 于 W,» j=l, os Jo 和 上 一 0，…， N;—1; 应 用 阔 值 法 则 之 一 ( 硬 、 
中 、 软 或 固定 的 )， 用 WIRE O, 来 获取 阅 值 系数 Wi. Sa Wiican 
W, j=1, =, Jo. 

[4] 通 过 反 变 换 WO, e, WPA W 得 到 DD 的 估计 D"". 
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如 果 c* 是 未 知 的 (通常 一 一 并 不 总 是 一 一 在 应 用 的 情况 下 )， 估 计 它 在 一 个 实 
际 过 程 是 建立 在 中 位 数 绝对 偏差 (MAD) 标 准 离 差 估计 而 使 用 在 Wi 中 j=1 层 N/2 
的 系数 .由 定义 ， 标 准 离 差 估计 为 
. _ median{ |W, |, |W; | sets [Wiza] 
Cee 0.674 5 
分 母 中 因子 0. 674 5 BRERO TL. Pons 也 是 高 斯 白 品 声 标 准 离 差 的 合适 估 
it. 对 于 从 元 素 多 ,中 计算 出 的 启发 式 的 理由 是 ， 除 去 可 能 的 最 大 值 最 小 尺度 的 
小 波 系 数 应 当 由 上 曲 声 决定 .中 位 数 绝对 偏差 标准 离 差 估计 设计 为 稳健 的 最 大 变 
差 ， 因 此 应 当 影 响 噪声 方差 而 不 是 信号 方差 . 
这 种 算法 使 用 硬 阅 值 的 两 个 例子 在 图 418 中 表示 . 对 于 一 个 核磁 共振 谱 ( 记 
录 的 谱 有 N=1024 个 数据 ， 在 上 面 的 图 形 上 部 显示 )， 在 这 两 种 情况 中 ， 我 们 都 
用 了 中 位 数 绝 对 偏差 估计 ze 来 设置 阔 值 水 平 8 "中间 的 图 形 表 示 当 我 们 用 
LA(8) 小 波 来 计算 J, = 6 层 的 部 分 离散 小 波 变换 (从 其 中 得 到 ，cmm = 1. 645 38 


pI =6. 126 22) ， 而 底下 的 图 形 是 用 D(4) 小 波形 成 (zu =1. 742 45, 8” = 
6. 487 66) 时 得 到 的 估计 . 注意， 两 个 估计 都 忠实 地 保留 了 在 上 =500 附近 尖峰 的 
高 度 ， 更 广 的 在 核磁 共振 谱 主 要 尖峰 假设 闭 鱼 鳍 出 现在 D(4) 估 计 ， 这 显然 是 由 
D(4) 滤 波 器 产生 的 假象 (参见 4. 11 节 关 于 选择 小 波 滤波 器 的 讨论 );， 当 我 们 使 用 
光滑 LA(8) 滤 波 器 的 时 候 就 没有 这 样 的 滤波 假象 . 

图 419 比较 了 硬 、 软 和 中 靖 值 估计 .核磁 共振 谱 中 的 信号 估计 是 基于 在 
J.=6 层 的 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 ， 阅 值 水 平 同样 是 通过 中 位 数 绝对 偏差 估 
计 ， 硬 阅 值 估计 (最 上 面 的 ) 是 与 图 418 中 间 的 那个 图 相同 ， 注 意 有 可 注意 的 小 尺 
度 波动 ， 特 别 在 :=200 和 800 附近 ， 软 阅 值 估计 (中 ) 图 形 完全 制止 了 这 些 波 动 ， 
而 且 比 硬 阐 值 估计 更 光滑 ， 不 好 的 是 有 时 抑制 了 尖峰 . 特别 是 ， 人 尖峰 的 高 度 没 有 
像 在 硬 阅 值 情况 下 那样 来 忠实 地 处 理 ， 更 广泛 的 关于 软 阅 值 的 缺点 是 能 量 层 对 于 
大 系数 在 本 质 上 改变 了 . 图 419 最 底下 的 图 表明 中 阅 值 减少 了 能 量 层 的 问题 ， 而 
提供 了 足够 抑制 波动 . 直觉 上 ， 最 后 一 个 估计 比较 好 ， 

当 列 出 的 [1 一 [4] 的 算法 应 用 于 软 闭 值 时 ，Donoho and Johnstone(1994) 把 
这 个 过 程 称 为 VisuShrink， 但 是 注意 我 们 可 以 把 这 归 类 于 一 个 阅 值 法 则 ， 因 为 一 
些小 波 系 数 可 用 软 阅 值 置 为 零 . Donoho and Johnstone(1994) 的 定理 1 阐述 了 对 
VisuShrink 的 一 个 重要 更 正 ， 即 对 所 有 可 能 的 信号 D， 用 对 数 因子 的 理想 风险 


R(De ，D) 完 成 ， 这 可 能 通过 预言 告诉 我 们 哪个 W,, 的 哪些 系数 被 噪声 支配 : 


(420) 


R(D” ,D)= E{ |B — D|? }< [2log(N) +1] [oe + RCD" ,D)]. 


代替 使 用 统一 阅 值 8 二 8”， 我 们 使 用 Stein 无 偏 风 险 估计 方法 定义 阅 值 水 
平 ， 对 当前 假设 的 具有 方差 到 的 独立 同 分 布 噪声 小 波 系数 ， 我 们 能 使 用 zt 估计 


BF) RH 13 F 16 tt 42] 


| j= 2.19491 


图 421 基于 J 二 6 层 的 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 的 核磁 共振 谱 的 软 阅 值 和 Stein 无 偏 风险 估 


计 阅 值 水 平 8* 信 号 估计 ， 这 是 分 别 用 基于 单位 尺度 的 小 波 系数 (最 上 面 的 图 形 ) 和 所 
有 六 个 尺度 的 小 波 系数 的 中 位 数 绝对 偏差 尺度 估计 来 计算 的 


È, HHAH W,,, 的 实现 了 w,.,， 之 后 可 以 通过 设置 它 等 于 6 的 平方 根来 确定 6'”， 
6 使 下 面 式 子 最 小 : 


Ja N=! 


T8 = D) Dd) C2 Ban — Whe +8? ) Mpa? 0) Che) (421) 


(参见 (406a) )， 在 所 有 可 能 的 使 最 小 的 值 ( 即 TO j=l, ves J,=6, t=0, wees 
N; — DFR (405b) 44 H ARERR HY OTS?) RIIT E ESE He ROS ~ 


2.19494, jx) FANT AO SE BA KS? 6. 187 66. 由 此 得 到 的 软 阔 值 信号 估 
计 在 图 421 的 顶部 而 且 比 在 图 418 和 419 中 的 估计 有 更 多 的 噪声 ， 由 于 上 面 的 
于, ,是 所 有 小 波 系数 中 假设 的 共同 方差 的 一 个 估计 ， 我 们 能 够 构造 另 一 个 估计 ， 
它 基 于 中 位 数 绝对 偏差 中 所 有 的 系数 而 不 是 仅仅 的 单位 尺度 系数 ， 这 个 过 程 产生 
了 噪声 方差 估计 2.052 70, BABS” 主 3.198 79, 并 且 最 小 噪声 信号 估计 在 
图 421 中 的 最 下 面 给 出 . 

最 后 ， 如 10. 2 节 所 述 ， 通 过 统一 阔 值 或 Stein 的 无 偏 风 险 估计 的 阅 值 水 平 
的 一 个 改变 的 来 详细 说 明 将 用 于 两 倍 或 者 “ 漏 一 ”的 交叉 赋值 的 方法 ， 这 两 种 都 
是 用 软 阔 值 Nason(1996) 人 公式化 小 波 系数 . 对 于 两 倍 交 叉 赋 值 ， 开 始 分 开 
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X 三 [X。，…，Xw-1j 为 偶 指标 和 奇 指标 下 采样 BI 

XO = [Xo X:s Xna] 和 Xe 和 [XXXN 1". 
用 阅 值 水 平 6$， 对 两 个 下 采样 计算 J, 层 的 部 分 离散 小 波 变换 ， 应 用 软 阔 值 到 小 
波 系数 ， 然 后 对 阅 值 系数 取 逆 离 散 小 波 变换 ， 得 到 信号 估计 D'" AD’. 其 次 ， 
Sy SED? 的 元 素 D'” MDO KTR DO 的 基础 上 插值 : 


a TEN Ao Ao) 
DP + Di? DY, + Ds 
rye) Pye) e A 
Dy + D55 Di” + pi” 
nr 1 ad 1 . 
D'™ 一 > 和 D'™ 一 
Ale) : Pyle) n pi 
De, + Dž | De + BY 
= < 373 7—2 
A Ce) Ale) A R 
Ea tD Dy’, + DY’ 
L 2 z2 zol 


最 后 ， 分 别 用 D"* 和 D'™ 比较 奇 指标 下 采样 和 偶 指 标 下 采样 ， 计 算 6 的 范围 ， 

px? — p” p + |x? —D® Pp. (422) 
使 上 面 式 子 最 小 的 $ 表示 为 阔 值 水 平 8$， 因 为 这 个 层 是 建立 在 长 度 N/2 上 的 下 采 
样 。 而 时 间 序 列 X 长 度 为 N，Nason(1996) 要 求 增 长 $ 统 一 于 要 求 统一 阔 值 从 
N/2 增 长 到 N， 即 我 们 一 般 用 的 阐 值 水 平 为 


log(N) 
log( N/2)° 


为 了 应 用 “ 漏 一 ”交叉 赋值 ， 确 定 一 个 阔 值 水 平 5， 对 ISIS N—-2 重复 下 面 
的 步骤 , 

UJA X=[Xo. or, Xvi J PRE X,， 分 割 剩 下 的 时 间 序 列 为 * 左 "和 “ 右 ” 
向 量 ， 即 


$e 三 6 


X? Xo KX] 和 XP = [Xm Xn". 
[2] 分 别 反 映 XO 和 X'”"”， 扩 展 每 个 向 量 使 它 的 长 度 是 下 一 个 2 的 指数 . 分 
别 折 又 X- M Xi 获得 列 向 量 . 
XK" = [EX KX pe Oe, ne 
xo = xa 50% 5 Magen 9 Node 8"? eee Orr. mS Cea Lh 
注意 在 X 中 项 N' 的 数 是 大 于 2 的 2 的 最 小 的 指数 ， 而 X ”中 的 项 是 大 于 
2(N 一 /一 1) 的 2 的 最 小 指数 . 
[3] 对 向 量 Xe 和 Xe 运用 完全 的 离散 小 波 变换 ， 然 后 对 小 波 系数 运用 软 靖 值 ， 


对 阔 值 过 的 向 量 进行 离散 小 波 逆 变 换取 得 信号 的 估计 Z" AID 


A Fhad E tit 423 


ĝt = 0,780 29 


图 423 以 层 Jo=6 的 部 分 LAC) R R ie He AY E ESE TY BA E S Ait BE A A 
fei An P AÈ E L aR AL Ge E TB BY PEJE) A” ZE L AR GE R PC 9 FID 


[4] 形 成 XP = (DY HÂ )/2， 这 是 去 掉 X, MDO hH DY ,为 最 下 面 
A, Do? 中 的 DI" 为 最 上 面 点 而 得 到 的 估计 . 
之 后 ， 能 构造 平方 误差 的 和 式 ST (Xf 一 X,)*， 这 可 对 6 值 的 一 个 域 进行 计 


Be. Riso”? 相应 地 通过 极 小 化 式 (402) 得 到 . 

考虑 用 这 三 个 交叉 赋值 算法 之 一 选择 6 有 三 个 解释 ， 首 先 ， 当 我 们 假设 独立 
同 分 布 高 斯 噪声 e， 实 际 上 高 斯 性 并 不 是 必需 的 ， 但 是 Nason(1996) 注 意 到 这 个 
算法 不 那么 好 运行 ， 如 果 我 们 在 模型 X=Dte 中 的 。 替换 为 相关 品 声 ?7( 这 就 是 
交叉 赋值 方法 的 著名 问题 )， 第 二 ,“ 漏 一 ”交叉 赋值 扩展 数据 长 度 到 2 的 指数 ， 
Bua X ,或 X,,1 的 方法 保证 了 循环 向 量 Xe AX? 输入 到 离散 小 波 变换 . 
这 种 折 午 的 方法 在 处 理 硬 过 程 中 得 到 启发 ， 不 同 于 我 们 在 4. 11 节 中 讨论 的 ， 其 
中 我 们 鞠 成 拆伙 取样 中 值 ， 因 为 它 保持 取样 方差 的 性 质 ， 第 三 ,“ 漏 一 "交叉 赋值 
比 两 倍 交叉 赋值 有 优势 ， 因 为 前 者 可 对 任意 样本 尺寸 使 用 ， 然 而 后 者 更 易于 计 
算 ， 进 而 ， 后 者 用 一 个 简单 样本 尺寸 (N/2) 贯 通 始终 (只 是 在 最 后 产生 N 个 值 的 
时 间 序 列 ， 产 生 一 个 适合 的 项 的 一 个 适当 的 调整 ). “ 漏 一 ”交叉 赋值 涉及 了 样本 
尺寸 范围 从 2 到 至 少 2N 一 2 的 一 个 混合 ， 因 此 ， 不 清楚 得 到 的 水 平 与 样本 尺寸 


N 的 关系 . 
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作为 例子 ， 图 423 显示 了 用 软 阅 值 对 核磁 共振 谱 信 号 的 估计 ， 阅 值 水 平 有 上 
面 描述 的 两 种 交叉 赋值 方法 ， 这 两 种 估计 都 是 基于 LAG) J, = 6 层 的 部 分 离散 小 
波 变 换 ， 对 两 倍 和 * 漏 一 ”交叉 赋值 估计 水 平 是 8 =0. 780 9 和 6 =1. 238 12, 
这 些 相 应 于 展示 在 图 形 的 最 上 面 和 最 下 面 的 信号 估计 这 两 个 估计 是 非常 相似 
的 ， 但 是 没有 图 419 和 图 421 中 以 统一 阅 值 和 Stein 无 偏 风 险 估计 赔 值 水 平 的 全 
计 表 现 的 光滑 . 〈 关 于 小 波 阔 值 的 交叉 赋值 的 更 进一步 的 讨论 能 在 Jansen 等 ， 
1997, Hurvich and Tsai, 1998 中 找到 ). 
。 基于 条 件 均 值 的 小 波 收缩 

现在 ， 我 们 考虑 的 模型 为 一 C 二 es， 其 中 C 为 一 个 独立 于 e 的 统计 信和 号， 应 
HW, RIE W=SR+e, HF R 包含 统计 信号 的 离散 小 波 变换 系数 ， 假设 独 
Fe. 伴随 这 种 指定 ， 我 们 可 以 应 用 条 件 均值 收缩 下 近 . 收缩 算法 包含 下 列 
步骤 . 

[1J 计 算 六 层 部 分 离散 小 波 变换 获取 Wi oe, Wy AV, ， 对 小 波 系数 W; 的 
每 一 个 分 量 ， 我 们 有 

Wi = Ruten j=l] 一 0 一 1 


回忆 我 们 的 假设 ， 信 号 系数 R,., 有 零 均 值 ; 如 8. 2 节 所 示 ， 这 就 保证 了 小 波 系数 
提供 了 统计 信号 C 是 从 一 个 4 阶 向 后 差分 的 统计 过 程 是 平稳 的 而 来 ， 并 且 ， 我 们 
滤波 器 的 长 度 取 革 使 得 工 >2d( 注 意 没 有 理由 假设 w, 中 的 尺度 系数 有 零 均值 ， 
但 这 并 没有 关系 ， 因 为 方法 离开 Vj 不 受 影响 ). 
[2] 假 设 我 们 用 稀疏 信和 号 模型 ( 式 (411b)) 而 且 假 设 参 数 不 随 层 j 或 位 置 z 而 

变化 ， 即 

RT)NOo) 和 eu = NO), (424) 
其 中 对 OS pl, 

P[I, =1]=p 并 有 PLT. =0]=1—p. 


因此 信号 和 品 声 分 量 对 所 有 的 j 和 zt 是 同 分 布 的 ， 如 果 我 们 令 ok A ow Ft Hl DH Bi 
机 变量 R;, 和 W,,, 的 共同 方差 ， RMA h= prot Mow =ort+a. AT hit 
实现 收缩 法 则 需要 的 参数 ， 我 们 能 够 

(a) Ra, 一 Itmad) ; 

(b) 取 平方 系数 Wi，j 二 1，…J。，t 二 0，…，N,; 一 1 的 取样 均值 组 成 史 ; 
并 且 

Cot —-AA HEY p fA. Fa? = (oi — 62) /— p) fhites RB p 本 身 被 设 
为 若干 不 同 的 值 ， 并 做 出 客观 的 评价 来 看 ， 对 某 个 特殊 应 用 的 最 适用 的 一 一 在 
图 425 中 解释 ). 
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图 425 基于 J, =—6 层 的 部 分 LA(8) 小 波 变 换 和 条 件 均值 p= 二 0.9( 最 上 面 图 形 )、0. 95( 中 
间 的 ) 和 0.99( 最 下 面 ) 的 核磁 共振 谱 的 收缩 信号 估计 ， 剩 下 的 参数 ( 即 of, oy 和 
o) 的 估计 如 在 正文 中 解释 的 


[3] 给 出 实现 WW wj: 之 后 ， 我 们 应 用 式 (411lc) 来 获得 信号 系数 的 收缩 
估计 : 


wee? = ——W 544» (425) 
Itc 
其 中 对 给 定 的 户 值 ， 
b= 06 2 — PY (ae é +a) eib) C207 > 
oa +o (1 一 力 ) 0。 


[4] 估 计 C 的 实现 c， 通 过 ze AMER W, e, WEO A V IER, H 
中 Wo 有 分 量 wit, c=0, «+, Nj—1. 

我 们 必须 对 在 第 [2] 步 中 给 出 的 参数 估计 的 双 近 做 出 两 个 解释 ， 首 先 ， 估 计 
方差 的 减少 一 般 是 伴随 着 问题 的 ;例如 脓 实 际 上 能 够 是 个 负数 .第 二 ， 使 用 cos 
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为 对 于 的 一 个 估计 取决 于 7=1 层 只 含有 很 少 信号 的 假定 . 严格 地 讲 ， 这 与 
我 们 假设 的 随机 变量 R,,, 对 所 有 的 j 和 + 是 同 分 布 的 假设 是 不 一 致 的 ， 即 j==1 
层 小 波 系 数 与 其 他 的 层 有 相同 的 信号 结构 一 一 这 就 是 估计 aocwmw 应当 没 有 理由 更 
喜欢 这 些小 波 系数 而 不 是 其 他 的 关于 估计 因此 我 们 应 当 修改 ce 的 定义 使 
应 用 所 有 的 小 波 系数 ， 有 没有 这 个 修改 ，ctmd 的 稳健 性 质 使 它 成 为 m 在 相当 少 
的 信号 项 出 现时 为 一 个 好 的 估计 (如 p 接近 于 1 的 时 候 ， 例 如 0. 95 或 0.99 也 
是 这 样 的 ). 

图 425 显示 了 对 于 值 p 为 0.9，0. 95，0. 99 应 用 于 核磁 共振 谱 的 通 近 ， 对 于 
p=0.99 的 结果 与 用 统一 阅 值 的 硬 阅 值 法 结果 是 相同 的 (图 419 的 最 上 面 的 
RÆ). 

e。 基 于 贝 叶 斯 方法 小 波 收 缩 

作为 用 贝 叶 斯 逼近 的 解释 ， 我们 现在 返回 到 Vidakovic( 19983) 的 算法 ， 在 
10.4 节 ， 我 们 列 出 了 对 每 个 变换 系数 的 分 离 模型 下 的 逼近 然而， 每 个 模型 
依赖 于 三 个 参数 ， 即 变换 噪声 系数 先 验 分 布 的 超 参 数 ww、 变换 信号 系数 上 分 布 
的 两 个 参数 & 和 心 ， 如 果 这 三 个 参数 已 知 并 且 我 们 假设 ， 例 如 平方 误差 损失 ， 
我 们 可 以 构造 式 (414b) 的 贝 叶 斯 收缩 法 则 来 估计 基于 相应 的 观察 变换 系数 的 每 
个 信号 系数 ， 因 此 我 们 不 必 任 何 严 格 假设 变换 系数 的 联合 概率 密度 函数 (参见 
10.7 节 对 参数 已 经 知道 的 信号 估计 问题 ); 另 一 方面 ， 如 果 参 数 未知 ， 我 们 面 
临 对 每 个 变换 系数 估计 三 个 参数 . 为 了 简化 估计 问题 ， 我 们 必须 对 这 个 模型 加 
以 限制 . 

在 离散 小 波 变换 情况 下 ，Vidakovic(1998) 假 设 小 波 系数 W;., 都 依赖 于 三 个 
相同 参数 ， 即 v( 在 噪声 小 波 系数 方差 是 指数 先 验 分 布 的 普通 超 参 数 ) 及 9 和 “<( 对 
于 信号 小 波 系数 的 概率 密度 函数 的 普通 参数 )， 额 外 地 ， 他 假设 每 一 个 噪声 系数 
是 关于 一 个 简单 的 随机 变量 s? 是 有 条 件 的 ， 因 此 ， 条 件 加 于 这 个 随机 变量 ， 曝 声 
离散 小 波 变 换 系 数 e= W e 实际 上 是 独立 同 分 布 高 斯 的 (Chipman 等 ，1997 和 
Abramovich 等 ，1998， 从 不 同 的 角度 考虑 都 得 到 这 个 噪声 模型 )， 对 J。 层 部 分 
离散 小 波 变 换 的 每 个 分 量 ，Vidakovic M18 UA 

W; = Rju Hej 


模型 则 是 
€j.: lo: 三 N (0,ae)， AEW.: |R; = N (Ridi) 


Hpo 有 一 个 先 验 (指数 ) 分 布 ( 式 (413c))， 给 出 观察 的 小 波 系数 ， 这 个 模型 有 
三 个 未 知 参 数 (v，5，x) 和 未知 的 随机 变量 的 实现 .由 于 对 所 有 的 j 和 +:， 信 号 
和 品 声 项 是 同 分 布 的 ， 我 们 可 以 重新 让 ok, of 和 oo 分 别 表示 随机 变量 Rje e 
和 W,., 的 共同 方差 . 因此 ， 我 们 能 够 获得 下 面 的 参数 . 
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ujk 
图 427 对 于 Vidakovic(1998) 对 算法 应 用 于 核磁 共振 谱 作 为 wa RAY I REM Be Coja). 
细 的 和 粗 曲线 描绘 了 假设 自由 度 9 分 别 是 5 2.01. 点 线 标记 的 是 对 角 线 .相应 的 信 
号 估计 在 图 428 中 给 出 


OJIRE ima ( 式 (420) 估 计 a 的 实现 ， 由 于 在 这 个 实现 上 的 条 件 ， 独 立 
同 分 布 的 假设 是 适当 的 . 

[2] 对 超 参 数 v, RAMI El } 二 1/v， 因 为 有 指数 分 布 ， 因 此 Vidakovic 
建议 取 v=1/o. 

[3] 由 于 零 均值 的 随机 变量 RAO 自由 度 的 t 分 布 和 尺度 参数 x. 我 们 知道 
它们 的 共同 方差 是 


对 于 x 的 另 一 个 值 能 够 特别 取 为 


Hibs E Mik =a —O RBM, Moy 是 由 Wi. 在 j= 二 1,，…，Jo, t 王 0,…， 
N; 一 1 上 的 平均 形成 的 ; 然而， 正如 前 面 提出 的 估计 方差 的 前 减 是 成 问题 的 . 
[4]Vidakovic(1998) 发 现 置 自由 度 9 的 值 为 5 都 是 很 满意 的 . 
我 们 注意 到 ， 不 像 Vidakovic(1998), Chipman 等 (1997) 和 Abramovich 等 


(1998) 也 人 允许 超 参数 随 层 j 变化 . 
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图 428 基于 Jo=6 层 的 部 分 LA(8) 小 波 变换 和 在 式 (414b) 中 给 出 的 Vidakovic(1998) 公 式 化 
的 贝 叶 斯 法 则 B;(，)( 对 每 个 估计 的 特别 法 则 在 图 427 中 给 出 了 ) 的 核磁 共振 谱 的 收 
缩 信号 估计 ， 这 两 个 估计 的 不 同 之 处 在 于 选择 信号 概率 密度 也 数 的 自由 度 ， 剩 下 的 
两 个 参数 估计 如 在 正文 中 所 描写 的 


作为 例子 ， 让 我 们 对 核磁 共振 数据 应 用 Vidakovic 过 程 ， 再 次 使 用 J ,二 6 层 
LA(8) 部 分 离散 小 波 变换 . 为 了 估计 所 需要 的 参数 v, RMF Roma =1. 645 38, 
产生 = 二 0. 369 38; 为 了 估计 <， 我 们 计算 榴 主 14. 367 55 Alak =11. 660 29. 并 且 
置 9 二 5， 从 其 中 我 们 得 到 % 二 2. 645 03. 由 此 而 来 的 贝 叶 斯 法 则 B,(*) 可 用 
式 (414b) 的 数值 积分 来 计算 ， 并且 在 图 427 中 用 细 曲 线 绘 出 。 相 应 的 估计 信和 号 在 
图 428 的 最 上 面 . 这 里 贝 叶 斯 法 则 展示 了 少量 的 收缩 ， 所 以 信和 号 估计 和 原始 数据 
(图 (418) 最 上 面 的 图 形 ) 是 相当 类 似 的 .然而 ,我们 假设 变换 信号 概率 密度 陋 数 
fa(*") 是 具有 设置 自由 度 9=5 所 展示 的 图 形 有 更 重 的 尾巴 ， 即 我 们 允许 少量 的 信 
号 小 波 系数 为 很 大 的 这 种 可 能 性 ， 如 这 种 可 能 对 给 出 观察 核磁 共振 尖峰 的 理由 ， 
MERNE var (R) ME EE AV tok ~ 11. 660 29， 我 们 可 使 fx(*) 的 尾巴 由 3 
减 小 到 趋向 2 FE BE De EGE A ET KR HE e 
出 95% EK AERA SA). AWE o= 2.01 产生 贝 叶 斯 法 则 在 图 427 PR 
示 为 粗 曲线 ， 估 计 表 示 在 图 428 最 下 面 的 图 形 ， 信 号 估计 现在 更 多 地 保持 那些 获 
取 的 条 件 均值 估计 得 到 的 (图 425), 虽然 前 者 表现 非常 小 的 波形 而 后 者 更 不 
清楚 . 
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10. 5 节 的 评论 与 扩展 

[1j 如 第 5 章 所 述 ， 离 散 小 波 变换 的 一 个 隐藏 问题 在 于 我 们 在 哪里 “插入 ”时 
间 序 列 它 是 敏感 的 .Coifman and Donoho(1995). Lang 等 (1996) 和 Bruce 等 
(1999) 找 到 了 寻找 减轻 这 种 敏感 性 的 方法 ， 即 用 所 谓 的 “循环 旋转 ”( 我 们 在 练习 
[5. 1 中 简单 提 到 了 这 个 概念 )， 当 对 一 个 长 度 NN 为 2" 的 整数 倍 的 时 间 序 列 ， 使 用 
了 帮 层 的 部 分 离散 小 波 变 换 时 ， 基 本 的 思想 是 不 仅 对 原始 序列 羡 ， 而 且 对 应 用 所 有 
可 能 的 感 兴趣 的 循环 平移 序列 ， 即 7T"X 应 用 一 个 信号 提取 过 程 . 为 简单 化 ， 我 们 
主要 看 一 个 基于 小 波 的 阅 值 算法 应 用 到 模型 X= 二 D 十 :， 其 中 D 是 一 个 确定 性 信和 号， 
e 是 时 独立 同 分 布 高 斯 随机 变量 ， 每 一 个 方差 均 为 ww， 如 果 T"X MATT DS”, W 
我 们 可 获得 -一 个 很 少 受 到 开始 时 间 影 响 的 估计 ， 这 是 通过 平均 这 些 单个 的 估计 ， 在 
每 一 次 平移 之 后 ， 使 它 同 原始 序列 X 一 致 ， 即 “循环 旋转 ?产生 信和 号 估计 


Do = 5, TBP 

(我 们 不 需要 考虑 n 宇 2+ ， 这 样 的 平移 产生 一 个 T"X， 其 离散 小 波 变换 是 元 余 的 ， 因 
HT DL 一 To 六 on )， 在 上 面 参考 文献 里 面 列 出 的 模拟 实验 表明 在 平 
方 均值 误差 意义 下 DORF DS. 

因为 对 各 种 各 样 的 T"X， 离 散 小 波 变换 可 以 从 X 的 极 大 重 肥 离散 小 波 变换 中 
提取 (在 适当 的 再 规范 化 后 ) ,“ 循 环 旋转 ?实际 上 可 以 有 效 地 借助 于 极 大 重 释 离散 
小 波 变换 ， 如 下 (为 了 简单 ,我 们 假设 ， 在 相应 的 离散 小 波 变换 中 ,我 们 使 用 
式 (400d) 的 统一 阔 值 水 平 即 6 三 V2ci?log(N)， 而 5 已 知 )， 首 先 我 们 计算 IE 
极 大 重 公 离散 小 波 变换 来 获得 系数 向 量 W,，j 二 1，…，J。 和 VJ),. 之 后 ， 我 们 对 
W, 的 每 个 元 素 用 阐 值 法 则 之 一 ， 使 用 水 平 依赖 的 阐 值 f° 三 V[2oflogCN)]/2’( 注 
S, p 9 =9° /2 模拟 了 在 5.4 节 中 给 出 的 第 j 层 的 离散 小 波 变换 和 极 大 重 
释 离 散 小 波 变换 的 关系 ， 即 Ay =h;/2). SWE ARW, 阅 值 项 ， 我 们 可 以 用 
We, j=l, =, Jo AV, 的 极 大 重 肥 离散 小 波 逆 变 换 来 取得 D". 

两 个 注释 是 适用 的 首先， 循环 旋转 后 的 论证 ， 假 设 X 的 样本 尺寸 N 是 2 
的 整数 倍 ， 我 们 实际 上 可 以 对 任意 取样 尺度 应 用 上 面 的 过 程 ， 因 此 引出 的 对 总 体 
N 有 效 的 D" 的 定义 ， 第 二 ， 如 果 of 未知， 我们 采用 中 位 数 绝 对 偏差 尺度 估计 
而 用 极 大 重 释 离散 小 波 变换 来 做 ， 为 此 ， 我 们 定义 基于 极 大 重奏 离散 小 波 变 换 ， 
标准 离 差 的 中 位 数 绝对 偏差 估计 为 


im n 2"? median { Wo | 9 | Wi | tty |W,- | } 
E 0.6745 i 


可 以 与 上 面 的 式 (420) 比 较 ， 基 于 离散 小 波 变换 和 基于 极 大 重 香 离散 小 波 变换 的 
佑 计 的 主要 区 别 是 在 上 式 分 子 上 的 额外 的 “2'*”， 这 是 保持 在 单位 尺度 离散 小 波 


变换 和 极 大 重 和 离散 小 波 变换 系数 之 间 的 关系 ， 即 Wi 二 2 ?Wzn. 
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图 430 基于 J, =6 层 的 部 分 LA(8) 极 大 重合 离散 小 波 变换 核磁 共振 谱 的 阅 值 信号 估计 一 从 
最 上 面 到 最 下 面 一 硬 、 软 和 中 靖 值 (图 419 有 对 离散 小 波 变换 相应 的 图 形 )， 每 一 个 估 
计 用 统一 阔 值 水 平 S = /02 tmn log(N)/2 ]=6. 496 73/2)? Ft RA E R A oh 
波 变换 的 中 位 数 绝对 偏差 标准 离 差 估计 ctms == 1. 744 89 来 计算 的 


作为 例子 ， 图 430 表示 了 在 核磁 共振 谱 的 信号 基于 J =6 层 的 LA(8) 极 大 重重 
Bw) RRM. RRP AH. 每 一 个 估计 依赖 层 统 一 阔 值 6'* 三 


V2 Gm log(N)/2’ J= 6.496 73/20 ， 对 此 我 们 算出 zwo == 1.744 89. 与 图 419 
中 相应 的 基于 离散 小 波 变换 的 估计 相 比 ， 小 尺度 的 波纹 在 硬 冰 值 估计 的 上 = 
200，800 附 近 明 显 比 在 基于 极 大 重 亚 离散 小 波 变换 的 估计 稀薄 ， 其 中 峰值 在 两 个 
估计 中 是 大 体 可 比 的 .基于 极 大 重 释 离散 小 波 变 换 的 软 阔 值 和 中 阅 值 比 他 们 相应 
的 离散 小 波 变换 光滑 ， 基 于 极 大 重 秋 离散 小 波 变换 估计 中 主峰 的 高 度 是 低 于 基于 
离散 小 波 变换 的 估计， 这 可 能 是 后 者 的 一 个 优点 (在 偏方 差 中 ， 额 外 平均 隐 含 在 
基于 极 大 重合 离散 小 波 变换 的 估计 来 降低 方差 引起 的 更 大 的 偏差 ). 


图 431 基于 保持 M 个 幅 值 最 大 的 系数 在 正 交 离散 傅 里 叶 变 换 中 ( 左 列 ) 和 jn =6 层 部 分 
LA(8) 离 散 小 波 变换 ( 右 列 ) 用 硬 阔 值 方法 的 核磁 共振 谱 ( 最 上 面 的 图 形 ) 的 去 品 ，M== 
50，100，200 和 400( 分 别 为 第 二 行 到 第 五 行 ) 


[2] 用 核磁 共振 谱 X 进一步 比较 在 时 间 序 列 中 哪 种 性 质 被 正 交 离散 傅 里 叶 变 
换 和 离散 小 波 变换 很 好 的 保持 的 方法 是 很 有 益 的 . (这 将 在 10. 1 节 中 讨论 )， 在 
图 431 中 做 出 了 这 种 比较 . 第 一 行 展示 是 X 本 身 的 图 ， 下 面 的 四 行 表示 在 关中 
的 信和 号 的 估计 用 M=50，100，200 和 400 个 最 大 幅 值 的 正 交 离散 傅 里 叶 变换 系 
数 ( 左 列 ) 和 Jo = 6 层 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 系数 ( 右 列 )， 特 别 注意 到 ， 在 X 
中 上 一 500 附近 的 尖峰 ， 这 仅 用 50 个 离散 小 波 变换 系数 就 可 以 忠实 地 获取 ， 而 它 
本 质 上 是 在 M= 50 正 交 离 散 傅 里 时 变换 综合 的 时 候 丢失 的 ， 而 仍然 可 见 在 M= 
400 综合 中 明显 低估 了 .对 核磁 共振 谱 这 样 的 数据 ， 保 持 这 样 的 峰值 是 很 重要 
的 ， 并 且 离 散 小 波 变换 可 以 把 峰值 很 好 地 孤立 ， 在 几 个 系数 中 ， 而 正 交 离散 傅 里 
叶 变 换 则 把 它们 传 到 了 许多 系数 中 (一 个 时 间 域 的 尖峰 在 频 域 覆 盖 开 来 ， 反 之 亦 
然 )， 另 一 方面 ，M== 50 的 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 综 合 在 时 间 序 列 的 开始 和 结束 获 
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取 某 些 高 频 震 荡 ， 而 在 相应 的 离散 小 波 变换 综合 中 遗失 了 一 一 核磁 共振 分 析 者 们 
大 概 认为 是 震荡 噪声 的 一 部 分 而 不 是 信和 号 的 一 部 分 ， 因 此 更 喜欢 离散 小 波 变换 的 
这 一 方面 ， 我们 可 以 想像 其 他 的 时 间 序 列 ， 然 而 ， 在 高 频 震 荡 是 信和 号 很 重要 的 一 
部 分 ， 尖 峰 将 是 不 希望 出 现 的 一 对 这 样 的 序列 的 分 析 将 找到 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 
而 不 是 离散 小 波 变 换 来 提取 这 种 信号 ， 其 中 很 重要 的 信号 是 考虑 对 特别 问题 的 细 
节 ， 即 将 主宰 的 是 哪 种 变换 对 提取 特别 的 信号 最 有 用 . 离散 小 波 变换 适用 于 广泛 
类 型 的 信号 ， 但 是 在 这 节 中 我 们 用 它 来 估计 信号 的 方法 可 能 有 问题 ， 例 如 ,已 经 
列 出 来 的 (参见 Bruce 等 1994，Bruce and Gao，1996a， 对 一 个 “光滑 清除 ”的 小 
波 变换 强烈 反对 ). 


10.6 不 相关 非 高 斯 小 波 系 数 


在 10.5 节 中 ， 我 们 见 的 小 波 阅 值 或 收缩 是 在 独立 同 分 布 高 斯 噪声 e 的 假设 
之 下 ， 这 给 出 了 独立 同 分 布 的 高 斯 噪声 的 离散 小 波 变换 系数 e= Wwe. KERI 
看 到 ， 附 加 的 噪声 仍然 是 独立 同 分 布 但 是 非 高 斯 的 情况 .这 就 意味 着 ,噪声 离散 
小 波 变换 系数 。 一 般 不 是 同 分 布 的 ， 但 它们 仍然 是 不 相关 的 . 感 兴趣 的 特别 例子 
是 通过 周期 图 小 波 阅 值 谱 估 计 的 方法 . 

。 谱 估计 算法 

假设 我 们 有 一 个 时 间 序 列 可 认为 是 零 均值 的 稳定 过 程 Xos oeo Xv- WK 
现 ， 其 谱 密 度 函 数 为 Sv(*)， 取 样 间隔 为 At. 假设 N 是 2 WH. 对 序列 
{X,。，…，XXv_1}) 使 用 标准 快速 傅 里 叶 变 换算 法 .在 傅 里 叶 频 率 点 fi = R/ (NOD), 
k=0, «+, M, HP M= N/2( 参 见 式 (271a))， 我 们 能 用 式 (269a) 来 计算 

Y” (fx) = log( SY’ (fi) +7 = log (Sx (fi) + (fi). 
上 面 说 的 是 对 数 周期 化 一 -加 了 欧 拉 (Euler) 常 数 y=0. 577 21 以 后 一 一 能 写作 一 
个 信号 ( 真 对 数 谱 密度 函数 ) 加 了 一 个 零 均 值 的 噪声 ， 而 对 o< f= ff 的 
fs( 户 ))} 组 成 了 一 个 盘 近 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 集合 ， 
elfi) = log (72 + y— log(2) 
(参见 式 (270c))， 上 面 推出 只 二 varfeC) } =x? /6. 小 波 阔 值 算法 能 怎样 使 用 于 
这 个 信号 估计 问题 呢 ? 

用 小 波 阔 值 来 产生 一 个 对 稳定 过 程 的 对 数 谱 密度 函数 的 光滑 估计 的 基本 算法 
是 很 简单 的 ， 如 Moulin(1994) 或 Gao(1993，1997) 的 实现 ， 由 下 面 四 个 基本 步骤 
组 成 : 

[1] 计 算 在 健 里 叶 频 率 的 周期 图 的 对 数 ， 组 成 Ym Cf) = log (SY? Cf.) +7. 

[2] 对 {Y' o HER J 水 平 的 部 分 离散 小 波 变 换 . 

[3] 对 于 实验 的 小 波 系数 ， 使 用 阔 值 过 程 ， 产 生 阔 值 后 的 系数 集合 , 
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[4 对 二 值 后 的 实验 小 波 系 数 使 用 离散 小 波 逆 变 换 ， 产 生 对 数 谱 密度 郴 数 在 
傅 里 叶 频 率 点 的 光滑 估计 . 

下 面 让 我 们 一 步 一 步 仔 细 地 看 一 下 这 个 算法 . 

[1j] 如 果 我 们 想 要 把 对 数 谱 密 度 函 数 估 计 放 在 独立 同 分 布 附加 噪声 模型 上 ， 
则 必须 严格 用 YO (fi) 使 得 0 二 fi 二 fv 即 二 0,，…*，M 一 1( 随 机 变量 Y'*( fo) 和 
YP (fu)) 有 相关 于 logy ) 随 机 变量 的 分 布 而 不 是 log (xs ) 随 机 变量 的 分 布 ， 不 
幸 的 是 ， 这 产生 了 一 个 样本 尺寸 为 M 一 1， 而 不 是 2 的 客 ， 因 此 不 符合 通常 对 离 
散 小 波 变换 的 限制 ， 相 应 地 ， 我 们 考虑 包括 获得 Y”(f。) 的 项 ， 用 向 量 记号 


eat 6 Pe. log (Sx (fo) ) 人 e( fo) 


一 : + (433a) 


ye (fum) Llog(Sx (fma )) e( fmu-1) 


这 给 我 们 一 个 可 观察 的 向 量 ， 它 的 长 度 在 包括 了 一 个 不 规则 分 布 的 简单 项 ( 它 的 
影响 对 于 大 的 M=N/2 可 忽略 ) 为 2 的 宕 .上面 的 公式 并 不 能 完全 满足 ， 因 为 离 
散 小 波 变换 使 用 循环 滤波 .由 于 不 要 求 Sx(0) 和 Sx (fv ) 彼 此 任意 近 ， 我 们 能 够 
在 频率 接近 于 零 和 f 的 扭曲 估计 log(Sx (了)) 来 结束 .一 种 减轻 这 种 扭曲 的 自然 
的 方法 是 通过 定义 一 个 周期 为 2 fv 的 偶 周期 函数 ， 人 恢复 对 实 值 过 程 的 谱 密度 上浮 
数 ， 相 应 地 ， 让 我 们 使 用 离散 小 波 变换 对 式 (433a) 展 开 变形 ， 即 
PY? (fod 1 f log(Sx(fo)) e( fo) 
Y'” = : = : 十 : = D + e. (433b) 
YP (fim) log (Sx ( fom-i )) E( fom-1 ) 
HY” Choma) =YP (f) 对 k= 二 1，…，M 一 1 成 立 上面 是 非常 接近 于 我 们 在 
式 (433a) 左 边 需要 的 分 析 的 ， 而 使 用 式 (140) 反 射 边界 条 件 算法 (我 们 两 次 用 不 规则 的 
随机 变量 YO (fo) ALY” (js ) 而 不 是 用 Ym (fo ) 偏 离 这 个 算法 )， Moulin(1994) 做 
了 一 个 类 似 的 论证 ， 实 际 上 ， 形 成 谱 估 计 的 一 个 标准 方法 是 在 一 个 完全 周期 中 光 


滑 周 期 图 循环 (作为 例子 参见 式 (271c)). 
[2] 计 算 Y 的 一 个 J。 层 的 部 分 离散 小 波 变 换 分 解 以 得 到 向 量 Wi”，…， 


WP MV. 逐个 分 量 是 
Wir = dja Ej j m lse Jo i= 0,.. ,2M,; —l, (433c) 
其 中 M,=M/2)=N/2'*', RE (d; Al {e,.. ) SBE S D 和 噪声 e 的 第 7 层 小 


波 系数 . 
[3] 对 Wi? ，…，W? 使 用 阐 值 算法 得 到 Wi? ，…，W 吕 ， 注 意 即 使 离散 小 波 
变换 使 用 到 一 个 长 度 为 2M 的 向 量 ， 我们 必须 计算 适合 样本 尺寸 M 的 靖 值 水 平 
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-一 一 


(在 式 (433a) 中 独立 的 品 声 项 是 M 个 ， 并 且 在 Y ”中 M 个 附加 项 来 源 于 在 合理 意 
义 下 处 理 边界 条 件 ). 

AJA WP, e, WP AVP REER D ATED”. SDP BARD” H 
第 个 元 素 ， 我们 现在 能 够 通过 下 式 形成 谱 估计 : 


SEET 
e” ’ k= 0; 


SP Cf.) a (eP: + eP ), kaa Te Ml 


[epw ， k= M. 

我 们 注意 到 ， 与 典型 的 谱 密度 函数 估计 不 同 ， 阅 值 估 计 exp( Di ) 不 需要 关 
于 f= FPR. 这 就 是 我 们 选择 在 频率 f 和 fom- 平均 估计 来 组 成 在 第 L4j 步 中 
ASP? (fi) 的 原因 (这 种 对 称 性 的 源头 是 练习 [10. 8] 的 目标 ). 
© 系数 的 统计 性 质 和 阅 值 规范 | 

由 于 离散 小 波 变换 的 局 部 性 质 ， 因 为 YP (fom) SYP Cf) RP R=O, or, 
M 一 1 成 立 ， 并 且 因 为 Y”"( 户 ) 和 Ym (fu) 当 M 增 大 的 时 候 变 得 能 够 忽略 它们 的 影 
响 ， 我 们 能 够 证 明 ， 对 于 大 的 样本 尺寸 ，Y2 的 离散 小 波 变换 和 只 有 Ym (万 )，…， 
YP (Fr ) 的 离散 小 波 变换 的 统计 性 质 对 于 公式 化 阔 值 水 平 是 一 样 重 要 的 (正如 
在 下 面 见 到 的 ， 我 们 能 够 忽略 M 一 1 不 是 2 的 宕 的 复杂 性 )， 有 了 这 个 简化 途径 ， 
我 们 能 够 跟随 Moulin(1994) 来 获得 小 波 系数 {ei. 的 统计 性 质 ， 因 为 由 假设 
{e(f,)}) 是 独立 同 分 布 ， 并 且 离 散 小 波 变换 是 规范 正 交 的 ， 所 以 (e,.,}) 是 不 相关 
的 ， 但 是 ， 由 于 {e(fi)}) 与 log(x: ) 分 布 相关 而 不 是 高 斯 分 布 ，{e…} 不 是 同 分 布 
的 随机 变量 一 一 它们 的 分 布 现 在 依赖 于 j 层 小 波 滤波 器 的 效果 . 

借助 于 由 e;,, 而 来 的 独立 同 分 布 的 随机 变量 {el(f)) 的 线性 组 合 项 的 数目 ， 隧 
j 迅速 增加 (回忆 jj 层 的 小 波 滤 波 器 宽度 由 式 (96a)Lj 三 (2 一 1)(L 一 1) 十 1 给 出 ). 
因此 我 们 可 求助 于 中 心 极限 定理 来 证 明 e,,, 的 分 布 当 j 增长 时 候 收 敛 到 高 斯 分 布 . 
既然 {6,.) 是 不 相关 的 ，Moulin(1994) 指 出 ， 对 于 大 的 je deje) PIA A E 
随机 变量 ， 在 这 种 情况 下 ， 候 设 独 立 同 分 布 高 斯 小 波 系数 用 小 波 阔 值 或 收缩 是 合 
法 的 (我 们 在 10. 5 节 中 讨论 这 种 方法 )， 然 而 ， 在 小 而 适当 的 尺度 下 ，e;.: 的 分 布 
尾部 不 与 高 斯 分 布 相近 ,但 是 当 j 增加 时 ， 则 变 得 相当 接近 于 高 斯 分 布 。 对 这 些 
尺度 ，Moulin(1994) 用 鞍点 法 来 通 近 6,, 分 布 的 尾部 特征 ， 从 而 计算 适当 的 阅 值 
(对 这 种 方法 的 背景 ， 参 见 Lugannani and Rice, 1980; Daniels, 1987; Reid， 
1988; 和 Davison and Hinkley, 1997). 

Hap BABA AES © Moulin( 1994) 3 tH FEX AA AE. EE — PAD R 
数 考虑 零 假设 Ho: d,,, 二 0 而 不 是 相应 的 Hi: dj), 40. PEPE. Wi aie 
项 e,, 有 相同 的 分 布 一 一 由 于 它 是 用 log (x: ) 分 布 滤波 一 个 随机 变量 得 来 一 一 对 
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小 而 适当 尺度 将 是 反对 称 的 .我 们 不 能 在 一 个 明显 水 平 a， 当 W FAT a 
EK Ole, Os | 时， 拒绝 零 假设 ， 其 中 of, A 8 由 分 别 是 下 阔 值 和 上 益 值 使 得 


Plen <a] 和 下 os] =F: 


因此 ， 当 Ho 是 真 的 时 ， 
Pla, < W <a | = Play, < en <0 |] = 1-4 (435) 

由 于 对 每 一 个 了 用 了 不 同 的 小 波 滤波 器 , A. ER A Fe Km F 
W;” .这 个 假设 验证 等 价 于 对 小 波 系 数 用 下 面 的 阅 值 法 则 : 

o ah Wi <$ 

wr? -1 

Wi, 其 他 . 
a 的 值 可 选择 需要 一 个 错误 警告 概率 Pr 取 一 个 特别 小 的 值 ， 其 中 ， 由 定义 Pr 至 
少 是 一 个 噪声 小 波 系 数落 在 接受 区 域外 的 概率 . 因此 
Pr = PLU Ce > 84 或 eu < j= 1-PL (6 Ej. eae 


(e ERX, (AE WOR BR 11 LH ET Ab BE Hh eA BGG Ta. EE 
变 成 了 


Pr 一 1 一 由 PE da Sen S84 I= 1— ao. 


在 简化 的 情况 下 ， 我 们 对 Ym (fi)，…，Y'™ (pw ) 取 接近 于 完全 的 离散 小 波 变 
换 ( 即 在 部 分 离散 小 波 变换 中 有 相当 少 的 尺度 系数 )，J, 层 变换 大 约 有 M 个 小 波 
系数 ， 逼 近 上 面 乘 积 给 出 项 的 数目 .因此 我 们 就 获得 一 个 想 要 的 错误 警告 概率 
( 即 P-=0.1), # 
vM Pe 

一 1 一 (1 一 了 rr) ”之 M?’ 
其 中 当 P* 取 很 小 的 时 候 ， 使 用 逼近 (基于 log(1 一 xz) 之 一 x 对 很 小 的 x 成 立 ) 是 很 
方便 的 . 
© 例子 

让 我 们 对 Gao(1993，1997)，Moulin(1994) 用 的 三 个 高 斯 稳定 过 程 使 用 周期 
图 算法 做 例子 . 

[1] 回 忆 ， 由 定义 ,一 个 p 阶 自 回 归 过 程 (AR(p)) 满 足 式 (268e).。 Gao(1993， 
1997) 考 虑 了 ARCOT, JERE un ER 272 中 给 出 ， 相 应 的 谱 密度 函数 由 
(268 人 给 出 ,而 of = 二 1， 且 At=1， 它 表示 为 在 图 438( 还 在 图 273) 最 上 面 的 细 曲 
线 ， 我 们 能 够 用 在 7.9 节 中 描述 的 方法 形成 这 个 过 程 的 部 分 XD, os Xv ÉI 
实现 . 
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表 436 


— O's 7. 825 7.031 6. 228 5. 750 5. 460 5. 287 5. 182 5. 118 


õe | 5.556 5.601 5.142 4.976 4.913 4.901 4.910 4. 925 


注 ; FAMER Sn Aag J51, vee 8, EEF Be AY BUA A E ABLE FAD 1.A(8) 离 散 小 波 
变换 。 这 里 我 们 用 a=Pr/M, Pr=0.1, M=1024 的 近似 ， 为 了 方便 ， 我 们 列表 把 一 5, HH 


6;'s .注意 随 着 j 的 增加 ， 下 阅 值 和 上 阅 值 在 幅 值 上 变 得 相近 了 ， 如 希望 的 属于 收敛 到 高 斯 性 . 


ie 
[2]Moulin(1994) 定 义 一 个 AR(2) 过 程 ， 具 体 化 为 
X, = 内 X: + rX, +F e,» (436a) 


其 中 p =0. 97V2 和 $= 0.97, (e ERA RER AA E y HAR 
声 . 对 于 这 个 过 程 的 谱 密度 函数 能 够 通过 式 (268f) 计 算 ， 而 且 在 图 438 的 中 间 的 
细 曲 线 显 示 . 再 次 ， 我 们 能 够 产生 在 7. 9 节 中 描述 的 实现 方法 ， 

[3]Moujlin(1994) 也 定义 了 “典型 的 移动 无 线 电 通信 ”(MRC) 谱 密度 函数 ， 它 
是 由 两 个 带 限 ， 豪 减 的 ， 移 动 无 线 电 信号 ， 一 个 背景 白 噪声 ， 一 个 窄带 有 高 斯 形状 
干扰 的 谱 密度 函数 的 琶 加 ， 总 的 来 说 ， 谱 密度 函数 是 ， 对 于 0 所 FE1/2， 


—6 2 1/2 
sp =10 to. easta 4 [1 (EY ] toa 
0 


= 2 ~ 172 
a [1 — (G*) | lp -as fate S)» 


而 有 fo=0.3, By=0. 1#, WF f 二 0，Sx(f)= 二 Sx (一 f))， 这 个 谱 密度 
函数 是 在 图 438 最 底下 的 细 曲 线 . 这 里， 我 们 可 以 用 在 7. 8 节 中 描述 的 从 已 知 谱 
的 高 斯 过 程 中 的 方法 来 模拟 . 

对 这 些 模型 中 的 每 一 个 ， 我 们 产生 一 千 个 模拟 时 间 序 列 ， 长 度 六 三 2 048( 因 
此 M=1024) 并 且 ， 对 于 每 个 序列 形成 周期 图 由 Pr=0.1， 我 们 置 a 二 P/M 二 
9.7656X10-:， 然 后 发 现 ， 通 过 鞍点 法 ， 下 阔 值 和 上 阔 值 为 5 和 53， 了 一 
1，…,8， 用 LA(8) 离 散 小 波 变换 ( 阅 值 在 表 436 中 列 出 )， 用 这 些 与 软 阔 值 相关 
联 的 阔 值 ， 然 后 我 们 基于 Jo—5, 6, 8 层 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 计算 S 吧 (+) 
(因此 设置 J, 的 原因 在 于 ， 分 别 用 64、32 和 8 的 尺度 系数 用 阅 值 后 左边 不 受 影 
响 )， 我 们 判断 通过 计算 每 一 个 谱 密度 函数 估计 的 根 均 方差 (RMSE) 来 判断 它 的 
质量 ， 即 


1/2 
Frese? L10logio (SY? (fa) )— 10log (Sx fs) ) | (436b) 
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(注意 到 这 有 分 贝 单位 )， 对 于 每 一 J,。 层 ， 我们 在 这 一 千 个 模拟 序列 计算 平均 根 
均 方差 (这 些 在 图 446 下 面 用 星 号 给 出 )， 另 外 ， 对 产生 最 小 根 均 方 差 的 水 平 我 们 
已 经 绘 出 (图 438 中 的 粗 曲 线 ) 谱 密度 函数 估计 一 从 这 一 千 个 这 样 的 估计 中 一 它们 
的 根 均 方 差 最 接近 平均 根 均 方差 (对 AR(24) ，AR(2) 和 移动 无 线 电 通 信和 模型 分 别 
选择 层 为 J, 二 5，8 和 5). 

现在 我 们 评论 图 438 中 的 三 个 模型 的 谱 估 计 . 

[1JAR(24) 过 程 的 谱 密 度 函 数 有 一 个 动态 的 范围 接近 90dB( 由 定义 ， 这 个 范 
围 是 最 大 和 最 小 的 谱 密度 函数 值 的 比例 ).， 尽管 Gao(1997) 在 他 的 对 数 周 期 图 的 
小 波 靖 值 中 研究 用 了 这 个 过 程 ， 实 际 上 ， 这 个 周期 图 是 有 很 坏 的 偏差 ， 这 是 由 于 
对 样本 尺寸 N<2 048 和 f0. 4 的 漏 泄 ( 参 见 图 273 或 Gao，1997 的 图 1). 这 种 
漏 泄 在 谱 密度 函数 估计 的 高 频 上 已 显 出 来 ， 在 图 438 最 上 面 展 示 . 另外 ， 对 于 
一 0.4， 估 计 表 示 错 了 几 个 峰值 ， 特 别 地 ， 低 估 了 主峰 值 大 约 8dB 在 接近 于 f= 
0. 1 处 ， 由 于 这 几 点 漏 泄 ， 其 中 的 平均 根 均 方差 比 其 他 两 个 模型 大 很 多 一 一 参见 
图 446 的 星 型 图 形 . 

[2] 图 438 中 间 的 图 表示 对 于 AR(2) 过 程 的 典型 估计 ， 这 个 过 程 的 谱 密 度 跑 数 
E AR(24) 过 程 有 更 简单 的 结构 ， 得 到 的 谱 密 度 函 数 估 计 总 体 上 是 相当 好 的 (只 有 在 
主峰 和 高 频 有 轻微 的 扭曲 ). 

[3] 最 底下 的 图 形 表示 对 移动 无 线 电 通信 过 程 的 典型 估计 ， 真正 的 谱 密度 天 
数 比 自 回归 过 程 谱 密度 函数 有 更 灵敏 的 特性 ， 但 是 它 也 有 一 个 更 小 的 波动 范围 . 
估计 没有 AR(2) 模 型 光滑 ， 但 是 更 易于 接受 ， 但 是 在 f=0.2 之 前 快速 上 升 
30dB， 而 且 有 明显 的 扭曲 . 

。 谱 估计 方法 评论 

用 对 数 周期 图 作为 对 数 谱 密 度 函 数 估计 的 开始 点 有 三 个 主要 的 缺点 . 

[1] 首 先 ，Y'” 中 “噪声 "是 log (x: ) 分 布 的 ， 所 以 有 明显 不 同 于 高 斯 分 布 的 尾 
巴 ， 因 此 我 们 不 能 对 所 有 层 的 小 波 系数 用 简单 的 基于 高 斯 的 阅 值 . Moulin(1994) 
用 的 阔 值 水 平 是 样本 尺寸 ， 层 (尺度 ) 和 小 波 依赖 一 一 没有 可 提供 的 软件 一 一 需要 
一 些 努力 来 计算 ， 

[2] 其 次 ， 不 考虑 小 波 阔 值 ， 周 期 图 可 给 出 非常 差 的 谱 密度 函数 估计 ， 无 论 
何 时 真 的 谱 密度 函数 有 一 个 大 的 波动 范围 或 是 快速 变化 (甚至 样本 尺寸 可 能 认为 
是 大 的 )， 这 种 缺乏 性 产生 于 周期 图 不 能 对 边 漏 泄 产生 很 好 的 防范 效果 . 这 点 在 
Percival and Walden(1993, 6.3 节 ) 中 详细 讨论 . 

[3] 为 了 保持 周期 化 不 相关 的 性 质 ， 我 们 必须 在 其 傅 里 叶 频率 处 取样 ， 这 要 
求 在 时 间 序 列 中 观察 数目 的 必须 是 2 AE. 如 果 这 种 假设 没有 满足 ， 一 个 简单 
的 一 一 但 不 提倡 的 一 一 改变 是 取 一 个 网 格 频 率 粗 于 全 里 叶 频 率 的 周期 图 ， 这 对 于 
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AR(24) 


图 438 对 AR(24), AR(2D MB BAA Bid fa ot ES TA a) Rit i OE Ot RD A 
HIE 8 is BE om Ch HH RD) CE TS EX) 


AR Tf SE AE BY a) PP E EIRA I GG EB EGE aS. Ae 
部 分 平均 ”方法 一 一 例如 ， 见 Percival and Walden, 1993, 6.17 #5). 
在 10.7 节 中 我 们 给 出 了 基于 多 锥 的 谱 密 度 晴 数 估计 围绕 这 三 个 实际 缺点 的 


另 一 个 算法 . 
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10. 6 节 的 评论 与 扩展 
[1JGao(1993，1997) 发 展 了 对 阔 值 对 数 周期 图 算法 的 一 个 稍微 复杂 的 逼近 . 
他 产生 了 一 个 简单 的 靖 值 水 平 8.w 使 得 当 Moo 时 ( 即 Noo 时 )， 
Pr = PLU (el> 6.0) |+0. 
另 一 个 形式 可 写 为 
Pr = PLU (maxle.|> ðm) J> 0. 


A, 8 > — 4S FS) i RB BA 6,.w 的 概率 ， 随 样本 尺寸 的 增加 而 趋 于 零 . 
辣 值 定义 为 
6'% = max {a;log(M) ,xvTlog(M)/3]), 

其 中 系数 {a } 由 Gao(1993，1997) 对 7 二 1，…，10 列表 为 

(ay sao} = {1. 29,1. 09,0. 92,0. 77,0. 65,0. 54,0. 46,0. 39,0. 32,0. 27}. 
这 对 于 普通 用 的 紧 支 撑 的 规范 正 交 小 波 设计 是 有 效 的 . 现在 6,” =a,log(M), 4 
a) >x//[3log(M) Jat. Pian, MS M 二 512， 这 个 条 件 变 为 a; 宇 0.73， 对 于 这 个 
样本 尺寸 的 阅 值 在 四 个 更 小 的 尺度 处 取 名 ”二 ajlog(M) 的 形式 ， 然 后 在 粗 尺度 j 
三 5 处 为 8% 二 xVlog(M)/3. 这 对 于 阅 值 无 疑 是 个 简单 的 通 近 ， 但 无 论 如 何 仍 
用 对 数 周期 图 作为 基本 的 谱 密度 函数 估 ， 因 为 它 实 质 上 是 不 能 抑制 边缘 漏 汇 的 . 

[2] 在 10. 2 节 ， 我 们 注意 到 渐进 的 论证 是 用 来 证 明 ， 例 如 ， 在 我 们 收集 更 多 
的 数据 时 ， 统 一 阔 值 要 求 取样 在 确定 的 区 间 上 的 信号 更 精细 些 . 对 于 ， 这 里 考虑 
的 (还 有 在 下 部 分 ) 谱 估计 问题 取样 算法 实际 上 是 非常 自然 的 .我们 把 对 数 谱 作为 

一 个 信号 ， 因 此 能 观察 确定 频率 区 间 [0，f ]. 随 着 时 间 序 列 的 样本 尺寸 NN 的 
增加 ， 我 们 可 通过 在 网 格 频率 跨度 为 Af 三 1/(NAt) 上 的 对 数 周期 图 取样 我 们 的 
信和 号， 对 数 周 期 图 取样 区 间 Af 当 N 一 ce 的 降低 到 零 . 所 以 我 们 对 信号 的 取样 变 
得 越 来 越 细 ， 如 对 于 渐 近 说 明 中 需要 的 . 

[3] 为 了 公式 化 本 节 的 理论 ， 我 们 假设 E{X,} 二 0. 在 实际 使 用 中 ， 我 们 不 
知道 {X, ) 的 一 个 先 验 均值 .通常 的 步骤 是 ， 使 用 Xe ，…，Xw-i 的 取样 均值 X 
来 估计 未 知 的 过 程 均值 ， 之后， 我 们 能 够 用 X, 一 X 代替 X, 来 计算 周期 图 ， 给 巴 
ÊV Cf.) =0, FAIL Y” ( 态 )= 一 cc。 为 了 克服 这 些 困 难 ， 我 们 重新 定义 式 (433b) 的 
YP, ECER 

Ye 让) YD fads YP fa) YP Cf) ore YP fa) Y” Cfi), 
为 了 保持 在 式 (140) 中 的 反射 边界 条 件 ， 注 意 因 为 Ym Soma) SYP OHF 
k=1, =, M-11 成 立 ， 上 面 等 价 于 从 Y'” 中 除去 Y™ (fo), RR Y” (ju ) 来 
获得 直到 2 的 寡 的 向 量 大 小 ， 
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10. 7 相关 高 斯 小 波 系 数 


在 10. 6 节 我 们 介绍 了 通过 周期 图 小 波 益 值 的 谱 估 计 . 由 于 品 声 小 波 系 数 
(6.:} 是 不 相关 的 ， 所 以 不 是 同 分 布 的 ， 导 致 了 更 复杂 的 阔 值 法 则 ， KAY, RAN 
研究 噪声 小 波 系数 {xn.,) 是 相关 的 ， 却 允 近 于 高 斯 分 布 的 情形 ， 这 里 感 兴趣 的 应 
用 涉及 谱 估 计 , 但 这 次 通过 多 锥 小 波 阅 值 谱 估 计 而 利用 K 个 正弦 锥 
fanis t=0, =, N—1}, n=0, =, K-I 7.5 节 式 (274a)). 

。 谱 估计 算法 概要 

如 在 10. 6 节 中 ， 令 X。，…，Xw-! 是 一 个 零 均 值 的 平稳 过 程 的 一 部 分 ， 有 谱 
密度 函数 Sx(*) 和 取样 间隔 At. S M= ”是 一 个 大 于 或 等 于 样本 尺寸 N 的 2 
的 寡 ， 我 们 通过 “填塞 零 " 将 锥 的 时 间 序 列 {fa..X,，:=0，…，N 一 1)} 扩 展 到 长 度 
为 2M， 产 生 天 个 序列 

(ano Xor rann- Xn O40}, 2 = Ose K= 1, 
2M 一 N 个 0 
对 这 些 序列 应 用 标准 快速 傅 里 叶 变换 算法 ， 在 M= 频率 f= k/(2MAt), k= 
1，…，M 一 1 能 够 容易 计算 对 数 多 锥 谱 密度 函数 坐标 : 
Y (fi) = log(S¥? (f) )— yg(K)+ log(K)= log(Sx (fi))+ (fi), 


其 中 y(*) 是 一 个 7 函数 ， 上面 说 到 ， 对 数 多 锥 估计 (加 已 知 常数 ) 能 够 写 为 一 个 
信和 号 ( 真 对 数 谱 ) 加 噪声 ， 其 中 一 假设 我 们 用 适当 数目 的 锥 (天 之 5) 一 噪声 是 近似 
高 斯 的 ， 而 有 零 均值 和 已 知 方差 so==y (KD)( 参 见 7.5 节 ， 如 以 前 的 ,，y(*) 是 厂 
函数 )， 由 于 没有 必要 估计 在 健 里 叶 频 率 &/(NAz) 的 谱 ， 观 察 的 数目 就 不 必 是 2 
HA. 注意 其 中 用 零 填 塞 是 很 有 理由 的 ， 因 为 我 们 假设 我 们 的 过 程 {X, AF 


均值 . 
我 们 能 够 用 向 量 记 号 表述 这 些 结果 为 
Y™ (f,) log (Sx (fo)) n( fo) 
= : +| : |=D+n (440) 
yt log (Sx (fm-i)) n( m1) 


(参见 式 (433a))， 如 对 于 对 数 周期 图 ， 这 可 熟练 地 扩展 到 式 (276) 的 模型 ， 包 括 
f=f=0 这 种 情况 ， 虽 然 这 不 严格 正确 ; 再 次 ， 这 一 个 附加 项 的 影响 对 大 的 N 
可 忽略 . 对 上 述 应 用 完全 离散 小 波 变换 给 出 

Wir = dj 十 Ww 和 Jo = djy, 二 njti,o 
Mt j=l, +, J 和 :二 0，…，M; 一 1 成立， 其 中 Vy" 是 信号 和 上 噪声 分 量 dj+1.。 和 
ny+1w 的 单个 尺度 系数 ， 且 Mi 王 M/ 2 . 
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。 系 数 和 国 值 统 计 性 质 的 说 明 
我 们 把 作为 一 个 多 元 的 高 斯 向 量 模型 ， 具 有 零 均值 ， 协 方差 矩阵 为 


Fo) = Sa) SE EY e od 
Sfi) tee s, (fY 2) sy ( f¥-1) SC fY) h 5,(f2) 
| 

wE a e aE a E e Cfa Cla) 
S Cfa) nes SC ) Sa (F¥-1) spifia) ae” 5, ( fo) 


而 *,(.A) 是 在 式 (277) 中 定义 ， 这 个 循环 的 协 方差 矩阵 是 对 称 半 正定 的 . 它 的 分 
BSE 7.5 节 的 讨论 的 yf 了) 一 致 ，y《(fi) 使 fi 从 0 与 f\ 充 分 远 ; 对 于 其 他 频率 
(在 数目 是 相当 小 的 , BAN 的 增加 重要 性 降低 )， 它 提供 了 一 种 下 面 很 好 运用 的 
方便 的 数学 结构 .矩阵 工 能 够 被 认为 是 对 7 协 方差 结构 的 一 种 更 自然 的 假设 的 通 
近 ， 即 对 称 的 Toeplitz 协 方差 矩阵 5,。 其 第 一 行 由 s, (fi) (k= 二 0，…，M 一 1) 给 
出 (一 个 Toeplitz 矩阵 定义 为 ， 其 分 量 Imn =5,(fi~m ) 即 沿 着 一 个 对 角 是 一 个 单 
个 值 ， 因 此 ， 第 一 行 决 定 了 整个 矩阵 )， 因 为 式 (277)， 和 矩阵 5, 几乎 是 一 个 带 状 
的 Toeplitz iM: EA 2k 十 1 个 非 零 对 角 线 ， BA K(K 十 1)/2 个 非 零 “ 带 外 ”分 
量 在 右上 角 和 左下 角 . 这些 相对 少 的 “ 带 外 ”元 素 用 来 区 分 3, AT). 
因为 在 式 (441a) 中 的 协 方差 矩阵 3, 是 循环 的 ， 我 们 可 引起 在 时 间 序 列 分 析 中 
的 著名 结果 (参见 Fuller，1996，p. 151) 写 3= 和 FaD 大 ， 其 中 大 是 一 个 MXM 
阶 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 矩 阵 ( 参 见 3.4 节 );“H? 代 表 埃 尔 米 特 转 置 ; D 是 对 角 元 
HiS: 有一 0，…，M 一 1}) 的 对 角 和 矩阵 ， 它 是 5, 的 第 一 行 的 离散 仁 里 叶 变 换 。 下 
面 的 结果 给 我 们 一 个 容易 计算 方差 ,, 的 简单 方法 . 
练习 [441] Xt M=2), 今 n 王 Wy 是 高 斯 平稳 随机 过 程 的 离散 小 波 变换 系 
数 ， 其 协 方差 矩阵 为 在 式 (441a) 中 给 出 的 MXM RE, FAS ns 1 二 0，…， 
M,—1) 5 j 层 有 关 的 nn 个 元 素 (M; 三 M/2')， 采取 基于 宽度 为 L<M 的 小 波 滤波 
器 离散 小 波 变换 ， 证 明 
var {nj} = L's, H, (=) 
Ep, HB BH, C+) ES j 层 小 波 滤波 器 {h,,) 的 平方 增益 函数 (特别 注意 ， 
var {nm.,) 依 赖 于 j 而 不 依赖 于 12). 
式 (441b) 能 够 容易 地 计算 ， 对 层 依 赖 的 方差 给 出 我 们 知道 的 值 . 
这 个 方差 是 怎样 随 层 j 的 变化 而 变化 的 ? 对 于 M=2 =N/2 而 且 在 温和 条 件 
K<M/2 下 的 特别 的 哈 尔 离散 小 波 变换 ， 可 表示 为 
of op odin (441c) 
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其 中 cj 是 噪声 尺度 系数 nai HWE GEE Walden Æ$, 1998). (441b) 
能 够 用 于 数值 上 说 明 上 面 的 结论 对 基于 其 他 的 Daubechies 小 波 的 离散 小 波 变换 
仍然 适用 (参见 练习 [10. 9]). 
关于 噪声 小 波 系 数 方 差 的 最 后 问题 的 回答 是 ， 它 们 与 oo =y (K ) 怎 样 相 关 . 
由 于 W 是 一 个 正 交 变 换 ，tr{3,}) = 二 tr{iW 5, W}=tr{d,}, EP trl + | a 
阵 的 迹 ( 即 对 角 分 量 的 和 )，53, 的 对 角 由 共同 的 元 素 s, o) =i Am, E 
tr{2,) 王 Moy 二 2'o;， 从 式 (441b) 中 我 们 知道 W 5, W 的 对 角 具 有 形式 
PARRET ii MERLET, yt 107 oF rele 
SS een 
Ma Ma 
因此 
J 2 
a A dj 
+2 


j=l 


与 式 (441c) 结 合 ， 表 明 
of <o < Ij. (442) 

计算 表明 ， 在 哈 尔 离散 小 波 变换 和 M= N/2 这 种 特别 的 情况 下 ， 实 际 上 当天 = 
5, 9B, <<; 当 K=10 时 , o~; 当天 =11，…，41( 这 包含 了 天 在 
实用 中 所 有 可 能 的 锥 的 数目 ) 时 ，of <0 <o. 

为 了 确定 a 随 着 7 的 增加 而 增加 ， 更 重要 的 是 ， 为 了 证 实 由 式 (277)，(440) 
和 (441a) 定 义 的 随机 模型 是 正确 的 ， 我 们 采取 了 一 个 模拟 学 习 ， 在 模拟 学 习 中 下 
面 的 步骤 重复 了 一 千 次 . 

[1] 从 具体 的 高 斯 平稳 过 程 中 产生 取样 Xos eo Xv, KP N=2 048, 
M=N/2. 

[2] 使 用 天 =10 的 正弦 曲线 锥 计算 多 锥 估计 . 

[3] 基 于 长 度 工 =2，4，8 和 16 的 小 波 滤波 器 式 (440? 中 的 了 的 离散 小 波 变换 
HA, 产生 小 波 系数 {n,.,}. 


[4] 最 后 ,在 j 一 1，2，3 和 4 层 ， 小 波 系数 {..} 的 标准 离 差 由 9 三 到 > e 


的 平方 根来 估计 . 
使 用 了 两 个 不 同 的 过 程 ， 白 噪声 过 程 和 AR(2) 过 程 在 式 (436a) 中 定义 ， 但 提 


供 的 结果 在 本 质 上 是 相同 的 ， 因 此 这 里 我 们 只 通报 了 AR(2) 的 情况 ， 图 443 中 的 
盒 图 绘 出 了 每 个 小 波 滤波 器 每 一 层 一 千 个 标准 离 差 . 盒 图 中 是 这 样 定义 的 : 细 水 
平 线 在 数据 的 中 位 数 通 过 盒子 ， 盒 子 的 上 底 和 下 底 是 在 上 盒 下 的 四 分 位 数 ， 由 售 
子 延 伸 出 来 的 垂直 线 是 为 了 指出 在 数据 的 标准 离 差 内 盒 的 垂直 线 延 长 超过 了 每 个 
盒子 ， 定 义 为 里 面 范 围 的 1. 5 倍 ， 估计 zi 的 方差 随 层 数 7 的 增加 而 增加 .延伸 到 
每 个 盒子 外 面 的 粗 的 垂直 线 表 明 o; 的 值 是 从 式 (441b) 中 产生 的 .“ 标 称 的 ”的 标准 


离 差 o, 二 Vy (K) =Vy (10) £0. 32 被 记 为 旋转 于 每 个 图 形 宽度 的 细 线 . 当 我 们 用 
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LA(16) 


0.6 


0.4 


0.2 


0.0 


图 443 ”用 不 同 的 小 波 滤波 器 对 N 一 2 048 M K=10 从 AR(2) 过 程 中 产生 的 小 波 系数 ny. 
j 二 1，2，3，4 层 的 估计 标准 离 差 9, 的 盒 图 ， 从 盒 中 延伸 出 来 的 水 平实 线 表 明 从 式 
(441b) 中 产生 的 值 o,， 在 每 个 图 中 * 标 称 ” 的 标准 离 差 o, =y p (10) 二 0. 32 被 标识 为 
穿 过 盒子 的 水 平实 线 


D(4). LA(8) a # LA(16) 小 波 滤波 器 时 ， 这 对 1、2、3 层 超过 了 取样 o 的 均 
值 ， 对 蛤 尔 小 波 滤波 器 ， 标 称 的 标准 离 差 对 1、 2 层 差 超过 了 6 的 取样 均值 . 
因此 ,图 443 解释 了 式 (441c) 和 导致 对 式 (277)、 (440) 和 (441a) 通 近 的 


信任 . 
现在 ， 让 我 们 重新 将 注意 力 转 移 到 阅 值 小 波 系数 {W;,"}。 对 所 有 变换 层 j， 


假设 我 们 选择 阅 值 层 为 确定 的 ， 相 应 于 统一 阅 值 
ô” =y L207log(M) ]. (443) 
从 图 443 Als (442) PRIL, HÆ HEH RET i ER A ROBE IK j) 
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“ 品 声 尖峰 ”而 保持 信号 的 粗 尺 度 系数 (高 于 J) 不 减弱 (注意 图 443 中 的 例子 ， 我 们 
A oo j=l, 2, 3Ma>o,). 我 们 称 这 个 方法 为 层 独 立 ( 统 一 ) 阅 值 ， 注 意 


0, =" (K) 是 已 知 的 ， 仅 依赖 于 我 们 选择 的 锥 数 K 的 数目 . 
一 个 替代 的 方法 是 让 阅 值 随 变换 层 而 改变 ， 而 对 每 一 层 仍 用 统一 阅 值 公式 : 
0” =,/[207log(M) ]. (444a) 
RRE ZB — te A G —) BUA. Johnstone and Silverman(1997) 4 iH T ix FE AY A 
的 例子 ， 但 是 他 们 不 得 不 由 观察 小 波 系数 估计 每 一 个 变换 层 的 曲 声 小 波 系数 的 标 
准 离 差 (参见 本 节 的 评论 与 扩展 )， 我 们 已 经 处 于 有 力 的 位 置 ， 从 式 (441b) 中 确 
E o. 
最 后 ， 为 了 得 到 一 个 实际 的 过 程 ， 考 虑 到 离散 小 波 变换 内 在 的 循环 假设 ， 我 
们 如 上 节 讨 论 的 ， 取 式 (440) 展 开 形 式 的 离散 小 波 变换 ， 即 
yee CF.) log(Sx (fo )) | n( fo) 
Y™ = : = a a 三 D+ 
Y ( fama) log (Sx (fami )) atai 
(444b) 


(参见 式 (433b) )， 
。 全 谱 估 计算 法 
现在 我 们 可 以 十 分 详细 地 说 明 谱 估计 算法 ， 即 
(1X... Xv 时 间 序 列 为 一 个 零 均 值 平稳 过 程 的 一 部 分 的 实现 ; 
[2]K， 锥 的 数目 ; 
[3]M，2 的 寡 满 足 2M=2’' SN; 
(4]Jo, MHI SJ WE; 
(5 pA Ba ADT A CPA a. ED. 


我 们 用 下 面 的 方式 构造 谱 估计 Sy"? . 

[1] 我 们 从 计算 多 锥 估计 的 对 数 算法 开始 ， 对 每 一 个 正弦 锥 (a... n=O, or, 
K 一 1]， 如 在 式 (274a) 中 定义 的 ， 我 们 形成 锥 序列 ce Xe，…，avwx-!Xx=i， 附 加 
2M 一 N 个 零 到 这 个 序列 ， 并 且 用 一 个 2 的 寡 的 标准 快速 傅 里 时 算法 形成 特征 谱 


Sg Cf.) = At) Da Xe |, k=0,.%,2M—1, 
t=0 


其 中 f,=k/(2MAN MB an X =0, tN. X KARERE RA 7.5 节 中 的 
Soe HIT SS Cf). RR, RIER Y Cf.) Slog SE (fi) — yK )+log(K) 
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并 且 将 这 些 2M 个 值 放 在 列 向 量 Y" 中 ， 如 每 个 式 (444b). 

[2j] 下 面 ， 我 们 使 用 部 分 离散 小 波 变换 到 JZ. 我 们 获得 部 分 离散 小 波 变换 
系数 WI"? ，…，W)"”” 和 VV" ”， 逐 个 小 波 系数 分 量 能 够 写成 

Wm = dtn j= leso t= 0,..,M,,—1. 

E V HH M, 个 尺度 系数 完全 没有 管 . 

CIJE MIAE WI, ee, WO RREI E WO, ees WP, Aid 

(a) 对 所 有 的 7 二 1，…，J。 层 应 用 由 式 (443) 的 层 独立 的 阅 值 得 到 小 波 系 数 ， 
或 者 

(DAA j=l, e, Jo 层 用 式 (444a) 层 依赖 阔 值 

[4] 我 们 用 逆 变 换 Wi ，…，W? 和 Vr" 得 到 式 (444b) 的 经 由 D" 的 DD 的 估计 


xt. FDO RAD” 的 第 上 个 分 量 ， 注 意 exp(Di2 ) 给 出 Sx (fi) 的 一 个 估计 ， 现 在 
我 们 可 以 基于 下 面 的 阅 值 的 多 锥 形成 谱 估 计 : 


ep ? k= 0; 
Se ( f,) = 5 cet 4 Pier), k=1,°,M—1; 


eDM ， k = M. 

如 果 {X, } 不 能 假定 有 零 均值 (实际 应 用 中 通常 的 情况 )， 我 们 在 步骤 L1j] 中 用 
X,—-X #MX,, HEX 为 样本 均值 (如 上 节 的 评论 与 扩展 的 第 L3j] 条 中 ， 以 这 个 
方法 重新 定 X, 的 中 心 使 得 周期 图 在 零 频 率 等 于 零 的 效果 . 相反 ， 一 个 多 锥 估计 
通常 不 易 影 响 ， 因 此 我 们 可 不 调整 Y'™ ). 

e 例子 

让 我 们 对 同样 的 AR(24) 、AR(2) 和 移动 无 线 电 通信 模型 应 用 层 独 立 和 层 依 
赖 阔 值 算法 ， 以 用 于 研究 基于 周期 图 的 算法 ， 对 于 这 些 模型 中 的 每 一 个 ， 我 们 都 
产生 长 度 为 N=2 048 的 一 千 个 模拟 时 间 序 列 ， 然 后 形成 基于 K 二 10 的 正弦 锥 上 
的 多 锥 的 谱 密度 函数 估计 ， 这 些 估计 的 带宽 是 (K 十 1)/(N 十 1) 寺 0.005 4， 这 与 
三 个 模型 中 峰值 的 宽度 有 极 小 的 相关 性 ， 之后， 我 们 基于 LA(8) 小 波 滤波 器 计算 


Se" (。) ， 而 结合 层 独 立 和 层 依 赖 的 硬 、 中 、 软 阅 值 ， 以 及 Jo=5, 6, 8 我 们 
像 在 式 (436b) 中 用 计算 根 均 方差 判断 每 一 个 谱 密度 函数 估计 的 品质 ， 但 是 用 


Soo ARESO ( 7)， 对 每 一 个 类 型 阔 值 的 这 些 根 均 方差 的 平均 和 在 一 千 个 模 
拟 中 J 的 选择 ， 在 图 446 中 用 的 是 不 同类 型 的 连 线 ( 星 型 线 表 示 对 于 周期 图 方法 
的 相似 的 根 均 方 差 )，、 另 外 ， 根 均 方差 接近 于 平均 的 根 均 方差 的 谱 密度 函数 估计 
在 图 447、448 和 449 中 绘 出 ， 作 为 模型 的 确定 性 选择 的 一 个 代表 性 的 谱 佑 计 ， 


(aq (EE AY A Jo. 
现在 让 我 们 评论 一 下 对 于 三 种 模型 中 的 每 一 个 谱 估 计 的 性 质 ， 
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图 446 对 于 AR(24) (左边 图 形 )、AR(2)( 中 间 ) 和 移动 无 线 电 通 信 模 型 (右边 ) 的 根 均 方差 一 
千 个 模拟 的 平均 值 . 在 每 一 个 图 形 中 ， 对 于 层 依 赖 的 多 锥 方法 的 硬 阔 值 ( 实 粗 曲线 )、 
中 闽 值 ( 实 中 等 线 ) 和 软 阔 值 ( 实 细 线 ) 以 及 对 于 层 独立 的 硬 阔 值 ( 虚 粗 曲 线 ) P A E 
( 虚 中 曲线 ) 和 软 阐 值 ( 虚 细 线 ) 的 平均 的 根 均 方 差 ( 以 分 贝 算 ) 也 都 给 出 来 了 ， 考虑 了 
中层 的 三 个 值 即 5，6 和 8， 相应 于 阐 值 后 不 变 的 64，32 和 8 尺度 系数 星 形 表示 了 
对 于 基于 周期 图 方法 的 平均 根 均 方差 . 对 所 有 的 情况 ， 序 列 的 长 度 是 N=2 048, # 
用 我 们 用 的 是 LA(8) 小 波 计 算 离散 小 波 变 换 


[1 与 周期 图 不 同 ， 多 锥 算法 抑制 漏 泄 ， 并 且 当 与 小 波 阔 值 结合 的 时 候 产 生 
了 没有 漏 泄 的 光滑 对 数 谱 密 度 函 数 估计 ， 如 图 447 所 示 . 这 个 图 表示 了 对 层 独立 
软 阔 值 ( 下 面 的 图 形 ) 和 层 依 赖 硬 阔 值 (上 面 的 图 形 ) 估 计 的 代表 方法 ， 其 中 
J ,二 5( 这 些 选择 给 出 了 对 层 独 立 和 层 依 赖 的 阐 值 参数 结合 的 最 小 平均 根 均 方差 ; 
参见 图 446 左边 的 图 形 )， 两 个 估计 都 是 好 的 ， 易 于 获得 比 相应 的 基于 周期 图 的 
估计 有 更 好 的 峰值 (图 438 上 面 ); 然而 ， 层 独立 估计 可 能 被 判断 为 优 于 层 依赖 佑 
计 谱 密 度 函 数 的 三 个 最 高 频率 峰值 的 估计 . 层 依 赖 估计 证 明了 小 尺度 的 噪声 系数 
在 阔 值 下 没有 变 得 稀薄 ， 

[2] 图 448 表现 了 对 层 独立 软 阔 值 和 层 依赖 硬 阔 值 的 AR(2) 过 程 的 代表 性 佑 
计 ， 两 个 都 有 Jo =8 层 ( 这 些 选择 又 给 出 了 对 层 独 立 和 层 依赖 阐 值 参数 结合 的 最 
小 平均 根 均 方差 ;参见 图 446 中 间 的 图 形 )， 两 个 估计 是 相当 好 的 ， 层 依赖 方法 
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图 447 对 ARCA set #8 fit Ao ae Be E PA CAL h ER) A BUIE Ag iih O E pA e CH h R). iit E BE eR 
数 估 计 有 代表 性 的 是 因为 他 们 有 接近 在 一 千 个 模拟 中 的 平均 根 均 方差 .上面 的 图 形 是 
层 独立 的 软 阔 值 ， 而 且 下 面 的 图 形 是 层 依赖 的 硬 阔 值 ， 在 两 种 情况 下 J 一 5. 模拟 序 
列 的 长 度 为 N 二 2 048， 我 们 用 的 是 LA(8) 离 散 小 波 变换 


(下 面 图 ) 再 次 证 明了 小 尺度 的 噪声 系数 由 阔 值 不 减弱 ， 但 是 对 估计 谱 密度 基数 
的 峰值 的 高 度 起 很 少 的 作用 ， 即 使 这 个 过 程 周期 图 本 质 上 对 适当 尺度 的 也 尘 
泄 ， 实 际 上 ， 基 于 多 锥 估计 比 那些 基于 周期 图 的 算法 有 某 些 更 小 平均 的 根 均 
方差 . 

[3] 图 449 表示 对 移动 无 线 电 通信 模型 层 独立 软 阔 值 和 层 依赖 硬 阔 值 的 代 
表 性 估计 ，J。==6( 接 近 前 边 基 于 图 446 右边 图 的 研究 )， ATE E E R 
的 带 限 部 分 升 了 和 降 了 30dB， 而 且 在 干扰 f= 0. 45 的 罕 带 用 两 种 方法 都 可 
以 很 好 地 估计 ， 而 层 独 立 估计 (上 面 图 ) 在 获取 峰值 高 度 时 更 好 点 (如 图 438 
所 示 ， 基 于 周期 图 的 估计 也 不 能 获得 在 谱 密 度 函 数 中 最 尖 的 迁移 )， 层 依赖 信 
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图 448 对 AR(2) 过 程 估 计 的 谱 密度 函数 ( 粗 曲 线 ) 和 真正 的 谱 密度 函数 ( 细 曲 线 )， 设 计 和 参数 
参见 图 447 


计 ( 下 面 图 ) 也 证 明了 阅 值 下 的 小 尺度 曲 声 系数 没有 减 小 ， 基 于 多 锥 估计 相 比 于 基 
于 周期 图 估计 在 根 均 方差 上 有 明显 的 减少 (参见 图 446 右边 图 形 ). 

注意 最 好 的 J. 层 对 三 个 模型 是 不 同 的 ， 而 谱 估计 的 根 均 方差 随 J 的 选择 而 
有 点 变化 ， 如 图 446 Bras; 然而 ， 假 设 软 阔 值 用 于 层 独立 统一 阔 值 ， 硬 阔 值 用 于 
层 依 赖 统 一 阔 值 ， 六 层 的 根 均 方差 的 变化 不 能 使 在 视觉 表现 上 的 相应 的 谱 估计 有 
明显 的 不 同 . 

最 后 ， 让 我 们 对 层 依 赖 和 层 独 立 阔 值 进行 议论 .图 446 实 曲 线 表示 前 者 的 表 
现 ， 而 虚线 则 表示 后 者 . 层 独立 阔 值 对 所 有 的 AR(24) 和 移动 无 线 电 通信 模型 很 
好 ,对 AR(2) 用 软 阔 值 是 可 以 同 能 提供 的 最 好 的 层 依赖 盖 值 相 比 的 .对 于 为 何 
层 独 立 阔 值 能 表现 这 么 好 的 深入 看 法 可 从 图 443 中 看 出 一 些 . 在 图 形 中 缠绕 平 
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图 449 对 于 移动 无 线 电 通信 过 程 的 估计 谱 密度 函数 ( 粗 曲 线 ) 和 真 谱 密度 函数 ( 细 有 曲线 )， 设 计 
和 参数 参见 图 447 


面 图 形 的 细 水 平 线 表 明了 层 独 立 的 噪声 方差 o;， 因 为 这 个 方差 落 在 仅 高 于 最 低 的 
两 三 层 的 层 依赖 方差 zx: ， 多 锥 的 相关 性 诱导 出 与 下 面 对 小 波 阔 值 的 范例 是 一 致 
的 ， 原 因 在 于 它 实际 上 抑制 了 小 尺度 的 “ 品 声 尖峰 ”而 留 下 了 有 用 的 大 尺度 小 波 系 
数 没有 削弱 . 
10.7 节 的 评论 与 扩展 

[1] 在 多 锥 谱 密 度 函 数 估 计 间 题 中 ， 我 们 知道 每 一 层 的 噪声 小 波 系 数 的 方差 
of. 因此， 给 出 W., 的 实现 包 ;.,， 极 小 化 

F207 — why +82) ito Cha) (449) 

作为 6 二 0 的 一 个 函数 给 我 们 一 个 对 j 层 的 系数 的 基于 Stein tha Ki Be i tt e fE 
55° (比较 式 (406b)). 
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[2 ]Johnstone and Silverman(1997) 指 出 ， 在 不 知道 方差 的 一 般 情 况 下 ， 我 们 
可 以 用 在 每 个 j 层 的 中 位 数 绝对 偏差 估计 ， 即 


J = median { | w.o | , | zi | bs | zw -l | } 
ete. 0. 674 5 


然后 在 每 一 层 用 统一 国 值 
EMV [RoylogCN7 ]. 
另 一 方面 ， 我 们 可 变 为 在 每 一 层 应 用 Stein 无 偏 风险 估计 ; 即 用 式 (405a) 在 一 层 
- 层 的 基础 上 获得 6:”， 作 为 8 三 0 的 函数 使 得 


No] 
I 


DO (2 mean — Whe HOF ) Lra? ma (us) 
1™ 0 


极 小 ， 如 Johnstone and Silverman (1997) FRÈ, Semo 只 对 小 的 六 估计 是 适当 的 ， 
其 中 有 一 个 在 给 出 层 可 考虑 的 数目 ， 信 和 号 是 稀疏 的 ( 即 zw 多 是 噪声 )， 

[3] 关 于 太阳 地 震 数 据 的 多 锥 谱 估 计 的 小 波 去 噪 估计 的 最 新 应 用 ， 可 参见 
Komm 等 (1999). 


10.8 小 波 系数 的 聚集 和 持续 


在 上 节 中 ， 我 们 集中 于 对 统计 噪声 小 波 系数 的 模型 ， 最近 Crouse 等 (1998 ) 
着 眼 于 统计 信和 号 离散 小 波 变 换 系 数 的 统计 模型 余下 的 问题 ， 为 了 激发 他 们 的 方 
法 ， 他 们 指出 对 信和 号 的 统计 模型 应 当 考 虑 在 观察 的 实际 信和 号 的 经 验 离 散 小 波 系数 
的 两 个 主要 性 质 ， 第 一 个 性 质 就 是 聚集 ， 也 就 是 说 ， 如 果 一 个 在 7 层 内 的 特别 的 
离散 小 波 系 数 是 大 或 者 小 的 ， 则 在 同一 层 的 伴随 系数 也 可 能 是 大 或 小 的 ， 第 二 个 
性 质 是 持续 ， 也 就 是 说 大 的 或 小 的 小 波 系 数 倾向 于 从 不 同 层 传播 这 些 想法 对 心 
电 图 时 间 序 列 的 LA(8) 离 散 小 波 系数 由 图 127 解释 (这 是 一 个 对 于 把 该 序列 作为 
一 个 无 噪声 信号 想象 的 延伸 ， 但 是 我 们 本 节 总 是 为 教学 起 见 这 样 做 )， 育 集 特别 
体现 在 j=3 层 的 系数 W;， 当 一 个 RR 波 事件 发 生 时 ， 这 里 有 两 个 或 更 大 系数 相互 
伴随 ， 持 续 性 也 与 R 波 事件 相关 ， 可 以 从 共同 对 准 的 大 系数 看 出 ， 如 j 二 2 和 3 
层 ， 合 到 一 起 ， 聚 集 和 持续 表明 离散 小 波 变 换 完全 不 能 与 实际 信号 完全 巨大， 内 
此 我 们 必须 移 到 对 统计 信和 号 的 简单 独立 同 分 布 模型 上 . 

有 了 这 些 想 法 ，Crouse 等 (1998) 发 展 了 一 个 对 模型 小 波 系数 独立 性 和 非 高 
斯 性 ， 围 绕 隐 含 马尔 可 夫 模 型 (HMM) 的 新 架构 一 参见 Rabiner(1989) 对 隐 含 马 
尔 可 夫 模 型 的 一 个 很 好 的 回顾 ， 在 离散 小 波 变 换 中 ， 对 每 一 个 信号 离散 小 变换 波 
系数 隐 含 马尔 可 夫 模 型 思想 与 一 个 隐 含 状态 变量 相关 (特别 注意 状态 变量 不 直接 
与 原始 时 间 序 列 或 信号 相关 ， 而 是 与 信号 的 变换 有 关 ).， 为 了 符合 信号 离散 小 波 
恋 换 系 数 的 非 高 斯 性 ， 他 们 把 每 个 系数 的 频率 密度 函数 模型 作为 包含 两 个 或 更 多 
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分 量 的 一 个 混合 高 斯 密度 (图 410 AARE HA OS oP I OE kI E R E 
KRO. Bae RAS Eee aT ABR ASA AT PR EA —- 4S, MAA E a A E A iz 
Fa S AUNE RA — HE Et. BEE e Sor AY od Hat A I Ee. 尽管 
给 出 了 它 隐 含 的 状态 变量 的 值 每 一 个 信号 离散 小 波 系数 是 条 件 高 斯 的 ， 系 数 有 一 
个 完全 (无 条 件 的 ) 非 高 斯 密度 (再 次 见 图 410). 

为 了 允许 信号 离散 小 波 系数 间 的 依赖 ，Crouse 等 (1998) 介 绍 了 马尔 可 夫 依 
赖 性 在 基于 对 于 小 波 和 尺度 系数 的 自然 树 结 构 的 隐 含 状态 变量 . 为 了 了 解 树 结构 
是 怎样 发 生 的 ， 假 设 我 们 计算 对 于 信号 的 J 层 的 部 分 离散 小 波 变换 系数 ， 产 生 
HEW, =. Wy 和 V, .我们 能 够 绘 出 向 量 Vj AW, eo W 作为 行 堆 在 每 
一 个 上 面 ， 如 图 127， 这 描绘 了 心电图 序列 的 J, = 6 层 部 分 离散 小 波 变换 (再 次 ， 
我 们 假设 这 是 一 个 无 噪声 信号 )， 这 里 每 一 个 系数 向 量 已 被 循环 平移 ， 使 它 可 绘 
出 北 物 理 意义 的 时 间 . 如 果 我 们 忽略 了 那 幅 图 中 的 由 V。 和 Ws 相关 的 很 小 的 时 间 
序列 的 平移 而 引起 的 复杂 性 ， 那 么 “节点 ”Vi 高 于 Ws,3， 转 而 依次 高 于 Ws A 
W: 这 样 数 下 去 ，W;,; 高 于 Wi 和 Wi.;， 而 W;i 高 于 Wi.; 和 W.。， 依 此 类 推 . 
换 句 话说 ， 在 每 一 几 层 系数 下 有 一 个 树 结 构 ， 正式 地 ， 我 们 可 以 说 每 一 个 在 V)， 
中 的 N 个 尺度 系数 的 每 个 一 高 于 在 Wi 的 一 个 系数 ， 而 在 W; 的 每 一 个 系数 高 
FEW, (= 几 ，…，2) 中 的 两 个 系数 ， 因 此 这 个 结构 就 定义 了 N, 树 ， 由 于 一 
个 状态 变量 与 每 一 个 小 波 或 尺度 系数 有 关 ， 伴随 的 是 其 状态 变量 可 用 Nj 树 的 一 
个 集 表示 出 来 . 

这 样 就 定义 了 树 结 构 ，Crouse 等 (1998) 对 于 树 中 状态 变量 的 关系 考虑 了 下 
面 的 树 模 型 ， 

[1] 在 相同 树 中 状态 变量 之 间或 不 同 树 之 间 没 有 联系 .这 认为 离散 小 波 变换 
状态 变量 (因此 信和 号 离散 小 波 变换 系数 ) 作 为 独立 的 ， 并 且 不 计较 聚集 和 持续 ， 

[2] 状 态 变 基 在 j 层 间 ( 同 层 通过 树 连 接 ) 有 一 阶 马 尔 可 夫 链 依赖 (Rabiner， 
1989)， 但 是 由 层 到 层 之 间 是 独立 的 (在 同一 树 间 不 与 下 面 层 相 关 )。 这 组 成 了 隐 
含 马 尔 可 夫 链 模型 ， 可 考虑 聚集 但 是 没有 持续 . 

[31 状 态 变量 是 垂直 连接 ( -个 树 内 向 下 层 ); MA Nj; 树 ， 每 一 个 由 连接 的 
状态 变量 组 成 ， 这 就 是 隐 含 马尔 可 夫 树 模型 并 且 能 提供 聚集 和 持续 . 

Crouse 等 (1998) 强 调 对 [2] 和 [3] 的 情况 是 建立 在 隐 含 的 状态 变量 上 的 马尔 
可 夫 结 构 ， 而 不 是 直接 建立 在 X 的 离散 小 波 变 换 系 数 本 身 ， 然 后 他 们 考虑 统计 
信号 加 统计 独立 同 分 布 高 斯 噪声 的 离散 小 波 变换 ， 信 号 和 噪声 假设 为 独立 的 ， 附 
加 这 种 结构 ， 因 为 信号 离散 小 波 变换 系数 遵循 隐 含 马尔 可 夫 模 型 ， 因 此 对 故 的 
离散 小 波 变换 也 这 么 做 ， 为 此 ,注意 给 出 隐 含 状态 变量 的 值 ， 信 号 的 离散 小 波 系 
数 是 高 斯 的 ， 并 且 两 个 独立 的 高 斯 随机 变量 (信号 加 噪声 ) 是 高 斯 的 ， 方 差 是 由 方 
美的 和 给 出 ， 因 此 信号 离散 小 波 变换 模型 诱导 了 对 于 XX 的 离散 小 波 变换 的 一 个 
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平行 的 结构 ， 我 们 可 以 用 对 观察 的 离散 小 波 系数 找 出 合适 的 隐 含 马尔 可 夫 模 型 来 
估计 信和 号 ( 即 那些 对 X). Crouse 等 (1998) 把 信号 离散 小 波 变 换 系 数 的 变量 给 定 一 
个 特别 的 状态 变量 ， 即 观察 的 离散 小 波 系数 给 出 了 同样 的 状态 值 ， 小 于 噪声 的 离 
散 小 波 系数 的 方差 (我 们 可 以 用 ct 在 等 式 (420) 中 的 定义 来 估计 后 者 )， 关 于 这 
个 估计 方法 更 多 的 细节 ， 参 见 Crouse 等 (1998). 


10.9 小 结 


邻 针 是 一 个 NN 维 向 量 ， 其 分 量 为 实 值 时 间 序 列 {X, + 1 二 0，…，N 一 1). + 
O 是 0 的 第 : 个 分 量 ， 系 数 向 量 来 自 于 对 X 应 用 规范 正 交 变换 O. RH X 考 
碟 为 一 个 信号 向 量 和 噪声 向 量 的 和 . 我 们 认为 信号 向 量 或 是 确定 性 (固定 的 ?或 统 
计 的 (随机 的 )， 统 计 噪声 向 有 量 总 是 具有 零 均值 ， 但 包含 独立 同 分 布 的 随机 变量 或 
非 独 立 同 分 布 的 随机 变量 (改变 独立 同 分 布 假设 的 变量 更 典型 ， 取 两 种 形式 之 一 
即 随 机 变量 是 独立 但 是 有 不 同 的 方差 或 者 变量 是 相关 的 )， 因 此 ， 我 们 认为 X 遵 
守 下 面 四 个 模型 中 的 一 个 : 
G] =D 十 e， 其 中 DD 为 一 个 确定 信和 号 而 e 为 独立 同 分 布 噪声 ， 所 以 应 用 规 
范 正 交 变 换 给 出 
O=0X=0D+0e=d+e, FO =d +e; 
Gi] X=D+y, HP 也 为 一 个 确定 信号 而 7 为 非 独立 同 分 布 噪声 ， 因 此 
O=OXxX= OD+ Ov 三 d 十 n, 于 是 0 = di + nı; 
[ii] X=Cte, Ht C 是 一 个 统计 信号 而 e 是 独立 同 分 布 品 声 (信号 和 噪声 
是 相互 独立 的 ) ， 因 此 
O=0X=0C+0:=R+e, fO =R +e; 
[iv] X=C+7， 其 中 C 是 一 个 统计 信号 ， 而 7 是 非 独 立 同 分 布 噪声 ， 因 此 
O=OX= OC+O07=R4+0, FEO =R +n; 
(典型 的 是 信号 和 噪声 相互 独立 ， 但 是 ， 例 如 在 Vidakovic( 1998) BFE 
的 模型 中 这 不 是 真 的 . ) 
假设 在 [i 让 或 [ivj 中 的 感 兴 趣 对 于 任意 分 量 :/， 规 范 正 交 变 换 给 出 EE{R,) 二 0 
(如 果 我 们 具体 到 离散 小 波 变换 ， 零 均值 假设 不 是 完全 严格 的 ; 如 果 随 机 信和 号 C 
Ed 阶 向 后 差分 是 平稳 的 随机 过 程 而 来 的 才 可 以 保证 满足 ， 我 们 取 滤 波 器 长 度 上 
fë L >2d). 
在 输入 独立 同 分 布 噪声 情况 下 ([ 训 和 [ii 订 的 情况 )， 品 声 变换 系数 有 相同 的 方 
EER e 是 怎样 分 布 的 ) ， 而 且 如 果 是 高 斯 分 布 的 则 有 相同 的 分 布 ， 以 符号 形 


R, RMA 
5. = čl 和 5. = 03X O"=Is, 因此 varle} = varle} = of; 
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ie NO, of), Sher =N (0, ct)， 在 非 独立 同 分 布 曲 声 情况 下 ([i 让 和 [iv] 
情形 ) 我 们 只 能 说 

x =O, O'; 
iti, UW y= NO. of MBAn=NO, of), BERDA =o, HAH 
不 依赖 于 下 标 L. 

我 们 可 以 用 阅 值 或 收缩 方法 进行 信号 估计 ,但 是 都 需要 如 下 步 又 : 

(llth BRAM O=OX. 

(2) XO? fat, ERB LDR OO. CE OT T RU aA oP 
晤 ,其 中 一 般 的 角 标 “(*)” 被 替换 为 如 “(t)” 或 “(shr)” 以 表示 阅 值 或 收缩 (或 更 
具体 的 如 “(ht) ”表示 而 阅 值 ). 

[3] 通 过 COrO'… 估 计 信 号， 这 里 我 们 不 区 分 确定 性 信号 估计 和 统计 信和 号 的 实 
现 估计 . 

我 们 重点 强调 这 个 算法 实现 阐 值 或 收缩 的 分 量 ， 即 逐 项 进行 。 阅 值 对 于 情况 
[和 [ii] 是 方便 的 ， 妈 信号 是 确定 性 的 .法 则 包括 硬 、 中 和 软 阅 值 (分 别 是 
式 (399),(400b) 和 (400a))， 所 有 的 由 一 个 简单 的 阐 值 参数 8 二 0 确定 ， 而 严格 国 
值 ( 式 (400c)) 由 两 个 参数 确定 ， 对 于 O HAAS 必须 定义 ， 并 且 依 赖 于 噪声 
恋 换 系数 的 统计 性 质 的 一 个 合适 的 定义 .如 果 这 些 系数 是 独立 同 分 布 ， 那 么 ， 用 
于 所 有 的 0, 是 一 个 简单 阅 值 ， 对 独立 同 分 布 高 斯 噪声 ， 一 个 通常 的 阅 值 选择 是 
统一 阅 值 

6 = [2o log(N) ] 
GX Æ (400d)). PEREK F H 5 Sb Dy E E t E A EY RD Ae HE 
( 式 (422) 和 (402))， 并 且 通 过 基于 Stein 的 无 偏 风 险 估计 (SURE) 的 一 个 方法 ， 
其 中 给 出 的 随机 变量 的 O, 的 观察 值 和 假设 的 软 阅 值 ， 我 们 必须 设 5*” 为 使 得 下 
面 式 子 极 小 的 ô: 
1 (2a! bY RM 
(这 是 式 (406a) ， 具 有 共同 方差 只 设 为 吧 )， 如 果 噪 声 变换 系数 是 由 非 独 立 同 分 
布 ， 输 入 噪声 7， 则 阔 值 水 平 需要 适当 的 变化 ， 例 如 ， 当 系数 分 为 组 C， 在 组 内 
为 独立 同 分 布 ， 有 共同 方差 o?， 对 于 系数 合适 的 阐 值 ， 在 i 组 内 可 通过 层 依赖 
“统一 ”" 阅 值 来 确定 
bf" = /[ 20; log(N) ] 
(这 就 是 式 (406c) ) 或 者 通过 Stein 无 偏 风险 估计 方法 确定 8%”， 作 为 使 得 下 式 极 小 
的 ô: 
》 (203 一 o 十 62)10z (of ) 


rec, 
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(这 是 式 (406b)). 
收缩 适合 于 情况 [iii 和 [ivj]， 即 信号 是 统计 模型 的 ， 最 简单 的 收缩 法 则 是 对 
观察 的 用 信号 方差 or 和 总 方差 o% 十 oi 的 比 来 重新 尺度 的 (参见 10. 3 节 )， 对 于 
非 线 性 收缩 也 数 最 著名 的 陈述 包括 信号 条 件 均 值 EE1R, | =o}. 给 出 观察 
( 式 (410b))， 例 如 ， 稀 玖 信和 号 模型 
R, = (1— Ti) N,0%), m ENO) 


导致 条 件 均 值 
EiR, |Q = 0,}= ge O19 
其 中 p 是 二 值 随机 变量 TZ, 是 1 的 概率 ， 我 们 有 
b, iau OG, = fs pif Cae, 十 + os, =E en ihya > 
Ot + On, (l— p; On, 


(参见 式 (411b)，(410e)，(411c)， C411a) 和 (411d)). 我 们 也 可 用 条 件 均 值 代替 
( 式 (411e))， 收缩 函数 建立 在 信号 变换 系数 丸和 噪声 变换 系数 (e 或 n) 的 统计 性 
质 的 基础 上 ， 收 缩 法 则 详细 定义 了 收缩 隐 数 的 全 局 形状 和 系数 收缩 成 很 小 值 的 区 
域 ， 收 缩 法 则 的 确定 因此 等 价 于 详细 化 阅 值 和 阅 值 也 数 (比较 图 412 和 399). D 
叶 斯 方法 是 通过 贝 叶 斯 法 则 定义 收缩 函数 . 一些 在 文献 中 定义 的 后 验 均 值 和 后 验 
中 值 贝 叶 斯 法 则 ， 原 来 与 收缩 函数 中 研究 的 条 件 均值 和 中 值 相同 . 
关于 信号 估计 的 这 些 结果 对 于 一 般 的 规范 正 交 变换 系数 0; 是 有 效 的 ， 但 它 
们 能 够 有 准备 地 特殊 化 并 应 用 于 离散 小 波 变换 情况 . 阅 值 和 收缩 算法 由 下 列 的 步 
又 组 成 : 
[1 计算 六 层 的 部 分 离散 小 波 变换 分 解 获 得 W ee W AV), 
[2] 对 每 个 小 波 系数 Wo ME 
Ca) BK F A Pc ae KS BA E pR aK 
(b) 应 用 收缩 法 则 . 
[3] 对 于 j= 二 1，…，Jo 和 1 二 0,，…，N, 一 1, $ Wi 是 小 波 系数 W, A ef 
或 收缩 后 的 值 ， 其 中 一 般 角 标 (*) 可 替代 为 ， 例如,“(t)" 或 “(shr)”"， 以 确切 表 
明 是 怎样 处 理 W, BY. 
[4] 对 Wi ，*…，W)”? 和 Vj 用 逆 变 换 估计 信号 . 
对 于 输入 独立 同 分 布 高 斯 噪 e( 参 见 10. 5 节 )， 简 单 冰 值 水 平 能 够 通过 


来 估计 ， 或 者 ， 给 出 随机 变量 W,, 的 实现 wj;.,， 通 过 基于 Stein 无 偏 风险 佑 计 作 
为 6 的 函数 的 估计 8" 使 得 下 面 的 式 子 极 小 : 


Í N, -i 
1 
1 a2 2 2 * 2 
> > (Zhu Wi. 十 9 )1 E (W. ) 、 
joli È 
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其 中 
< Pi: median { | wr, | 9 | wi | 9 | wi, X-i | } 
i 0. 674 5 i 
(上 面 分 别 是 式 (421) 和 (420) ). 
收缩 法 则 能 够 容易 地 用 于 给 出 的 统计 模型 结构 ， 当 信号 和 品 声 变量 组 成 W. 
假设 具有 谱 概 率 密度 7 层 或 位 置 t 不 变 的 参数 ， 对 于 稀 朴 信号 模型 的 收缩 法 则 取 
式 (425) 的 形式 ， 即 


其 中 0 和 是 参数 Alc 的 估计 (图 425 表示 由 wi*? 形 成 的 信号 估计 的 例子 ). 

当 噪声 小 波 系数 的 频谱 概率 密度 随 层 j 的 变化 而 发 生 形 状 变化 时 (这 对 10. 6 
节 讨 论 的 基于 周期 图 谱 估 计 是 正确 的 )， 阅 值 的 公式 化 就 成 了 问题 ， 相 关 的 一 但 
是 高 斯 的 一 噪声 小 波 系数 的 谱 估 计算 法 在 10.7 节 中 提出 ， 其 中 每 个 变换 层 j 的 
HHO 已 知 ， 因 为 这 相当 意外 的 先 验 知识 ， 很 容易 用 层 依 赖 的 统一 阔 值 式 (406c) 实 
IFA, ERIE M 个 非 负 的 健 里 叶 频 率 采 用 了 对 数 多 锥 估计 值 之 后 : 


oO} =/[ 2o; log(M) | 


(这 是 式 (444a))， 更 惊奇 地 ， 应 用 层 独 立 统一 阅 值 式 (443) 也 产生 了 好 的 结果 ， 
但 回顾 起 来 ， 这 是 有 道理 的 : 层 独 立 统一 阔 值 与 小 波 阔 值 作用 是 相 一 致 的 ， 作 用 
在 于 抑制 了 小 尺度 “噪声 尖峰 ?而 留 下 了 大 尺度 系数 未 减 小 . 

最 后 ， 在 10. 8 节 中 ， 我 们 总 结 了 Crouse 等 (1998) 最 近 的 工作 ， 他 指出 对 现 
实 世界 的 信号 的 离散 小 波 变换 系数 易于 有 在 一 层 内 大 值 聚 集 和 层 之 间 的 持续 性 . 
他 们 提出 通过 用 隐 含 的 马尔 可 夫 树 来 模型 化 离散 小 波 变换 信号 系数 来 保持 聚集 和 
持续 性 质 ， 在 其 中 状态 变量 与 每 一 个 信号 离散 小 波 变换 系数 相关 ， 而 且 状 态 变量 
与 树 结构 相关 . 这 样 的 方法 为 更 实际 的 模型 打开 了 一 条 通路 . 


10. 10 练习 


[10.1] 通过 计算 和 绘 出 对 于 信号 D, D, 和 D; 基 于 LA(8) 离 散 小 波 变 换 的 规范 
的 部 分 能 量 序列 ， 证 明 在 图 396 的 右 列 的 虚 曲 线 是 正确 的 ， 对 每 一 个 信 
号 用 哈 尔 和 D(4) 离 散 小 波 变换 计算 相同 的 规范 的 部 分 能 量 序列 ， 后 两 
个 离散 小 波 变 换 的 规范 的 部 分 能 量 序列 相 比 于 LA(8) 情 况 及 对 恒 等 变换 
和 正 交 离 散 傅 里 叶 变 换 的 规范 部 分 能 量 序列 如 何 ? 

[10. 2] 假设 X=Dte 是 长 度 为 N 王 21 的 时 间 序 列 ， 对 某 些 J 二 4 的 整数 ， 其 中 
D 是 确定 性 信号 ，s EN 维 独立 同 分 布 高 斯 随机 变量 ， 均 值 为 零 ， 方 差 
为 zr， 如 果 我 们 基于 哈 尔 离散 小 波 变 换 的 硬 阅 值 估计 D"” 来 估计 DAR 
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[10. 3] 


[10. 4] 


[10. 5] 


[10.6] 
[10.7] 


[10. 8] 


[10. 9] 
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4.1 节 定 义 的 ) 结 合 统一 阅 值 8 = [20 log(N) ] (Donoho and Johnstone, 
1994)， 证 明 
(ame D 是 由 (401a) 定 义 的 周期 化 构造 扩展 16 点 序列 ， 那 么 ， 对 一 些 


小 的 a0, RNA P| 1b" -D| <a |o, 当 J 一 co 时 ， 即 Dem 


不 是 D 的 一 个 一 致 的 估计 . 
(b) 另 一 方面 ， 如 果 D 由 等 式 (401b) 构 造 ， 那 么 ， 对 任 一 a>0, RNA 


1 Acbo 2 和 
P[ lb 一 D 有 <e] -1， 当 J 一 co 时 ， 即 六 ”是 也 的 一 个 一 臻 的 


估计 . 
证 明 ， 对 软 阔 值 ， 在 式 (404b) 基 于 Stein 无 偏 风 险 估计 的 函数 及 (，，…，，…) 
能 够 写成 替换 的 形式 
及 (an »O, 20) = Or, s> 20%, lro,s?) (OF ) 十 min {OF i ka 
Gao(1998) 提 出 对 软 、 中 、 硬 阔 值 的 替换 阔 值 法 则 称 为 非 负 绞 刑 的 替 
H. 这 个 映射 定义 为 
3? J” lO i< ð, 
O;F =0,(1-6) = 10, 一气， 其 他 . 
证 明 ， 如 果 我 们 使 用 Stein 无 偏 风 险 估 计 的 阔 值 法 则 ， 在 式 (404b) 中 定 
义 的 函数 尺 (o, O DORRA 
R (an, sO, +8) = OF 一 an 十 (20%, = OF 和 
(能 够 证 明 ， 非 负 绞 刑 使 得 A 外 (，) 弱 可 微 ， 如 使 Stein 无 偏 风 险 估计 所 
需要 的 . ) 
假设 R, 和 nw 是 独立 的 如 等 式 (410d) (410e) 分 布 的 证明， 在 式 (410b) 定 
义 的 条 件 均值 可 写成 式 (410f) 形 式 ， 提 示 : 根据 在 分 母 中 涉及 的 两 个 积 
分 用 分 步 积分 来 表达 (410f) 的 分 子 ， 并 且 完 成 被 积 函 数 的 平方 以 得 到 可 
识 形 式 的 积分 ( 即 高 斯 的 谱 密 度 阴 数 ). 
验证 式 (414b). 
HJ =6 层 LA(8) 部 分 离散 小 波 变换 结合 统一 阅 值 ， 及 硬 、 中 和 软 阅 值 
法 则 对 心电图 数据 应 用 在 10. 5 节 中 描述 的 基于 小 波 阅 值 过 程 ,但 是 把 
保留 尺度 系数 不 变 替代 为 设置 所 有 的 尺度 系数 到 零 . 绘 出 三 个 信号 估计 
并 解释 在 不 同 估计 中 任何 可 注意 的 不 同 之 处 (心电图 时 间 序 列 AY MA AR i 
的 网 页 上 获取 ). 
如 10.6 节 中 讨论 的 ， 我 们 对 (重新 定 心 ) 的 对 数 周 期 图 Y” 的 部 分 离散 小 
波 变换 应 用 基于 小 波 阔 值 来 获得 对 数 谱 估计 了 ". 通过 构造 ， 对 于 k= 
l, =, M—-1, YP 的 元 素 上 和 2M—k 是 相同 的 ， 与 频率 f 相关 ， 解 释 为 
什么 相应 的 D" 的 元 素 即 使 两 个 都 与 频率 fe 相关 也 不 必 相 同 . 
通过 用 D(4) 和 LA(8) 小 波 滤波 器 对 M=2N=1024=2" =2’ 和 天 一 5 的 情 


J leat. (OÈ). 
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有 限 能 量 信号 的 小 波 分 析 


11.0 引言 


连续 时 间 小 波 变换 正成 为 一 个 对 连续 时 间 “ 信 号 ”进行 多 尺度 描述 的 好 工具 ， 
信号 是 定义 在 整个 实 轴 上 的 一 个 有 限 能 其 函数 . 这 个 变换 将 一 个 信号 与 一 个 小 波 
函数 “ 伸 长 ”方案 (本 质 上 是 一 个 连续 时 间 带 通 滤波 器 ) 有 着 本 质 的 联系 ， 从 而 得 到 
这 个 信号 的 多 分 辨 描述 . 本章， 我 们 将 总 结 连 续 时 间 小 波 变换 的 多 分 辨 观点 的 重 
要 概念 和 结果 . 我 们 的 首要 目的 是 阐述 连续 时 间 小 波 分 析 和 前 面 第 4 章 提 供 的 离 
散 小 波 分 析 之 间 的 密切 关系 .为 了 阐述 这 一 关系 ， 我 们 首先 在 数学 中 讨论 的 关于 
小 波 的 内 积 约 定 与 工程 中 促成 的 滤波 约定 之 间 建 立 一 种 对 应 关系 .为 了 简化 ， 我 
们 仅仅 讨论 定义 在 实 域 上 的 信和 号、 尺度 函数 和 小 波 函 数 ， 这 里 只 讨论 二 进 小 波 分 
析 ( 基 函数 的 伸缩 因子 为 2) HEAT OP OT. 

本 音 给 出 的 总 结 主要 来 自 Vetterli and Herley(1992), Mallat(1989a, b, c) 
以 及 Daubechies(1988, 1992). 为 了 进行 顺利 ， 我 们 首先 假定 所 讨论 性 质 的 尺度 
函数 和 小 波 函 数 都 存在 . 在 11.9 和 11.10 节 中 ， 我 们 讨论 了 采用 Daubechies 
(1988) 方 法 来 构造 小 波 滤波 器 ， 其 主要 目的 是 为 了 理解 消失 距 和 正则 性 的 概念 . 
小 波 函 数 的 构造 的 完整 叙述 由 Strichartz(1993) 给 出 ， 


11.1 平移 和 伸缩 


多 分 辩 分 析 包括 平移 和 伸缩 两 个 运算 ， 这 两 个 运算 都 很 容易 对 于 定义 在 整个 
实 轴 上 面 的 实 值 函数 y(* ) 来 定义 .对 于 单位 平移 运算 ,或 者 叫做 延 时 ,我们 仍 
然 采 用 记号 T( 像 3.4 节 的 式 (52a) 中 ， 其 中 它 表示 离散 单位 (循环 ) 延 时 矩阵 ). 
了 算 子 作用 于 函数 y(*) 得 到 一 个 新 的 函数 ， 我 们 表示 为 YC). a ERE 


时 刻 t 的 值 为 
Milo = yt— 1), — œ <t <<, 
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图 458 ”由 7Y(1)= 二 texp( 一 六 /2) 定 义 的 函数 的 平移 和 伸缩 


了 作用 于 函数 yoa (+) FR yo.;(*)， 它 在 时 刻 t 的 值 是 
Yo (t) =7t—2),— 0 < t < ow; 
类 似 地 ， 我 们 能 定义 Volt): 
Yo lt) = y(t— k), — œ < t<, 
这 个 定义 对 所 有 kEZ 均 成 立 (Z 是 所 有 整数 的 集合 )， HM, 4 k=—1 时 ， 我 
们 定义 单位 平移 逆 算 子 T 1:， 使 作用 于 函数 You C) EIF RR Yoi (+) 
(Yo OELE xy(，))， 
作为 例子 ， 如 图 458 中 间 那 一 排 图 像 ， 从 左 至 右 表 示 ， 对 函数 ya) = 
texp(— 07/2) 89 Yo), VOR Yule). ER R> 时 ， 平移 算 子 将 原 图 像 向 
右 移 动 (相对 于 零 时 刻 延 时 )， 相 反 ，k 二 0 时 ,平移 算 子 将 原 图 像 向 左 移 ( 相 对 于 
零 时 刻 提前 ). 
以 类 似 的 方式 ， 我 们 能 定义 一 个 二 进 伸缩 (尺度 ) 算 子 上 ， 算 子 大 作用 于 函数 
xy(*。) 上 得 到 一 个 新 的 函数 表示 为 No). Æ t tA xie(") 的 值 为 


r(z) 
Yi,0 Ct) a 
之 所 以 包括 因子 方 是 为 了 保持 其 范 数 不 变 如 果 y(.) 是 Lz(R)( 定 义 在 R 上 的 平 


方 可 积 函 数 的 集合 ) 的 元 素 ， 其 平方 范 数 为 

| yc) j= | yd <0, 
IB |) no) l= lyo l ( 即 伸缩 算 子 保持 范 数 ， 事 实 上 平移 算 子 也 保持 范 
数 )， 算 子 大 作用 于 yo(*) 得 到 函数 no), Er 时 刻 的 值 是 


no) = 一 一 一 一 co ciao; 


一 一 一 
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类 似 地 ， 我 们 能 够 定义 Yio ( 。) 为 


(37) 
CE ae —comt< co, 

同样 这 个 定义 对 所 有 的 FEZ 均 成 立 ， 且 选择 j=l 时 ， 定 义 其 为 逆 伸 缩 算 子 
KO! WER ERATE BR 7,.,。(，) 上 得 到 y;_ 1,o(*). 

作为 二 进 伸缩 的 例子 : 图 458 中 的 中 间 一 列 ， 从 上 到 下 依次 显示 为 Ao), 
YOM yoo OMAR. 注意 />OM, KRARAWMERS E, <0 时 相反 . 

fa, RING. &) 表示 对 函数 y(*) 平 移 继而 伸缩 所 得 到 的 新 函数 ， 定 
义 为 
二 一 co <t <<, 
在 图 458 的 左右 两 边 上 面 的 图 像 显 示 y OOM Xi,(*)， 而 相应 下 面 的 显示 
Yo COM ya). EE ya OE yo.s(*) 的 第 7 次 伸缩 ,但 是 一 般 y;.:(*) 并 不 
是 yo OWP k 次 平移 ( 即 我 们 使 用 平移 和 伸缩 算 子 在 顺序 上 有 很 大 关系 ， 这 些 
算 子 不 是 可 交换 的 ). 


11.2 尺度 函数 和 逼近 空间 


小 波 变换 最 初 的 发 展 是 用 作对 一 个 有 限 能 量 信 号 x(*) 进 行 分 解 和 合成 的 工 
具 ， 其 中 有 限 能 量 条 件 是 
JW] ade < e 
(zs) 仅 限于 实 值 )， 即 z(.) 属 于 也 :(R). 令 % EL:(R)， 使 得 它 的 整数 平移 
( Cs) REZ) 形成 某 个 闭 子 空间 VCL:(R) 的 一 个 规范 正 交 基 ， 其 中 
Vo = span{$ p C) : k € Z}. 
这 里 记号 span{S} 表示 线性 张 成 ， 它 是 S 中 的 元 素 的 线性 组 合 所 形成 的 子 空 间 ， 
而 记号 span SUAR h S 生成 的 闭 子 空间 (span{5S} 与 span{S} 的 区 别 在 于 后 
者 包括 线性 组 合 的 极限 )， 因 此 ， 我 们 有 


i = 1,k =m; 
daa ho.n (dt = | eee st TORT (459) 
ES = 0, 其 他 . 


函数 $8(*) 称 为 尺度 函数 ， 而 空间 V。 称 为 具有 单位 尺度 的 逼近 空间 ， 我 们 可 以 通 
过 Vy AOE BON YL x(*) 在 Vs 中 来 分 析 任 意 函 数 zx(*)， 如 果 我 们 定义 


(z(。),y(。)) = | Oyod 
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表示 两 个 有 限 能 量 实 值 信 号 x(*) 与 y(*) 的 内 积 ，z(*) 的 分 析 产 生 
ws = (Oha) 一 | Dha Dde 一 | He kdt, (460a) 


其 中 yu KARR z(*) 的 尺度 系数 ， 如果 x(，)EV,， 我 们 可 以 由 它 的 尺度 系数 
来 综合 rle) 


z(t) = >) vaso) = >) vf lt —&). (460b) 
ke oo k a 


如 果 z(*) 人 V， 上 面 的 元 限 求 和 是 通过 将 COE Vo ERREKI 1C) RE. 
作为 一 个 简单 的 例子 ， 考 虑 哈 尔 尺度 函数 ， 即 


l; — 1 <t=<0; 
g(t) = (460c) 
0, 其 他 


(参见 后 面 的 评论 与 扩展 的 第 L1j] 条 ). 因此 我 们 有 
l, k-1l<t<k; 
0， 其 他 . 
$8 (。) 的 规范 正 交 性 是 容易 建立 的 ARESE Vs 由 所 有 L*(R) 中 ， 在 每 
个 区 间 一 1 一 和 受 RCRAEZ) 上 为 常数 定义 的 函数 zx(*) 组 成 ， 即 对 某 个 实 值 常数 
nar RNA x0) 二 wi， 对 上 一 1 二 1 二 MI, HP we 能 够 由 式 (460a) 得 到 . 
图 461 A Pi —T MA EIB BI BRL), SP COA BOD), ARSE E 
Vi 中 的 也 数 的 例子 . 

对 式 (459) 中 变量 的 一 个 改变 如 下 : 


37) bon ( 57 
[boa Dbm (Ode = | Pag j$ at | 


SP (t) = $ (t — k) = | 


其 中 


t t 
talz) _ ta) 
v vo 
因此 ， 给 定 (pC REZ) 构成 空间 Vo 的 规范 正 交 基 ， 由 此 得 到 (pja): 
REZ) 构成 空间 Vj 的 一 个 规范 正 交 基 ， 其 中 
V, = span{$j (°) : k E€ Z}. 
RAB 2 GUEST V ， 因 此 是 由 $C), REZ, HIKER H A DR HE Ss E. 
现在 假设 下 面 的 条 件 成 立 : 
«~CV,CV,CY, CV C Y 人 ee 


Pjs (t) = 
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图 461 ARRERA O (*) 和 相应 的 逼近 空间 ， 中 间 行 的 前 面 三 个 图 展示 哈 尔 通 近 空 间 
VP M=PERR, MAERA, HEC). SP COOMAT CO). 这 一 行 的 最 右边 是 包 
含 在 空间 V5 内 的 一 个 函数 的 例子 .最 上 面 和 最 下 面 的 两 行 分 别 表示 了 哈 尔 通 近 空 间 
Vil? Ce Vi 更 粗糙 的 空间 和 VS Gk Ve" 更 好 的 通 近 空间 )。， 最 右边 的 一 列 可 视 为 


L*(R) 内 一 个 信号 的 相应 于 尺度 2，1 和 过 的 三 个 哈 尔 逼 近 (从 上 到 下 ) 


上 述 条 件 表明 任 一 有 限 能 量 信 号 到 WwW 上 的 投影 将 给 出 逐次 的 盘 近 .如果 我 
们 想 要 这 逐次 的 逼近 对 任何 L*(R) 上 函数 都 实用 ， 我 们 必须 进而 假设 
Uv =r, Nv; = 0, (461) 
jEZ JEZ 
其 中 0 表示 零 空 间 ( 即 函数 在 整个 实 轴 上 恒 为 零 )， 这 保证 了 对 任意 的 y(")E 
L? (R), 4 j>—oo 时 ， 它 在 V; 上 的 投影 就 等 于 y(*)， 在 艇 套子 空间 中 ， 注 意 
<j 意味 着 VÆ Vi 更 大 的 子 空间 ( 即 V,CV,). 这 跟 Daubechies(1988, 1992) 
习惯 一 样 ， 但 是 跟 Mallat(1989b) 的 习惯 相反 . 
作为 例子 ， 在 图 461 的 顶 行 显示 ， 从 左 到 右 是 尺度 为 2 的 哈 尔 通 近 空间 Vi" 
的 三 个 基 范 数 和 包含 在 这 个 空间 中 的 一 个 函数 的 例子 (这 三 个 基 范 数 从 左 到 右 依 
ww: HP Ce), PP CoAT PD C). JRAT AB AS RE 1/2 哈 尔 通 近 空 间 VY AY 
相应 的 图 ， 最 右边 一 列 ， 从 上 到 下 ， 对 某 个 LCR) AYR zx(") 逐 次 地 更 好 的 盟 
近 ， 其 中 通 近 是 通过 向 子 空间 VY. VS 和 V 中 投影 得 到 的 (参见 式 (462b))， 
本 节 的 重点 可 以 概括 为 以 下 定义 : (Jawerth and Sweldens, 1994; 
Daubechies, 1988; Mallat, 1989b): % 9 #9 #f (MRA) deze TE L'(R) 上 的 一 


列 闭 子 空 间 V;，jEZ 使 
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(1]V,CV,-,. SARA FEZ. 

(2Jr( EV MRL ro) EV, 其 中 mu O=r—-k), REZ, 

[3]x( EV, 4AMY zo(*)EV,， 其 中 x;.0(t=2(55)/ VF, sez, 

[4 空间 Vj 满足 式 (461) 的 两 个 条 件 . 

[5] 存 在 一 个 尺度 函数 gs)EV， 使 {pC REZ) 形成 的 一 个 规范 正 
交 基 ， 其 中 poua (O= k). 

子 空间 V, 称 为 对 于 尺度 ,三 2 的 通 近 空间 . 
11. 2 节 的 评论 与 扩展 

[1j 我 们 在 式 (460c) 中 对 于 哈 尔 尺 度 函 数 不 是 文献 中 通常 的 那个 疏 度 轨 
数 一 一 通常 风 叫 取 正 的 区 间 为 (0，1]， 如 下 一 节 的 讨论 ， 哈 尔 尺 度 晒 数 诱 导出 对 
于 哈 尔 滤 波 器 的 定义 ， 使 用 对 多 由 0) 非 标准 定义 的 根本 理由 是 保证 哈 尔 人 广度 明 
数 能 够 得 到 在 4. 3 节 引 入 的 同样 的 哈 尔 尺度 滤波 器 ; 它 在 式 (463d) 中 表示 . 这 个 
非 标准 定义 的 需要 仅仅 反映 内 积 运算 与 卷 积 在 时 间 上 面 的 不 同 的 事实 . 


11.3 有限 能 量 信号 的 逼近 


像 前 面 一 样 ， 假 设 {VW j EZ) 构成 L*(R) 的 一 个 多 分 辨 分 析 ， 如 像 式 
(460b) 和 (460a) 指 出 的 ， 信 号 rC) EV AEE K 


x(t) = bP (ale), Pole) ) Poa — a Uo.poa lt), (462a) 
k= 人 一 一 mm 


其 中 up, =(r(*), bal). AW zx(*)EV。， 所 以 我 们 说 7X(*) 为 一 个 尺度 为 
A =2=1 的 信和 号， 我 们 可 以 得 到 z(…) 的 一 个 逼近 ， Xx(*) 向 子 空间 V, CV, ER 
影 得 到 


sı (ft) = > (r€o) bial) bre Ct) = a ViP 1.4 6t)s (462b) 


一 Dr 


k= -œ 


其 中 
t 
va = (z+) bial) = |、 zi) 加 Ci)dt = | aw taah (462c) 
AAS COEV,, RUS sORARE a4, =2'=2, 并 且 s (ORR BMRE 
信号 x(-) — MAAE OS HE. v AREA 2 的 尺度 系数 . 
通过 将 起 (462a) 代 人 式 (462c)， 在 we 和 we 之 间 有 一 个 有 趣 的 关系 ， 我 们 
能 够 得 到 


oo ¢(— —k 
Vie = | | Saio e 
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H(z) 


> vonl $t —[m— 2k]) a gs 


| 


一 >. E m—2kV0.m 9 (463a) 
其 中 


| 
oy — 一 一 2 = e m © 
z=] bt l) Z dt (pol ) ,pi,o( )»). (463b) 
如 果 我 们 定义 g=e-1, FAK 463a) PS /=2k 一 m， 则 可 以 写成 


= dais 2 一 。 
因此 {vi} a el rete 
值 (滤波 器 {gi) 与 我 们 在 4. 3 节 中 引入 的 尺度 滤波 器 相同 ). 


例如 ， 让 我 们 计算 哈 尔 尺 度 函 数 ”(，) 的 {g,}. 因为 
l, ENL i t\_ fs —2<1<0; 
(z)= 


i ee, 0， 其 他 . 


由 式 (463b) 得 出 
= Ed CH) f1//2, /一 0 或 一 1; 
= = (t— dt = (463c) 
j ae i ' A 其 他 . 
由 于 g=e-., RNA 


0， 其 他 
这 与 式 (75c) 给 出 的 蛤 尔 尺度 滤波 器 {gi} 完全 一 致 
因为 ss(*)EVi， 所 以 我 们 可 以 通过 向 子 空间 Ve CV 上 投影 得 到 5,(* ) 的 一 
个 允 近 ， 得 到 


T eat i 


s(t) 三 Sta, 而 ve, = <s Ce 。) Po, Ce Is 
so CORIR RE 1 一 2: 二 4 的 z(*) 的 逼近 .使 用 式 (462b) 对 su(*) 的 表示 式 ， 我 
们 有 


V2.4 = ( > Ui mim) bose)) 


— 00 


i 2i Vy sin Prom © ) Pza Ce)? 


Dy Em-2kV iam 一 >) EUn? (463e) 
1 三 一 oo 


其 中 我 们 使 用 下 述 的 练习 结论 . 


464 第 11 间 


练习 [464] 证 明 : 
(Bim Ce) Bir)) = (Pom CO) ,Poe)) = Emz 
对 于 所 有 的 j 成 立 ， 其 中 g, 在 式 (463b) 中 定义 ( 令 j=1 即 得 式 (463e))， 作 为 一 
个 推论 ， 还 证 明 
(bm) pi )) = Brom (464a) 
对 于 所 有 的 j 成 立 . 4 
一 般 来 说 ， 给 定 s,-;:(*)EV,;-，,， 我 们 可 以 用 它 到 子 空间 VCV,- RRN 
if sji C°), 得 到 


sa) = bo Uj a$; Ct) > 
b= or 


其 中 
Vja = (s; Ce), baled) = (Te) ,pe )). 
信号 s,(*) 表 示 尺 度 国王 2 的 对 信号 CO. HF vj.; 的 递 推 计算 表示 式 为 


Uj, = Ss} E m—2kU j—1,m = > BiVj-1,2h-1- (464b) 
1= 一 on 


m= —o0 


11. 3 节 的 评论 与 扩展 

[1 假设 我 们 有 一 时 间 序 列 {z :tiEZ} 能 够 认为 是 信号 z(*) 的 抽样 ， 即 
zi 一 并 (t)。 由 式 (460a) 我 们 知道 每 一 个 初始 尺度 序列 的 每 一 个 元 素 vo. 都 是 x(+) 
S pa HAR. weet zx(*) 的 了 解 仅 限于 Z 上 的 它 的 值 ， 即 {x,;， 那 么 严格 
地 说 我 们 不 能 够 得 到 x(*) 的 一 个 多 分 辨 分 析 ， 因 为 我 们 没有 足够 的 信息 来 构造 
va. R, RITT AERAR S Riemann) 和 来 得 到 近似 的 vor: 


ws = | zDDba Dd xb. = DY) thoa D. 


(= oe 


实际 上 ， 这 个 算法 的 初始 值 常 常 取 naive 通 近 : vws =r, Jawerth and Sweldens 
(1994) 指 出 其 他 采样 过 程 ， 包括 建议 的 求 积 公式 ， 并 给 出 参考 文献 。 Abry and 
Flandrin(1994) 也 给 出 了 初始 化 效果 的 例子 . 


11.4 尺度 函数 的 两 尺度 关系 


本 节 我 们 探讨 一 下 所 谓 的 对 于 尺度 方程 的 两 尺度 关系 . 首先 我 们 注意 到 : M 
然 VoCV_1，$(*)EV。o， 推出 把 .)EV-!， 因 此 我 们 可 以 写成 


$00) = DUB) BB) = D) wba), 
fo eon 


{= oo 


有 限 能 量 信号 的 小 小 分 析 465 


其 中 用 到 了 式 (464a) 以 得 到 ($C(*)，$.1.,(*)) =F, EENAA, ERS) = 
po.6o(*))， 因 为 $8_1.1(1) 二 V28(21 一 1!)， 从 而 得 到 两 尺度 关系 : 


P) = V2 >) gpt), (465a) 
l=- 


这 有 时 也 称 为 两 尺度 差分 方程 
下 面 我 们 研究 两 尺度 关系 的 一 些 结论 ， 假 设 %') 在 a<t<6 之 外 的 值 为 0， 

此 时 我 们 也 称 $(*) 具 有 (Ca,， 6] 上 的 有 限 支 拌 ， 我 们 可 以 表示 这 个 现实 为 
support (8(*)) 二 (a，b]， 因 为 函数 $(21 一 1) 的 支撑 区 间 为 (<<，“3< | ， 根 据 
式 (465a) 得 到 ,只 有 有 限 项 为 非 零 ， 因 此 ,两 尺度 方程 右边 的 支撑 区 间 为 
a—(L~—1) 


(OD, $], meee RMN, RIEA o1=(4—F 


2], 这 推出 a=—(L—1), b=0, MACO ER A(—(L—1), 0] 之 外 为 0。 值得 一 


提 的 是 ， 如 果 滤 波 器 (g) #0, e, L—1 时 为 0， 那 么 (g) = {g} E IAL 
一 1，…，0 时 为 0， 所 以 长 度 为 工 的 尺度 滤波 器 {g,}) 对 应 于 支撑 区 间 ( 一 (L 一 1)， 
0] 上 的 尺度 函数 $8(，). 前 面 我 们 已 经 看 到 了 一 个 简单 的 例子 : 哈 尔 尺度 滤波 器 
的 长 度 为 工 =2， 式 (460c) 哈 尔 尺度 函数 的 支撑 区 间 为 (一 1，0]. 

我 们 可 以 利用 傅 里 叶 变 换 借助 于 {8,) 得 到 尺度 函数 $8(*) 的 解 . 令 


aP =| sed 
是 函数 OC +) AY AH BR 因为 


i. -xd fo , -nd 
| $c2e— De wd =< [screeds =f = s(£), 


2 
对 式 (465a) 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 得 到 


Df) =>) g = *"'o(£)= ol) 5; = staf al of) 2). 
(465b) 
其 中 G(*) 是 {8,} 的 傅 里 叶 变 换 ， 即 
GN = nem. 
经 过 ， 次 迭代 后 得 到 1 
ole) (465c) 
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当 n> ht, RMA 


ole) 


由 此 我 们 可 以 通过 DC +) AY 1 BY oe AE he 78 Bl ROE ow RK. 
如 果 在 式 (465b) 中 令 f==0， 并 且 如 果 我 们 回忆 DOME E 4 HR, Bi 


得 到 


(466a) 


f) = &(0) II 


| $code = v2) a| K- Dae = ree zi ode. 
mp [= 一 am — [=—00 a 


在 g*) 的 积分 不 等 于 零 的 假设 下 ， 我 们 有 


gı 一 V2, 这 推出 C(0) = 2 gı = v2. (466b) 
因为 
$10(t-+)= #0 (2 2 =~) = VI), 
两 尺度 差分 方程 (465a) 能 够 写成 


oo 


$0) = D g4o (1 过). 


[= co 


类 似 地 ， 差 分 方程 也 可 以 写成 


$i (ft) = > gipo.o(t — Ll) 或 $20 (t) = > ZiPio(t—2l), 


更 一 般 地 


AO E DDE T A a (466c) 


{=—o 


练习 [466] 4 Da CORR $41.6《*) 的 傅 里 叶 变 换 . 证 明 
a A) = G2 f/f). < 
例如 ， 从 j=2 开始 ， 注 意 O(D=O-), BALMA 


= 
= 


BH =GUNPG2NG pep = G(4 f)G(2f)GCf) BO) II 
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(ule)? kEZ)}) 构 成 规范 正 交 隆 数 集 的 事实 配置 G(*) 的 形式 上 的 一 个 重要 
eye. HF OC +) OC) HEM 


E por (te dt = e elf), 
帕 塞 瓦尔 定理 的 两 个 函数 形式 ( 式 38b) 告 诉 我 们 
dio = $$ Dd = | [Op eetas, 


其 中 Oo, MR &=0 时 是 1 并且 在 其 他 情况 下 为 0， Alt, RNA 
- J 


‘aad (2m—1)/2 


(2m+1)/2 


=, [iz 
IEA) | df= | DC f +m) | mdf 
amacoY —1/2 


-f° ( 5 JOf +m) |?) etas. 
ipl raa 


以 上 等 式 表明 圆 括号 内 求 和 的 传 里 叶 逆 变换 是 序列 ao) M eo } 的 傅 里 
叶 变 换 在 任何 频率 下 都 等 于 1， 所 以 得 到 


3 |o(f+m)|? = 1. (467a) 

使 用 式 (465b) ， 我 们 有 
加 | = 
D lecr+m|* => 2 


m= -æ 


也 就 是 说 


efta) eta 


G(f EF) )| Jel o(f FF )| =2, 


3 


m= 


其 中 =f. 上 面 和 式 的 偶数 m 指标 部 分 可 以 写成 


>> IE tn) |? lo fr +n]? = IEC? DS) lor +n /? = |GCPO/’, 


p™ 一 CD 


其 中 我 们 利用 了 式 (467a) 和 G(*) 的 周期 为 1 的 周期 性 ( 即 G(f +n)=G(f)， 对 
所 有 的 整数 n 均 成 立 )， 类 似 地 ， 和 式 的 奇数 m 指标 部 分 可 以 写成 


忆 |s(r+n+ 二 站 (A++ 二 | 


le(r+4)]"- 


-leh Ele -= 
联合 得 到 约束 
ai +|e(s+4)| =2 (467b) 
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特别 地 ， 如 果 在 式 中 令 f=0, RB 


|Gco) |? 十 GE = 2; 


另 一 方面 ， 式 (466b) 告 诉 我 们 GO =/2, MAMAE 


G(z)= 0, (468a) 


该 结论 将 在 11. 6 节 证 明 是 有 用 的 . 
该 结论 同时 让 我 们 能 够 确定 $C(，) 规 范 化 ， 首 先 回顾 式 (467a)， 我 们 可 以 写成 


DCA) |? + >) ES +m |? = 1, 因 此 |®(0) |? + >) | @Gn) |? = 1, 


=- uo 
m#9 m# 0 


当 f=0 时 ; 然而 ， 由 下 面 ， 我 们 看 到 对 最 后 和 的 所 有 项 都 有 Don) =0. 

练习 [468a] 4 m 为 任 一 非 零 整数 .用 记号 m= 二 2[2j 十 1]， 对 某 个 loo 和 
JEZ 并 且 用 式 (465c) 证 明 

of ti, ft aero; 
$m) = (“II Goi tT LD il LD, 

并 由 此 讨论 Pn) =0. a 

我 们 能 够 得 出 结论 16(0)| :=1， 从 而 必定 有 POSL. ATABER., R 
们 选择 B(0) =1. 由 此 得 到 规范 化 


i $(1)dt = D0) = 1 (468b) 


(Daubechies, 1992, p. 175). 所 以 ， 式 (466a) 可 简化 为 


OZ $ 
| $(f) = H -i (468c) 


两 尺度 关系 和 由,(*) 的 规范 正 交 性 同样 可 以 用 来 证 明 滤 波 器 18'} 具 有 单位 
能 量 以 及 它 的 偶数 平移 的 正 交 性 .由 以 下 练习 指出 (参看 练习 [76bj). 
练习 [468b] 证 明 
I, k=0; 


> Bigun = | (468d) 
Pom lo, 其 他 . 
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11.5 尺度 函数 与 尺度 滤波 器 


本 节 ， 我 们 阐述 感 兴趣 的 尺度 函数 $(，) 与 第 j 层 相 应 尺度 滤波 器 (gj., ) (该 
滤波 器 在 4.6 节 中 已 讨论 ， 其 一 些 主 要 的 性 质 由 表 154 给 出 ) 之 间 的 关系 .因为 
g! 三 &-1:， 所 以 第 一 层 的 尺度 滤波 器 {g1} 有 如 下 的 传递 函数 : 


Gf) = >, gen" = > ge” = GC f). 
[ue 


1 一 一 cc 


在 5. 2 节 中 ， 我 们 定义 了 极 大 重 琶 离散 小 波 变 换 的 尺度 滤波 器 &, 三 g,/VY2， 它 的 
传递 函数 是 G( PE 三 GCFP)/VZ 借助 于 这 个 传递 函数 ， 我 们 可 以 将 式 (468c) 写 为 


Of) = II G(-Z). 
这 一 结论 能 使 我 们 在 oC) Sig } 之 间 建 立 一 种 关系 ， 我 们 首先 注意 
Bf) = 6( 一 让 = Il G(£)~ II G( 云 )， 


对 于 j 很 大 时 成 立 ， 其 中 这 个 允 近 的 程度 可 以 用 诸如 Daubechies 尺度 滤波 器 ( 直 


观 地 ， 因 为 G(0)=1 和 G(.) 是 一 个 对 这 些 滤波 器 具有 所 有 阶 导 数 的 连续 函数 ， 
所 以 以 上 是 合理 的 ) 来 说 明 . 因此 ， 由 式 (169b) 有 


| We Pr is, 
G2 f) = J] Garp) = [| GAN =G, 
m=1 i=0 


EPG CII (Byun ERRAR. G OO PCB SBE R CGR (35a) By)» 
所 以 如 果 对 上 式 两 边 进行 离散 傅 里 叶 逆 变换 ， 并 且 考 虑 到 j 比较 大 时 的 情况 ， 我 
们 得 到 

< M2 一 i iff? 一 2 

Bi | sapemas ae) gk yer ie?) df 


eh P Ee fi pI (2) os l ub 
~ amera = 34(- 7): 
因此 我 们 得 到 结论 
2 Bj = Dga ~ bha) (469) 


所 以 ， 对 于 大 的 j， 第 j RA OOS OR EE ES 80) ALTER, 
为 了 验证 式 (469) 中 的 双 近 ， 我 们 需要 在 网 格 1/2 上 计算 so). FKL, 
我 们 可 以 使 用 两 尺度 方程 来 计算 尺度 函数 (在 某 一 比例 常数 内 通过 在 网 格 上 递 
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推 )， 为 此 ， 让 我 们 用 D(4) 尺 度 滤波 器 为 例 来 说 明 
lt pa 
0 4 ’ 一 ! £1 
- ap 83 -= z- 
§-2 8&2 4/3 » §-3 8&3 


4 L=4 时 ，$8(*) 的 支撑 为 (一 (L 一 1), 0J=(-3 
(465a)) ， 我 们 得 到 


#11 # 


， 我 们 有 (通过 式 (75d)) 


_ 3 二 3 
4/2” 
1 一 V3 
4V2 — 


，0]. 由 两 尺度 差分 方程 ( 式 


¢(— 3) g-; 0 0 0 | fe(— 3) 
¢(— 2) - g- E- gs 0 ||$(—2) 
$(— 1) 0 go 8-1 &-2||#(—1) l 
$(0) 0 0 0 gJ) 


从 下 面 一 行 ， 我 们 有 $8(0) 二 V28o$(0)， 因 为 /28o 关 1， 这 告诉 我 们 上 0) 一 0， 从 
而 可 以 删除 最 后 一 行 和 列 ， 并 利用 g -一 g:， 写 成 


$(— 3) gg 0 07f#-—3) ¢(— 3) 
$(—2)/=V21e. g gs| 18g( 一 2)|= Go 1g( 一 2) |. (470a) 
g( 一 1) 0 go gi4 \|¢(—1) ¢(— 1) 


类 似 地 ， 我 们 也 有 此 一 3)=0( 这 与 我 们 假设 := 一 3 E OME KSA 
致 )， 从 而 我 们 可 以 删除 第 一 行 和 列 ， 得 到 

g: I][$(— 2) 
e 


$(— 2) &2 
pa n= val® 
以 上 说 明 向 量 [#$( 一 2)，#$( 一 1) ]" 是 一 2X2 矩阵 的 特征 向 量 ( 相 应 特征 值 为 1). 
因为 对 于 任 一 常数 c，c[$( 一 2)，#( 一 1) ]" 也 是 一 特征 向 量 ， 所 有 我 们 仅 得 到 在 
某 一 比例 常数 下 的 $8( 一 2) 和 #8( 一 1) (实际 应 用 中 ， 利 用 失 *) 必 须 是 积分 为 1 这 一 
事实 ， 以 后 我 们 可 以 非常 精确 地 计算 这 一 常数 )， 上 面 第 一 行 给 出 了 
(一 2) _gsv2_ _ 1—¥3 
#(— 1) 1— g: V2 1+V3 
因为 $8( 一 3) 二 0， 从 而 也 就 固定 了 [$( 一 3)，#$( 一 2)，$( 一 1)]" 的 相关 元 素 大 小 . 
假设 现在 我 们 在 每 个 整数 一 3， 一 2， 一 1 上 都 增加 0. 5( 二 进 制 中 表示 为 . 1) 来 估 
its OCHA EMA. WERE KERR REDE, RB 


(470b) 


$(— 2.5) gz 83 0| 人 (一 3) $(— 3) 
了 l. >| = 2| go gi & be >| = G; 了 | A 
¢(— 0. 5) 0 0 go| L$(—1) ¢(— 1) 


即 由 在 整数 点 的 值 ， 得 到 两 整数 之 间 的 值 . 现在 假设 我 们 在 每 个 整数 元 素 一 3， 
一 2， 一 1 上 都 增加 0. 25( 二 进 制 中 表示 为 0.01) 来 估计 OC) FEE ERO. 两 


尺度 方程 给 出 
$(— 2.75) (— 2.5) $(— 3) 
了 l. 1» = Go ya 1. | = GG, 4 >| ; 
$(— 0. 75) $(— 0. 5) ¢(— 1) 
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图 471 第 j 层 等 效 的 D(4) 尺 度 滤波 器 {gj,, (左边 一 列 ) 和 D(4) 尺 度 函 数 和 .在 网 格 广 ， {= 


—3. 2, ,一 1 ，0( 有 有 边 一 列 )，j 二 2，4，6，8( 从 上 到 下 ) 上 的 估计 值 ， 对 给 定 的 
j， 两 组 图 像 均 由 3. 2 十 1 段 直 线段 连接 而 成 ， 右 边 一 列 从 上 到 下 分 别 表 示 的 是 郴 数 
gs) 在 t=—3 到 t=0 之 间 以 步 长 为 0.25，0.062 5, 0.015 625，0. 003 906 25 的 图 
像 、 左 边 一 列 中 ， 滤 波 器 表示 了 式 (469) 的 近似 ， 它 的 精确 度 随 着 7 的 增 大 而 增高 


类 似 地 ， 如 果 在 每 个 整数 元 素 上 增加 0.75( 二 进 制 中 表示 为 0.11)， 两 尺度 方程 
现在 给 出 


$(— 2. 25) $(— 2. 5) $(— 3) 
$(— 1.25) | = G toi) -ea $( 一 2) |. 
$(— 0. 25) $(— 0. 5) ¢(— 1) 


注意 数量 的 二 进 制 表示 (添加 整数 位 ) 告 诉 我 们 如 何 使 用 矩阵 Go 和 G 的 下 标 序 
列 ， 例 如 ， 如 果 我 们 增加 0. 625( 二 进 制 中 表示 为 0. 101) ， 就 使 用 GGG £R Ih 
量 [$( 一 3)，#$( 一 2)，#p( 一 1)] "来 得 到 [$8( 一 2. 375), $(—1. 375), 一 0. 375) ]* 
(更 多 递 推 格式 的 讨论 参见 Strang and Nguyen, 1996, p. 196). 


作为 例子 ， 图 471 右 列 从 上 到 下 显示 了 序列 ($( 右 ) 15-32, = —1, 0) 


中 的 ;二 2，4，6，8， 最 上 面 的 曲线 是 对 $8(*) 的 以 0.25 为 步 长 的 从 一 3 到 0 的 
估计 值 ， 最 下 面 的 曲线 是 步 长 为 0.003 906 25， 随 着 步 长 的 减 小 ， 图 像 曲 线 慢 慢 
的 汇聚 于 D(4) 尺 度 函 数 特有 的 “党 鱼 鳍 ”形状 ， 左 边 一 列 显 示 了 与 (=3 "2 ，…， 
1，0 相应 的 g ,的 图 像 (对 于 j=2, 4, 6, 8 在 图 98a 中 的 左边 一 列 也 以 相反 的 
顺序 同样 给 出 了 ).， 注意 在 j=2 和 4 时 ， 左 边 曲线 与 右边 曲线 存在 着 视觉 上 的 差 
别 ， 在 j= 二 6 和 8 时 这 种 差别 更 大 ， 这 正好 验证 了 式 (469) 的 逼近 程度 . 
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11.5 节 的 评论 与 扩展 

[1] 因 为 {gj,,} 具 有 宽度 LL 二 (2 一 1)(L 一 1) 十 1， 我 们 知道 gj 二 0， 对 于 
<0 Ml>(2?—-1)(L—-1) mm. 4 j BAM, HR (469) 2? gj 过 
(=F) RE 一 市 (2 一 D)(L 一 D) = 一 (L 一 1) 十 < 上 ， 对 于 很 大 的 j， 这 刚好 
大 于 一 (L 一 1). 由 此 论证 能 够 得 出 结论 %(.) 在 (一 ( 工 一 1)，0] 之 外 为 0. 
式 (460c) 定 义 的 哈 尔 尽 度 函 数 有 8& - 1) = 4(— (L—1)) =0 I 400) =1; B-F 
面 ， 对 D(4) 尺 度 函 数 ， 使 用 两 尺度 关系 ， 有 $$ 一 3)= 二 $8( 一 (LL 一 1))==0 fi $00) = 
0. 因此 ， 一 个 有 用 的 通用 表达 为 support {$8(*)}C( 一 (L 一 1)，0]， 这 人 允许 我 们 
Ab FH 4(0)=1 5 (0) =0 的 可 能 性 (比较 Daubechies, 1992, 第 6 Æ). 


11.6 小 波 函 数 和 细节 空间 


假设 V,，jE€Z 形成 一 个 多 分 辨 分 析 ( 在 11. 2 节 最 后 已 定义 )， 所 以 特别 
W. VCV- 令 WoCV_ 是 VW 在 V-! 中 的 正 交 补 ; 即 如 果 oC DCW., HA 
g(*")EV_ ,但 pg(*) 与 所 有 函数 x(+) EV, ER, 
(p(+),2(+)) = 0, 


然后 可 以 定义 
Va = V, OW, 
即 空间 V_, 称 为 W 和 人 ,的 直接 和 ， 其 意思 是 V-: 中 的 任 一 元 素 能 够 表示 为 两 个 相 
互 正 交 元 素 之 和 ， 一 个 属于 w， 另 一 个 属于 W. 一 般 地 ,Vj;CV-1,， 且 WC 
V-d VÆ 人 -中 的 正 交 补 ， 所 以 有 人 三 W-: 巾 双 -:，， 由 以 上 选 代 我 们 得 到 
V; = Wi BW Oo. 

子 空间 W, 称 为 对 尺度 p= ANA sla. VA W, REM 473a 所 示 ， 

作为 例子 ， 在 图 473b 中 ， 从 左 到 右 依次 显示 的 是 基于 蛤 尔 尺度 函数 在 子 空间 
Vi, wW 和 V3 中 的 一 个 函数 回想 一 下 ， 所 有 Vi” 中 的 函数 在 区 间 k ~<a 


k，kEZ 上 都 为 常数 : 另 一 方面 ， 所 有 V9 中 的 函数 在 区 间 和 <1 人 < 各，kEZ 上 


都 为 常数 ， 要 使 函数 gE VE 同时 与 VE 中 的 所 有 函数 正 交 ， 在 区 间 和 < 


hh ant << $ ch 为 偶数 ) 上 这 两 组 值 之 和 为 0， 这 在 图 473b 的 中 间 图 像 


中 已 表明 ， 其 中 pw(*) 的 值 表示 偏离 0 的 程度 ， 区 间 & 一 1 一 上 委 上 用 竖 直 的 点 线 来 
给 出 ， 事 实 上 ， 如 果 将 图 473b 中 左边 和 中 间 的 图 像 求 和 ， 则 得 到 右边 的 图 像 、 
让 我 们 定义 小 波 函数 y(*) 为 


ga) 二 VE hbt, Hh, = (D Fre. (472) 
1 二 一 cc 
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图 473a 


473b 


韦 因 图 阐明 了 子 空间 Vj; 和 W, 的 风 套 .有 五 段 圆 弧 从 基线 发 出 ， 每 段 圆 弧 的 末端 有 
一 段 直线 ， 连 接 到 左边 较 低 角 点 . 由 给 定 弧 和 从 弧 的 末端 发 射 的 两 条 直线 所 围 成 的 
面积 表示 一 个 近似 空间 V;。 这 最 大 面积 的 整个 图 表示 V-: ， 而 最 小 面积 的 图 像 表 示 
V; GQEBRER ViCV.CV:CV.CV.,). 阴影 部 分 表示 细节 空间 W. 注意 WC 
Vais WiCVo，W;CVi，W3CV;( 因 为 写 不 下 ， 所 以 Ws 没有 标 出 ). :同时 注意 
VCV_, 和 Wo。CV_!， 因 为 V1 同时 还 包含 Wo。 和 Wo 之 内 的 函数 的 线性 组 合 一 一 这 
种 组 合 不 一 定 要 同时 在 Vo 和 WP, AUE VA WO SHS, EA PUR 
RIG Ha. HU V- PU VUW AV. 最 后 注意 因为 所 有 的 空间 都 包括 
零 函数 ， 所 以 所 有 的 V; 和 W, 都 相交 于 一 点 (左下 角 的 交点 ) 


在 空间 VS, WS 和 V 中 中 的 函数 举例 ， 注意 当 VS" 空间 中 的 函数 在 区 间 Ck — 1, 
k], KEZ, HAAA, WERKA H, W 中 的 函数 的 积分 为 零 (这 些 区 间 的 
端点 在 中 间 图 像 显 示 垂 直 点 线 显 示 )， 在 V 叶 中 的 函数 事实 上 由 另外 两 个 图 像 中 由 


点 法 则 相 加 形成 
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(注意 这 一 定义 与 式 (465a) 中 关于 $8(，) 的 两 尺度 关系 之 间 的 相似 性 )， 序 列 {h,} 是 
相应 于 {8g,} 的 正 交 镜像 滤波 器 (QMF); 正 交 镜像 滤波 器 的 定义 隐 含 ， 假 设 


{81} 在 区 间 — (LDS 之 外 等 于 0， 因 此 {h,}) 在 区 间 —(L—-1)</<0 之 外 
也 等 于 0. Aik, 从 一 ce 到 ce 的 求 和 在 数学 计算 方面 很 方便 解释 且 与 
式 (465a) 一 致 ， 但 是 在 实际 应 用 中 ， 取 h,= 二 0，L 记 0 和 /三 一 L， 正 交 镜 像 滤波 器 
的 定义 保证 户 -, 一 六 . 

考虑 到 支撑 区 间 support {g%*))}C( 一 ( 工 一 1)，0]j， 式 (472) 意 味 着 当 
—(L—1)<2t—1 <0 Hf, p) =0. 我 们 也 有 在 区 间 —(L—-1)<1/<0 之 外 有 
{人 ,三 (一 1)'g1-i-i) 为 0 因此， 两 约束 相 加 除 以 2 后 求 得 ， 当 上 不 属于 
—(L~—1)<t<0 时 y(t) 二 0， 所 以 有 support{gC*)}C( 一 (L 一 1)，0]， 对 $8(*) 也 


带 有 
a aea 
aco = le) te), PREZ, 


BANTER (pon C) : mEZ)} 构 成 细节 空间 W AY — PS REE CE. A, RANGE 
证 明 ， 对 所 有 的 m, NEL dom Lon, HP | 表示 “ 正 交 于 ”， 即 


(Yom (*) shon C) = | dom Dhon Dd =ý: 
这 一 结论 可 从 办,, 的 规范 正 交 性 和 式 (465a) 以 及 (472) 得 出 ， 因 为 我 们 有 
[Youn Obon Dde = > hi Ein = 0. 
练习 [474a] 补充 上 面 等 式 的 推导 细节 ， 4 


因为 bo. (*) 构 成 Vo 的 一 个 基底 ， 由 此 得 出 如,。(*) 与 wo 中 的 所 有 函数 正 交 . 
另外 ， 式 (472) 中 y(*) 的 定义 可 以 写成 


Yom (t) = S hiu lt — m), 


1 = 一 2 


这 表明 pn CEV. HF 加 .mn(*) 与 Vo 中 的 所 有 函数 正 交 ， 且 属于 V-;， 所 以 
我 们 必 有 J.n(*)EWo 对 所 有 的 MEZ 成立， 
练习 [474b] 使 用 y(*) 的 定义 ， 加,a(*) 的 规范 正 交 性 和 由 式 (468d) 给 出 的 
{84}) 的 偶数 平移 的 正 交 性 ， 证 明 gom (e) EREE X H. a 
最 后 一 步 需要 建立 dom OR Wo 的 一 个 规范 正 交 基 ， 这 是 练习 [11. 2j] 的 主 
题 ， 因 此 ， 像 V, 的 基 函 数 是 尺度 函数 %(*) 的 伸缩 平移 一 样 ， 允 ,的 基 函 数 是 小 波 
函数 y(*) 的 伸缩 平移 . 
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图 475 了 哈 尔 小 波 函 数 光 ”() 与 相应 的 细节 空间 ， 中 间 一 行 的 前 三 个 显示 的 是 哈 尔 细 节 空 间 
Wi =P wR. MUERA, WP, PP COA BTC). RITRAM HN ARE 
Ws pA ee A. HEAP HES? SW bs T SR a SS fe) Wi ”和 WD 
的 图 像 ( 图 461 Sb ay T AEI BY RRO Bi OA aT 2 ID 


小 波 函 数 的 一 个 最 简单 的 例子 是 哈 尔 小 波 函数 ， 其 定义 如 下 : 
CH) = arai I A _$®(2t+1) | 9 (2t) 
gv a) =/2 Dig (21 0= 一 BE ae eT a | 


(一 一 co 


—l, —l/<tis<—1/2; 


=<l1, —1/2<1t<0; (475) 
0, Heth. 
由 于 正 交 镜像 滤波 器 关系 产生 hA-=—-g.=—1//72, ho=g-.=1//2 和 h,= 


0(1 关 0 R- DOERR- ELSA) PELHAM). 475 显示 了 哈 尔 小 波 基 
函数 ， 从 上 到 下 依次 对 于 子 空间 Wi, Wo? AW, URB—-TFS MB — 
个 函数 实例 (比较 图 461 AY PAAR ROBE eR DD. 

因为 pa EW 加 ,mn(*")EVi， 且 由 于 W, 中 所 有 函数 都 与 Vi 中 的 函数 正 交 ， 


我 们 有 piale) Pn), 对 所 有 k, mEZ 成 立 ， 进而 因为 
Vo =v. OW, OW, 
则 有 Pa Ce) | peme), Poll pin OAR pole) Lim) 对 所 有 ks mEZ 
成 立 . 一 般 地 ， Bi) im), jo k, iy me Z BA ft i<j. pial) L dim CO) > 
对 于 所 有 js ky ly MELB jA AR pC) L pim) MMA I, ks mEZ 
使 kÆm. 
(BiA (A, } 之 间 的 正 交 镜 像 滤 波 器 关系 可 以 用 于 建立 如 下 结果 . 


476 SIE 


练习 [476] WEHR fh, | Bee PRE: 
Hf) =— e®Y4-G" Cie +\=- ee G( 一 f). (476a) 
q 
申 式 (468a) 和 (476a) 以 及 G(，) 的 单位 周期 性 产生 
H(0) = > h, = 0. (476b) 


另外 ,， 令 We) Bas yg(*) 的 傅 里 叶 变 换 . 用 类 似 式 (465a) 到 (465b) 导 出 的 论证 ， 
对 式 (472) 两 边 进行 傅 里 叶 变 换 得 到 
FIS 
H 
ait) 
Wf) =o2)—5 | (476c) 
因此 百 (0)=0 意味 着 
V(0) = | gard = 0, 
(Daubechies, 1992, 2.4). fj abut. WEA BR) RRA ER 
-个 “小 的 波 ”; 因为 更 (0) 王 0， 小 波 函 数 在 频率 为 零 的 时 候 没有 能 量 ， 因 此， 像 
尺度 函数 一 样 ， 小 波 函 数 y(*) 具 有 单位 范 数 ， 但 是 与 尺度 晴 数 不 同 的 是 ， 它 的 
积分 为 零 . 将 式 (465b) 代 人 式 (476c)， 回 忆 OO =1 RNA 
zi E 
A(t) G (3) 


2 oa 2 | 
11.7 小 波 函 数 与 小 波 滤波 器 
在 小 波 函 数 Jy(*) 与 第 j 层 等 价 小 波 滤波 器 {h.,} 之 间 ， 存 在 类 似 于 我 们 在 
11. 5 节 中 讲 的 尺度 函数 与 滤波 器 之 间 的 关系 ， 因 为 4, 三 h -,， 我 们 知道 H= 
所 (一 f)， 因 为 极 大 重 公 离散 小 波 变 换 小 波 滤波 器 是 二 hi/V2( 参 见 5.2 节 )， 它 
的 传递 函数 由 HASHANAH. We, RAT) H 
wp =A(-4) TL 6(-£). 


wif) = (476d) 


从 而 ， 对 于 大 的 j， 
Ep =Y- f) = A(£)IL (去 

因此 ， 由 式 (169b) 
Pf) ~ H2- PII G(2r*f) = Aon pH Gp = ACA); 


i 
= 
rls, 
J= 

Q 
hs 
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Hp AOR AEB. FKH j, PED arts 
Ru] V2 Peed f ~ = s0(-3)- 
所 以 对 于 大 的 j, 
Qh jy = Pha (5 )， (477a) 
gael JAS Br UR UE UK AE OT el ORE SG AU AB. 
， 让 我 们 转 到 利用 式 (472) 的 递 推 来 计算 gC). B— THRIFT. A 
ee ne D(4) 的 设计 ， 由 式 (472) 以 及 用 h= 


h _ Ag 


y(— 3) ky O -0 "| pam 
4 一 2)| _ ; hy hs hy Ô #(—2)) 
y(— 1) O ho h he} }g(—1) 
(0) J 0 0 0 N $0) | 


因为 我 们 知道 $8( 一 3) = 二 $8(0)= 二 0， 由 此 得 出 y( 一 3)= 二 gp(0) 二 0。 删除 第 一 行 
第 一 列 和 最 后 一 行 最 后 一 列 得 到 


pl—2)] fhe hs 7 #(— 2) 
一 人 2 (477b) 
a a AL, bees a i 
由 此 我 们 可 以 得 出 比率 
必 一 2) -一 1 十 V3 (4770) 


y(— 1) en 
anemia w(—2), -DT CR AAI Cth ey EE I. 11. 3] 的 主 
， 类 似 于 式 (470a)， 我 们 可 以 写 
iy(— 3) hs 0 01[#( 一 3) $(— 3)] 
roo] ah hi | Cala 2) 
We 0 ho $(— 1) $(— 1) 
NA 3， 一 2， 一 1 分 别 增加 0. 5( 二 进 制 表示 为 .01)， 在 这 些 点 上 佑 
it yl(*) 的 值 ， 再 一 次 利用 式 (472) 得 
y(— 2. 5) hz hs 031[#( 一 3) $(— 3) 
Socal > Ay | ton = H, = 
y(— 0. 5) 0 0 ¢(— 1) $(— 1) 
如 果 对 整数 一 3， 一 2， 一 1 分 别 增加 0. 25( 二 进 制 表示 为 0.01)， 在 这 些 点 上 估计 
pg(*) 的 值 ， 式 (472) 给 出 


J(— 2. 75) rg( 一 2.5) 3) 
y(— 1.75) | = Hy |$ 1.5) |= HG |$ 2) |. 
(— 0. 75) ig(— 0. 5) $(— 1) 
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图 478 第 j 阶 等 价 的 D(4) 小 波 滤波 器 h, (左边 一 列 ) 和 D(4) 小 波 郴 数 OER 


l=—3. 2i, =, —1, 0 (右边 一 列 ) ，j 一 2，4，6，8 (从 上 到 下 ?上 的 估计 值 . 详细 
的 布局 参见 图 471 的 类 似 的 说 明 


类 似 地 ， 如 果 对 整数 一 3， 一 2， 一 1 分 别 增加 0. 75( 二 进 制 表示 为 0.11)， 在 这 
些 点 上 估计 y(*) 的 值 ， 我 们 得 到 


4( 一 2.25)] $(— 2.5) ¢(— 3) 
po |= ¢(—1.5)|= H,G, c» 
y(— 0. 25) $(— 0.5) $(—1) 


二 进 制 数 的 整数 位 增加 的 表示 形式 再 一 次 告诉 我 们 使 用 矩阵 序列 ， 例 如 ， 如 果 增 
加 0.625( 二 进 制 表示 为 0.101)， 则 用 HGG 乘 以 向 量 [%( 一 3)， 风 (一 2)， 
$( 一 1)]'， 最 后 一 个 矩阵 乘法 是 再 , ， 所 以 之 前 将 插 人 和 矩阵 G. 


作为 例子 ， 图 478 右边 一 列 显示 序列 (y( 亩 ) :一 一 3 2 ，…， 一 1,，0]( 从 


上 到 下 ) 对 于 7 二 2， 4，6，8， 左边 一 列 显示 了 与 /=3， 2’， a 0 相应 的 hy. 
的 图 像 (j =2, 4, 6 的 曲线 在 图 98a 的 右边 一 列 逆序 显示 ).， 随 着 7 的 增 大 ， 同 一 
行 的 图 像 之 间 的 视觉 差异 逐渐 消失 ， 由 此 验证 式 (477a) 的 台 近 程度 . 


11.8 ”有 限 能 量 信和 号 的 多 分 辨 分 析 


在 11. 3 节 中 ， 我 们 考虑 通过 向 子 空间 VCV。 上 投影 获得 的 5%(") 来 逼近 
信号 zx(*)EV。， 这 里 我 们 通过 证 明 在 zx(*) 与 投影 s;(*) 之 间 的 差别 能 够 表示 
为 在 细节 子 空间 W;，W;-!，…，W1; 上 的 投影 来 展开 我 们 的 讨论 ， 信 号 rE 
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V =V OW fEBDRAECTE Vi 和 W,; 上 的 分 量 给 出 和 的 形式 (多 分 辨 分 析 ): 
z(t) = s(t) +d,(t), 

其 中 s,C*) 和 di1(*) 分 别 为 信号 xz(*) 包 含 在 Vi 和 W, 上 的 部 分 . 信号 ss(*) 是 

x(*) 在 子 空间 Vi 的 投影 ， 由 式 (462b) 给 出 ， 同 样 地 ， 信 号 d(C) rl EFS 

间 Wi RR. AA (hal) BR W, 的 一 个 规范 正 交 基 ， 我 们 有 


di (t) = yw piat)’ 其 中 Wi = (xl Jy piale .)). (479a) 


这 里 di(*) 表 示 x(。 ETET SCORA, wa RA d1(*) 的 小 波 系 
数 . 使 用 式 (463a) 改 进 的 平行 结论 ， 我 们 有 


ao 
Wie | [E wt (t) patha 
$), 
V2 


t 


I 


3 wal p(t —[m— 2k]) 


m= 


= D vonn (fon ae?) spiol>)). (479b) 


练习 [479] 证 明 Pom- C°), po CC) hnas HP (A) BAM Fg.) 的 
正 交 镜像 滤波 器 . 另外， 证 明 : 


(bm) ire")) = (Pome) s~r.o(*)) = koai (479c) 
对 于 所 有 的 j 成 立 . p 
我 们 注意 
t 
f - (2) 
hy = Gol) oro) 一 | $4 —D ee (479d) 


作为 例子 ， 让 我 们 计算 对 于 式 (460c) 和 (475) 的 小 波 尺度 #”(，) 和 小 波 函 数 


wb (Wh). AW 
—l, —2<t<-l1; 


l, li— lr 
(7-1) = ， y(>)= l, —1< 1.0; 
0, 其 他 ; 2 
0, 其 他 . 
由 式 (479d) 得 到 
—1//2, l=-1; 
T 1f 1 f° ace = 
h =-->] md 一 Dd 十 二 | $™ (a — Ddt = 41/V2, i=0; 
i Bat JZ- fiz 


0, 其 他 . 
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因为 hh 三 h -,， 我 们 得 到 
1/ /2, l= 0; 
h =4—1//⁄2, l=1; 
0, 其 他 . 
这 与 4. 2 节 中 引 人 的 哈 尔 小 波 滤 波 器 {h,) 的 定义 一 致 . 
由 式 (479b) 和 练习 [479j 的 第 一 部 分 ， RNA 


kK. 一 > Rae a >) hivo.» (480a) 


其 中 我 们 使 用 kh SAAS l=2k—-—m. KTRKH (463a) 的 ws 非常 类 似 ， 像 
{vi.:} 是 正确 的 一 样 ， Elh mF, FF Bl) {wia } 由 对 输出 滤波 器 的 (因子 2) F$ 
样 产生 . 
因为 5,(*)EV= 二 V,W,， 我 们 可 以 在 V; 和 W; 里 将 它 分 解 得 到 
s(t) = slt) Hd), di(t) = DS) wragralt)s 


其 中 j= 层 的 小 波 系 数 由 下 式 给 出 : 
Lo, = (5, Ce) gale)? 
使 用 式 (462b) 中 对 s,(*) 的 展 式 ， 我 们 有 


w= ( > Vi mPi.m©*) opale) 
=) wn (bn) ,orl )) 


一 > h m-24U).m = >) hmin» (480b) 
m=- 一 ce fe 


其 中 我 们 用 到 式 (497c) 当 j= 1 时 的 结果 . 
用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 将 s- OEV- = VOW, RA VW, 中 的 分 


量 得 到 
saD =s +d), dt) = Y, wayirlt), (480c) 
ka mon 


其 中 了 层 的 小 波 系数 由 下 式 给 出 : 
Week = Esja Cespa O). 
对 rw 的 表达 式 进 行 递 推 得 到 


oo 


Wie = >; h m24 Vj. = X hiU j-1,20-1 (480d) 
x 1 一 2e 


n= 
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(参见 式 (464b) 中 的 vja). 
在 第 7 步 ， 我 们 可 以 写成 
X(t)= s(t) + di(t) 
= s: (4) +d: (t) +d, (t) 


= s(t) +d; t) + +d (t), (48la) 
一 个 多 分 辨 分 析 反 映 这 样 一 个 事实 

Vo =V, OW 0O- OVW.. 
这 个 结果 自然 地 导出 重要 的 结果 : s,-1(*) 在 V; 上 的 投影 等 于 x(*) 在 V) 上 的 投 
E, s (OE W, 的 投影 等 于 x(*) 在 W; 上 的 投影 。 下面 的 练习 可 以 清楚 地 说 明 
这 个 结论 . 

练习 [481] WEH, wit ws,; 的 表达 式 由 下 式 给 出 : 
Vz, = (ro) gr(。))， TW 一 《Z(。) ,yor le). 


推广 这 个 结果 ， 证 明 


vja = (xr) ,bl )), ws = (TC) pal)). 4 
借助 于 尺度 和 小 波 系数 ， 式 (481a) 中 xz(*) 的 表达 式 能 够 明确 地 写 为 
x(t) — 5 Vj P; a lt) 十 5 5 Wi apia Ct). (481b) 


在 上 式 表 达 式 中 4,(*) 和 yg.:(*) 的 规范 正 交 性 容易 得 出 帕 塞 瓦尔 定理 的 如 下 
形式 : 

| a’ (t)dt = 3 vi 十 5 > Wipe (481c) 

现在 假设 对 某 个 joEZ, (EV ev ES "OW, eae 即 我 们 没有 必要 像 前 面 


那样 假设 zx(.)EVs， 所 以 现在 认为 ORARE A, 三 2" 而 不 是 单位 尺度 ， 一 
个 类 似 上 述 的 扩展 显示 ， 对 任 一 的 jj RMA 


了 了 


A 
ri) = sO Hd HH Hda = D jabal + D D wrap, 
k : L= 9,7 ers 


(481d) 
从 而 式 (481c) 变 为 
| rods Dat D D wie. 
ait k= xD 


[= jg lk =o 
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图 482 函数 r(-)EV( 左 上 角 图 ) 的 多 分 辨 分 析 ， AA =P ii. B 
so VEVIP. EVI 和 sC EV (如 图 上 排 从 左 到 右 ) 以 及 
相应 的 细节 dal) EWSP, dC EWI MM di CO) E Wi? CF HRA 
到 右 ) 


作为 例子 ， 图 482 BHAT “ABR RE” KR x(，)EV 习 的 多 分 辨 分 析 直 到 尺度 
A2=4. 
在 式 (481d) 中 ， 因 为 我 们 考虑 rC) EV, CL?(R)， 所 以 对 1 求 和 后 是 有 限 


的 . 我 们 仍然 假设 仅仅 知道 r(e) EL’ (R). 
练习 [482] 证 明 ， 对 任 一 给 定 和 的 j， 


V OW, OW = |] V, = LR). < 


由 上 式 可 得 非 齐 次 小 波 展开 
x(t) = 5 Usp Ct) + 5i pj Wi spilt). 
k> [= he oe 


nn > 


我 们 也 可 以 证 明 


QW, = LR), 
产生 仅 根据 小 波 函 数 的 齐 次 小 波 展开 
z(t) = D D wapu. 
最 后 ， 我 们 注意 到 ， 给 定 j 层 的 尺度 和 小 波 系数 ， 使 用 式 (480c) ， 我 们 可 以 
EH j 一 1 层 的 尺度 系数 
Ujira = (sj Ce) Piia Ce) 


= (5C) +d; C) spial) ) 
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一 (s; Ce) s$, (°)? 十 (d,C*) B14 (*)) 


= D vnel Pim Ce) ,BC )) 十 Ds Wim (Pim) aC) 


= > Zt—2mV jm 十 Dh mW) (483a) 
其 中 在 得 出 最 后 等 式 时 我 们 用 到 了 练习 [464] 和 [479] 的 结果 ， 注 意 在 最 后 一 行 第 
一 部 分 求 和 时 不 能 表示 为 1{5。} 滤 波 {uwm}， 因 为 当 & 为 偶数 时 ， 求 和 只 用 到 了 
{gm}) 的 偶数 角 标 部 分 的 值 ， 而 当 上 为 奇数 时 ， 求 和 只 用 到 了 41&。)} 的 奇数 角 标 部 


分 的 值 (对 包括 {4,} 求 和 类 似 的 结论 也 成 立 ). 
11.9 BRE 
令 和 ,表示 小 波 函 数 y(*) 的 m HE: 
N= | godt, (483b) 


本 节 ， 我 们 探讨 > MAREI pO, r MRM SBN, 一 0， 对 
m=0, 1, =, r—1 成 立 ， 其 中 7 为 一 正 整数 .消失 矩 的 意义 源 于 如 下 事实 (在 
评论 与 扩展 第 [1] 条 中 简单 讨论 ) ， 如 果 y(*) 和 它 的 r—1 次 微分 处 处 连续 且 满 足 
某 个 有 界 性 条 件 ， 则 GOA r 阶 消失 矩 . %(*) 的 连续 性 和 足够 阶 可 微 性 帮助 消 
除了 信号 分 析 中 由 于 小 波 函 数 本 身 的 人 为 误差 一 一 通俗 地 说 ，y(*) 的 消失 答 的 阶 
ME. MMS EAMES MPRA. 现在， 只 是 如 果 y(*) 有 
r 阶 消失 矩 A y(*) 和 它 的 + 一 1 阶 导 数 都 连续 .这 就 是 Daubechies(1993) 将 消 
失 和 矩 条 件 合并 到 他 的 滤波 器 设计 中 的 动机 ， 像 在 本 节 讨 论 的 ， 值 得 注意 的 是 ， 具 
有 r 阶 消失 和 矩 的 小 波 %(*) 不 保证 有 r 一 1 阶 连续 导数 ， 即 “ 当 且 仅 当 "不 成 立 ， 仅 
仅 是 “ 仅 当 ”( 我 们 转 到 评论 与 扩展 第 [2j 条 ). 

加 在 y(*) 的 消失 和 矩 条 件 相 当 于 加 在 它 的 侍 里 叶 变 换 VIHA. MRS 
VO () RAR VOWS m MFR WARTA 

yr" (p= io" t"pt)e dt, 

由 此 可 以 看 出 N= 二 0 意味 着 W'™(0) 一 0 ; 即 加 在 yC) HRA BRA 


op») A ABE EEL Of AE Bh SH — E Bir AS TE EO 的 时 候 等 于 0. 
消失 矩 条 件 同 时 也 隐 含 百 (.) 上 的 某 个 条 件 ， 这 是 在 式 (472) 中 用 来 定义 


4%(*) 的 序列 {A} 的 傅 里 叶 变 换 ， 为 此 ， 对 式 (476c)( 式 (472) 中 频 域 ) 进 行 微分 得 
TEA f 
a (>) o(>) 
(1) h ae 2 Ly uy 2 Ly‘1) T 
YP = grr (gt Gaz (7). 
因为 HO =0 (参见 式 (476b)) 和 因为 PO) =1 (参见 式 (468b))， 我 们 可 以 看 到 
Ww? (0)=0 意味 着 H” 0)=0. 
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练习 [484] 通过 证 明 ， 对 任意 的 m=0, 1, =, r—1, WM (0) =0 意味 着 
H™ (0)=0, X ERB. 4 

因此 ， 如 果 A r BAAR. ， 则 对 任意 的 m=0, 1, +, 7 一 1]，H'™(0)== 
0. HF 


H'™ (0) = (— i2n)” >) lh, 


Ios: oo 


所 以 pC) AT r THRO BPRS CA, } 也 有 r BYR. 
现在 {hi}) 是 相应 于 {&,}) 的 正 交 镜 像 滤波 器 ， 所 以 通过 式 (476a)， 加 在 
互 (.) 的 条 件 变 为 加 在 GMA. BEER 
H(+)=— eGo) = G0) = /2, HW) =—G(>)= 0 
(使 用 式 (466b) 和 式 (476b)， 并 且 回 忆 起 工 为 偶数 )， 对 式 (476a) 的 左右 两 端 进 
行 微分 ， 并 且 令 f= 一 0， 我 们 得 到 
A” (0) =— i2x(L — DG(3)+0" (+)= G (>), 


所 以 条 件 (0) =0 意味 着 Go (1) —0. HiME BA, HF m=O, 1, e, 
r—-1, H™ (0) =0 意味 着 对 于 m=0, 1, =, r—l, G~ (2) =0. 因此 ， 


%(.) 有 上 阶 消失 垂 也 意味 着 对 任意 的 四 =0，1，…，r 一 1，Gm (F)=0. 
对 于 复 值 变量 =， 让 我 们 定义 
C(z) = > gz”, 
这 称 为 序列 18,) 的 z 变换 (Oppenheim ana Sainte 1989, p. 149), MRS z= 
e, RANEE 


Ge!) = >) ge =G), 


BD (a, REER CSC AE Rf AY PROD. TB FR $8(*) 和 y(*) 在 区 间 
(一 ( 工 一 1)，0] 的 有 限 支撑 相当 于 tj Ag. SHE LDS 之 外 为 零 ， 所 
LL, G+) dE > 非 负 指数 的 L 一 1 次 多 项 式 ， 我 们 可 以 写成 


9 


L=) 
Ged= Ð) ge” = gn [|2 2), (484) 
t=] 


其 中 z, 是 多 项 式 G(*) 除 以 #-u-.v 后 的 第 /个 根 (假定 我 们 能 够 取 go» ). 
因为 


L-i 
GUf) =G) = Bn [[ Ce t), 
i=) 
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由 e**， 我 们 可 以 将 G(*) 视 为 L 一 1 次 三 角 多 项 式 . 
假设 WH r 阶 消失 矩 ， 从 而 当 站 =0，1，…，r 一 1 时 有 G~ (+) =0. 


HFG” (>)=E~ (er) 一 Go (一 1)， 由 此 得 到 Bm (一 1)=0， 我 们 认为 加 在 


G(*) 的 导数 上 的 这 个 条 件 意味 着 GC*) 的 7 个 根 ， 计 为 z;，…，z,， 都 等 于 一 1. 
Wik, PATA z= —1 处 对 G(，) 进 行 泰勒 (Taylor) 展 开 得 (利用 对 所 有 的 ISL, 
G” (z)=0, AAG) L-1 次 多 项 式 这 一 事实 ) 


i~} t 
G(z) = 3 RGO =>) SF Geen 
l=r 4 


= (x4 193 SERGE. 

与 式 (484) 联 合 产生 

G(z) = g-u- (2 +1)" I] e-a. (485a) 

fees 
& z=, BH ERMA ERT 
Gf) = G) = gaan Ce?! + D [I ee — z) = (ea y Qf), 
l (485b) 

其 中 


L-] 
Qf) =? g-un [] Ce — e). 


tere] 


注意 到 因为 6(0)=V2， 则 还 必 有 Q(0) =V2. BH, AW al, HF Lert 
1，…, L-1 成 立 ， 我 们 知道 Q(F) AO. AB BB Q(*) 是 有 单位 周期 的 
上 L 一 r 一 1 次 的 三 角 多 项 式 . 

构造 有 有 限 支撑 的 小 波 的 关键 是 式 (485b)， 定 义 9(7) 三 1G(/) |? BRAM 
益 函 数 ， 使 
"IQ | = cos” (af) Qf); 


Gf) = 
HHO M=|/Qcf|’. 
练习 [485] 证明， 因为 序列 1g,}) 是 实 值 的 . 所 以 G(f) 和 (ff) 都 是 


cos(2r fo Ay SIUM. < 
因为 cos(2rf)=1—2sin? (rf), RITH Q E R sin* (xf) 的 多 项 式 ， 


因此 


esl + l 
2 


GP = cos” (af) P (sin? (xf), 
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其 中 PP(.) 是 待定 多 项 式 ， 借 助 于 9(.)， 式 (467b) 的 正 交 性 条 件 可 以 写成 
= fe, ly 
GP+G(ft+>z)= 2, 
即 
cos” (xf) Plsin (xf))+ sin’ (rf) P(cos’*(xf)) = 2 
或 者 
(l-y’ P(w+y Pl—y 一 2， 
对 任意 的 vE[0，1] Mw. Daubechies(1992, fH 6.12, p. 171) HEAT P(e) 
必须 有 如 下 形式 : 
Ply) = 2?| P.o) +y R(>-»)]- 


其 中 


k 


~ ;r— 1 +k 
p 


P, o) = > ( R 


RR(，) 是 一 奇 次 多 项 式 上 且 选 得 使 yelo, 1] 时 PP(y) 宇 0， 由 此 ，Q(*) 的 形式 完全 
知道 了 ， 但是， 为 了 用 式 (485b) 来 得 到 滤波 器 {8,}， 我 们 实际 上 需要 知道 8(7) 
HEKRA, RAN =P Csi (xf) KH" EAR” TE RCS FP OY Gh > A. 
Daubechies( 1988) FER (y)=0 构造 了 一 族 尺度 滤波 器 ，P(*) 三 2P,(*) 且 
平方 增益 函数 为 
1 十 


ri 一 一 
Gf) = 2cos (nf) 5) (" R Jint xf), (486) 
ko 


这 与 式 (105a) 取 r= 甘 时 是 恒 等 的 ， 在 下 节 ， 我 们 取 L=2, 4, 6 和 8 REN 
的 谱 分 解 进行 讨论 . 
11. 9 节 的 评论 与 扩展 

[1] 令 CRR? C), PC), es VO COREE y ORR, Hh 
Y? (9) BAR VORE k 阶 导数 (定义 yO COSC). F y(*) 是 一 个 函数 ， 使 得 
(pa) : EZ) 构成 L*(R) 中 函数 的 一 个 规范 正 交 基 ( 如 果 g A — Av i eR 
这 能 满足 )，Daubechies(1992， 推 论 5. 5. 2，p. 154) 证 明了 : MR gy(*)EC ” ， 
且 如 果 yg*(*) 对 于 有 三 r 一 1 是 有 界 的 ， 并 且 如 果 


< 一 一 太一 一， 
IDIS FT 


其 中 c 是 一 常数 ,， 且 se 二 0， 则 y(*) 具 有 7 阶 消失 和 矩 ( 即 在 式 (483b) 中 ，m 二 0， 
1，…,r 一 1] HRAN n= O0). 

[2] 尺 度 和 小 波 函 数 的 光滑 性 的 一 种 度量 通过 它们 所 谓 的 正则 性 给 出 ， 我 们 
可 以 通过 利 普 希 芯 (Lipschitz) (或 者 赫 尔 德 (Holder) 条 件 ) 定 义 . 如 果 对 任意 的 t, 
CERA 
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yD — y(t+t) | cele j’, 
则 称 函 数 (+) A B Lipschitz 正则 阶 ， 其 中 0 二 B81,，c 是 一 常数 (实际 中 ， 认 
H t 很 小 )， 由 Y(*) 的 n 阶 导数 代替 y(*) 可 以 得 到 高 阶 的 正则 性 a 二 n 十 8， 这 样 
定义 a 阶 Holder 空间 介 于 C" 和 C”""' 之 间 ( 回 顾 C" 表 示 y (+) BREE yO A 
它 的 1 到 n 阶 导 数 都 处 处 连续 )， E a BY Holder 空间 中 的 函数 称 为 是 a 阶 ( 赫 尔 


德 ) 正 则 . 
Rioul(1992) fit TM L=4, 6 和 8 Ht DCL), SCOR WC +) Ba RCH Ak R BE 
则 性 ， 分 别 如 下 : 


$e) pO) EC Co, HNP) OEC, EC; 
$C) gO) E C18, MP) PECL, EC; 
P pe) E C, Melo ODECE, 
Kp, PM D4). SOR PORR GR, AEAF C" ， 但 是 它们 不 属于 C'( 即 
它们 没有 连续 导数 )， 注意 既然 %*) 是 %(2t) 的 平移 的 有 限 线 性 组 合 ， 所 以 认为 
$(，) 和 yl(，) 有 相同 的 正则 阶 是 合理 的 . 
对 于 比较 大 的 世 的 D(L) 族 ，Daubechies(1992) 发 现 近 似 地 有 
GEC’, BP) Wer EC”, 
因此 大 约 80% WS OR A" AY, BER TE UE BRE F§ RA L/10 RR AT 
以 得 到 ， 这 意味 着 POA r 阶 消失 和 矩 不 能 保证 有 pE. 
[3 回想 YC) A r 阶 消失 矩 意味 着 
Gm (1) =~ (-4)= om = or 一 1 
HFG f)=G(—-f), RUA G (+) =0. 对 于 {gli} 的 增益 函数 |1G(*)| 在 f= 


Fs Bl r 的 增 大 而 变 得 更 扁 。，Daubechies (1992，p. 245 一 7) 指 出 : 对 包括 
G(,) 的 多 重 应 用 的 级 联 的 滤波 器 进行 隔行 下 采样 (应 用 于 离散 小 波 变换 )， 对 于 等 
价 滤波 器 的 增益 函数 在 高 频 处 将 出 现 波纹 ， 除 非 1G(*)| 在 f= ARSE A R. 


11.10 ” 谱 分 解 和 滤波 器 系数 


对 于 式 (486) 中 的 9(.) 的 分 解 ， 我 们 先 回顾 一 下 实 系数 滤波 器 ( 即 实 值 脉冲 
响应 序列 ) 的 延 时 、 相 位 以 及 属性 的 一 些 结果 .我们 的 出 发 点 是 式 (485a) 取 r= 


L/2. > 
Gz) = g-u- (z +1) Q (z), (487) 


对 此 我 们 定义 


工 一 


L 

l 2 

Q, (z) = ] (z—zr)= [| (2-2); 
aby 一】 


2 
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右边 等 式 仅仅 是 为 了 脚 标的 方便 ， 注 意 到 Q(z) 是 = 的 于 一 1 次 非 负 指数 多 项 式 ， 


zf-! 的 系数 为 1; 且 它 所 有 的 元 个 系数 都 一 定 是 实数 (因为 G(z) 是 实 值 滤波 器 的 
= 变换 )， 写 = 一 ez ， 上 式 变 为 一 个 传递 函数 ， 因 此 我 们 可 以 将 上 式 看 为 一 个 长 
度 为 子 的 滤波 器 的 < 变换 ， 因 为 两 滤波 器 的 卷 积 等 价 于 它们 的 < 变换 的 乘积 ， 滤 


波 器 的 上 述 = 变换 可 解释 为 两 个 二 一 1 滤波 器 的 卷 积 ， 长 度 为 2 的 滤波 器 也 常 称 


为 “ 偶 极 子 ”， 以 后 我 们 采用 这 个 术语 . 第 :个 偶 极 子 具 有 < 变换 < 一 zz, 三 xz 十 b,， 
es 十 久 的 传递 函数 和 在 t= —1 的 等 于 1 的 以 及 1 二 0 时 5b, 二 一 z 其 他 为 零 的 脉冲 
响应 序列 . 让 我 们 写 这 个 偶 极 子 的 脉冲 响应 序列 为 {1，b, }， 其 中 将 指标 t=0 的 


系数 用 粗 体 表示 ， 注 意 为 了 得 到 长 度 为 地 的 实 值 系数 的 滤波 器 ， 我 们 可 以 用 偶 极 


Fil, b), Ti ARAMA RA RRMA RRA RM, RN, bn) 和 
{1, b ERHI, WAR b, =bn. 

ME., REEE. 个 偶 极 子 的 两 个 非 零 系数 的 大 小 ， 即 我 们 想 比 较 
lof=l2|51. 假如 | 六 | 之 1， 在 此 情形 下 ， 根 z, 位 于 复 平 面 单位 圆 外 面 ， 因 为 
两 个 非 负 系数 的 偶 极 子 中 有 一 个 在 很 长 时 间 以 后 才 出 现 ， 这 样 的 偶 极 子 称 为 最 大 


延 时 或 者 最 大 相位 偶 极 子 ， 如 果 全 部 二 一 1 个 根 z, 都 在 单位 贺 外 ， 则 宽度 为 所 的 


实 系数 滤波 器 是 子 一 1 最 大 延 时 偶 极 子 的 卷 积 ， 且 得 到 的 滤波 器 被 描述 为 最 大 延 


时 或 者 最 大 相位 滤波 器 . (参见 例如 ，Robinson，1980; Robinson and Treitel, 
1980)， 它 的 (在 4. 8 节 讨 论 的 ) 部 分 能 量 序列 的 建立 是 任 一 具有 同样 平方 增益 函 
数 同 宽度 滤波 器 中 最 慢 的 . 

下 面 让 我 们 考虑 偶 极 子 { 久 ，1}， 即 它 的 脉冲 响应 序列 当 上 一 0 时 等 于 b, t= 
1 时 等 于 1， 其 他 为 0( 这 相当 于 时 间 逆 转 {1， 久 )， 如 果 仍 然 有 | 久 | > 1, MAR 
个 非 零 系数 中 有 一 个 在 早 些 时 候 就 变 大 .，{b,，1) 的 z 变换 为 b, 十 z“， 它 有 一 个 
根 一 1/5, =1/z 位 于 单位 圆 内 ， 这 样 的 偶 极 子 被 称 为 最 小 延 时 或 者 最 小 相位 偶 极 


子 ， 如 果 {b,，1)， /二 1，…， 亏 一 1， 都 是 最 小 延 时 偶 极 子 ， 则 通过 它们 的 卷 积 


得 到 的 宽 为 三 的 实 值 滤波 器 可 以 描述 成 最 小 延 时 或 者 最 小 相位 滤波 器 ， 它 的 部 分 


能 量 序列 的 建立 是 任何 同 宽度 滤波 器 的 平方 增益 函数 中 最 快 的 . 

现在 ， 对 > 变换 是 G.(z) 的 滤波 器 的 平方 增益 函数 是 通过 在 z= e°" 处 估计 
| Qo C2) | 获得 的 . 

练习 [488] 证 明 当 z=e*" 时， 我 们 有 

[Q.(z) J" = Q,(2") Ami |Q 2) |’ = Q (z) (27). < 

现在 @,(z) 是 偶 极 子 的 子 变换 项 的 乘积 .具有 实 值 系 数 的 偶 极 子 {1，b,} 页 
ARC +b) (2 +6) 到 |Qo(z)1*， EE lal 二 1 相应 于 一 个 最 大 延 时 偶 极 子 
(1, b) MP AR) FEAT ARF b 1) ERR: 由 于 它 是 滤波 器 与 它 时 间 逆 的 卷 
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一 


积 ， 所 以 这 个 结果 仅仅 是 最 大 延 时 偶 极 子 的 自 相 关 . 一 对 系数 互 为 复 共 固 的 偶 极 
Fil, b Hil, by ) 将 贡献 (z 十 bs,)(z 十 bi C2 +b, Co +b, ) 到 |Q,(z)|7. 
因为 自 相 关 是 {1，b, ;的 复 共 思 e 与 它 的 时 间 道 的 卷 积 ， 所 以 (z 十 b; )(z +6, ) Æ 

b,} 自 相关 偶 极 子 的 z BR. |b.|>1 相应 于 一 个 最 大 延 时 偶 极 子 
(l, bn 和 一 个 最 小 延 时 侦 极 子 {65,，1}) 的 卷 积 ， BA +b, Ce! +b, E, br) 
的 自 相 关 的 z 变换 ， 也 相应 于 一 个 最 大 延 时 偶 极 子 和 一 个 最 小 延 时 偶 极 子 的 卷 积 . 

下 面 我 们 从 |Q,(z) |: 着 手 来 举 一 简 单 的 例子 ， 有 很 多 方法 可 以 得 到 Qu (=): 
我 们 可 以 取 所 有 的 最 大 延 时 侦 极 子 ， 或 所 有 的 最 小 延 时 偶 极 子 ，、 或 具有 实 值 系数 
的 最 大 延 时 偶 极 子 和 最 小 延 时 偶 极 子 的 混合 ， 以 及 具有 复 值 系数 的 同 为 最 大 延 时 


或 最 小 延 时 的 偶 极 子 对 . 从 具有 元 一 1 个 实 值 系数 的 偶 极 子 的 集合 开始 ， 有 24-! 


个 长 度 为 亏 的 实 值 滤波 器 且 具 有 同样 数量 级 的 = 变换 的 平方 (或 平方 增益 两 数 )， 
但 相位 函数 不 同 ， 如 果 具 有 实 值 系 数 的 K, 个 偶 极 子 和 复 值 共 伍 系数 的 K 个 偶 极 
子 对 做 卷 积 ， 有 K +2K =b, WH 2%' "个 长 度 为 二 的 实 值 滤波 器 ， 具 有 
同样 数量 的 z 变换 的 平方 (或 平方 增益 函数 )， 但 相位 函数 不 同 . 
。 一 阶 消失 短 与 哈 尔 尺度 滤波 器 

“4 L=2 at r=L/2=1 BAKE, RTA P Csin? (xf))=2 P, Csin? Gar f)) = 2. 
因此 
GN = |GCP |? = 2o af) = ?| > + oos(2nf) |= {> + ite in +e], 
从 而 

|G) |? =2[ pit +242) |= Ft +d. 


取 G(2)= Dae T= gazt g 二 士 (z 十 1)/V2，, 注意 我 们 期 望 在 x 二 一 1 处 有 一 


个 单 根 (r=D 且 GGG 1) 一 1GE(z)1:， 为 了 G(1)=V2( 即 G(0)=V2)， 我 们 
取 正 号 ， 相 应 的 滤波 器 的 系数 是 z_, 二 Bo 二 1/Y2. 哈 尔 尺度 滤 波 器 是 相应 于 时 间 
MAME RS. Be =e). WE g,==g1 王 1/Y2， 如 式 (463d). 
o— Mh AHH D(4) 尺 度 滤波 器 
当 革 一 4( 即 r= 二 2 MRED. RIA P Cir (xf)) 寺 2 P: (Csin (rf) = 
2 十 4sin: (nf). (Ast 
Gf) = cos' (xf)L2+ 4sin? (xf)] = [F + Feos(2nf) | [4 — 2eos(2nf) 1. 
从 而 
1c) |? = i Gyr pari +4—2). 
FEA VA — BN RERA, e te) ARR GHIS GT. 我 
们 只 需要 另外 分 解 (一 z 十 4 一 xz)。， 如 果 我 们 乘 以 一 z=， 就 得 到 x 一 4z 十 1， 它 有 
互 为 倒数 的 两 个 实 根 ，2 十 V3 三 z1 和 2 一 V3 三 z7'; 即 
一 4z 十 1] z— zi)(z— zi) 


2 
Se ee ene gee ee = 二 一 一 = g)'(z—2z,)¢z 


a < 


a 一 和 
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令 b =z, 注意 到 |b, |>1, 因此 我 们 有 
1G(z)|? = Cz 4-1)? (2! 4:1)? (Cz +8, ) (027 +b), 


其 中 C= /16 从 而 C= 如 果 我 们 继续 像 在 + 二 1 的 情形 ， 用 包含 因 


F z 十 1 的 项 来 构造 G(z) 目 取 C 二 0， 我们 有 两 种 可 能 的 G(z) 的 定义 ， 即 
G(z) = C(z+1)72(z+,); 


因而 
G(2") = C(z1 +1) (21 +h) 
G(z) = Cz(z 4-19? (2 +b) = Cle +1) (24+ 07"), (490a) 
因而 


Gz) = Cz’ (2° + 1)’(z++b,), 
这 两 种 定义 都 导出 了 需要 的 性 质 ，G (zx) 是 zx 的 非 负 指数 次 军 的 多 项 式 , H 
E(z)G(z- 0)=|1G(z)| :和 G()=V2Z( 注 意 也 可 以 是 @(z) 的 另外 一 种 定义 ， 期 望 
CE z= 一 1 处 有 一 重 根 )， 第 一 种 定义 利用 最 大 延 时 偶 极 子 {1，b, } ， 第 二 种 利用 
最 小 延 时 偶 极 子 {b, 1). 比较 第 一 种 定义 与 式 (487)， 我 们 注意 到 Q(z) 一 z 十 b = 
z 一 2 一 /3， 展 开 第 一 种 定义 ， 得 到 


G(z)= i 十 [2 十 6b Jz? + (14+ 26, )z+5,) (490b) 


_ 1~v3,; , 3=v3 一 2 p 84+V3, p 143 
4/2 4/2 4/2 4/2 


从 而 系数 为 


{ g-3 2-2 b= dIE, PE J2 J2 


wwe ic ) 的 系数 用 时 间 逆 得 出 ， 即 
1+V5 3+V3 3 一 = A, 


1 一 vV3 3—3 | 


(gues oases) = JEEE, aw ae a 1/2 


这 就 是 在 式 (75d) 中 所 述 的 D(4) 尺 度 滤波 器 . 
练习 [490] 证 明 G(z) 的 第 二 种 定义 ( 即 在 式 (490a) 中 的 一 个 包含 一 个 最 小 


延 时 侦 极 子 ) 导 出 


leege 4 4/2 4/2 4/2 
与 D(4) 尺 度 滤波 器 的 系数 是 相反 顺序 . < 


1 一 V3 228 34618, 
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。 三 阶 消失 和 矩 与 D(6) 尺 度 滤波 器 
x L=6 从 而 r=3 it, 我们 有 
P (sin? (xf)) = 2 P; (Csin? (xf)) = 2+ 6sin? (xf) + 12sin' (zf). 
因此 
G Cf) = cos' (rf) [2 + 6sin® (xf) + 12sin' (xf) J 


3 
= E + Feos 2af) | [8 — 9cos(2r f) + 3cos’ (2r f) J. 


FA(z+2°')/2RRERM cos(2x 亡 得 到 
\G(z) |? = A(z + 1)3(27 +1)? 32" — 1827! +38 — 182+ 32). 


我 们 可 以 利用 S-PLUS 函数 多 项 式 求 根来 求 出 
38 


1 一 6z 十 本 z 一 6z + 2! = (z— z )l(z— zi )(z—z)(z— z; )， 


其 中 
z, = 2.712 748 621 955 979 5 十 1.443 886 782 618 004 01 (491) 
和 
+ si ks =z 1 
z, 二 0. 287 251 378 044 020 9+ 0.152 892 333 882 199 2i = z fee 
所 以 我 们 可 以 写成 
|G(z) = gjg E tD (re +1) (z— zi) lz — zi )(z — 2) (z7 — zi ), 


其 中 ,注意 因为 |z| 盖 1， 所 以 项 z— z 和 =z 一 六 相应 于 最 大 延 时 侦 极 子 
{]， 一 zj ) 和 {1， 一 z? }. 如 果 再 用 含有 因子 zx 十 1 的 项 和 最 大 延 时 侦 极 子 来 构造 
G(z)， 则 又 可 以 得 到 


za v3 es. a 
AT (z— zi)(z— zi )， 


这 是 z 的 非 负 指数 的 多 项 式 ， 且 满足 要 求 的 条 件 G(2)G(z-')=|1G(z)|?: 和 6G(1)= 
V2， 我 们 比较 上 式 与 式 (487)， 注 意 Q(z) = 二 (z 一 z1)(z 一 z? ). 展开 上 式 并 与 
-sz 十 8g-1z' 十 … 十 go 相等 得 到 


B-s 1 

—4 3— 2r; 

-| V3 3 一 6r 十 |z |? 
,| 16[z | 1 一 6m 十 3|z l? 

,| — 2r, +3|z |? 
| lz. |? 


0 一 


其 中 x 为 z 的 实 部 .回想 g=g- HRA UR 109 的 对 于 DC) RW a 
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的 值 . 
。D(L) 滤 波 器 的 一 般 形式 
对 于 -- 般 的 工 三 2， 我 们 可 以 使 用 式 (487) 和 练习 [488] 给 出 ( 设 ze") 


[GG |? = ghan |et1|4|Q Ce) |? = Zan lz $1) 'Qy(2)Q (一 ) ， 
其 中 Q, (2) dE > tte HER EH KRM — | 次 多 项 式 ， 对 工 =4 的 情形 ， 我 


们 及 ,x)= 二 zx 一 2 一 V3 三 z 一 r,， 其 中 rj 为 一 实 根 ; 对 L= 的 情形 ， 我 们 有 
(2z) 二 (zx 一 zi )(z 一 z，” )， 其 中 zi 为 式 (491) 的 复 根 . 对 于 一 般 的 LS4, KN 
总 可 以 写成 


IQ. (x yl] = (z—r)(z! —r) [| zdl zr Ge" —2)(2!'—2), 
] fd 


! 
其 中 K+K =l rie ty r 是 实 根 (没有 一 个 等 于 或 者 小 于 零 )， 而 
ZK, hae (Daubechies, 1992, p.173; Chui, 1997, p.81). 而 对 


(Go | 的 表达 式 是 唯一 的 . 因为 |G(e*)|:=|G6(f)|:=9(7), 其 中 9( 户 由 
式 (486) 给 出 .对 |Q@,(z) | 的 表达 式 却 不 唯一 ， 实 际 上 ， 如 果 我 们 转化 任意 一 个 
实 根 r 或 者 任意 一 对 复 根 Zs zr ` w |Q Cx) |: 也 将 改变 ， 例如 ， 因 为 


(zg—r, r! — 1) = rr Me! r'), 
我 们 可 写成 
Ka 
Iwl = wle). 
t-1 
其 中 


K K, 


IQ 2) |? = Il (z— r )(z =r) [| e zae z )(z :CO—z)(z!— azi), 
f=1 i= 1 
由 此 我 们 可 得 
Ka 
IG |? = ( EiL- Tir) )|z 二 1|:|Qi(z)|’， 
feed 


现在 的 1@,(z)|: 相 当 于 原来 的 ;Qu (Cz)| 所 以 G,(z) 有 2x 5 种 可 能 的 选择 却 


得 到 同样 的 平方 增益 函数 .相位 函数 不 同 . 
现在 已 经 很 清楚 ， 给 出 Daubechies D(L ) 滤 波 器 {g,) 的 18,1) 的 选择 是 取 


K, K, 
Q. (z) = I] <z- mee ) 
b= 1 
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其 中 |r, | =, Irk | ， [zi |> A | zx, | 都 大 于 1， 换 名 话说 ， Qo (z) 是 由 最 大 
延 时 偶 极 子 构 造 的 上面 lL 4h L= 6 就 是 例子 滤波 器 
{g /三 一 (L 一 1),，*…，0}) 因 此 由 Q(z) 中 的 最 大 延 时 偶 极 子 与 形 如 {1，1;) 的 
1./2 个 的 偶 极 子 的 卷 积 形成 ， 因 此 宽度 为 L (与 形 如 {1，1} 的 L/2 个 偶 极 子 ) 的 
滤波 器 和 增益 函数 |1C(')}| ， 即 1g,}， 它 的 部 分 能 量 序列 的 建立 是 最 慢 的 ， 因 此 
{81} 是 最 大 延 时 滤波 器 . 另 一 方面 ， 宽 度 为 L (同样 与 形 如 {1，1}) 的 L/2 的 偶 
极 子 ) 的 滤波 器 是 {8,} 的 时 间 逆 和 增益 清 数 1G(*)|， 即 为 一 个 Daubechies 
D(L ) 滤 波 器 {g,，/ 二 一 (L 一 1)，…，0}, 它 的 部 分 能 量 序 列 的 建立 是 最 快 的 ， 
因此 {g,}) 是 最 小 延 时 滤波 器 . 

最 小 延 时 滤波 器 的 相位 绝 大 部 分 从 零 分 开 ， 因 此 最 小 延 时 或 者 最 小 相位 滤波 
器 的 设计 在 小 波 文献 中 (如 :， Daubechies, 1992, p. 255) 有 时 候 也 称 为 极 值 相位 . 
对 于 这 最 小 相位 滤波 器 需要 “前 载 "， 从 而 尺度 防 数 是 非常 不 对 称 的 (唯一 的 例外 
是 L=2 ( 哈 尔 ) 时 ， 因 为 尺度 函数 关于 = RO. 
。 四 阶 消 失 矩 与 LA(8) 尺 度 滤波 器 

在 4. 8 节 中 已 经 指出 ，Daubechies 小 波 族 中 最 接近 对 称 的 尺度 滤波 器 通过 选 
择 不 同 的 谱 分 解 来 产生 ; BIHE D(L ) 滤 波 器 的 选择 更 好 的 对 Q(x) 相应 的 最 大 延 
时 偶 极 子 的 项 的 选择 ， 使 得 式 (112a) 的 表达 式 中 根 的 选择 尽 可 能 地 小 ， 对 于 
L=8, 
P Csin? (xf)) = 2 P, Csin? (xf)) = 2+ Bsin’ (xf) + 20sin' (xf) + 40sin® (rf). 


由 此 可 得 
|@,(z)| ?oc z” — Be? +26. 27° — 41. 6 +26. 2z— 8z? +2" (493a) 


(验证 上 式 是 练习 [11.5] 的 前 半 部 分 )， 利用 S 一 PLUS 多 项 式 求 根 程序 ， 可 以 
写成 


IQ (z) |? = (g—r,) (2 —r,)(z— 2) (z—2f Ce 


其 中 


a- — z) (z — 2) )> 
r, = 3. 040 660 461 647 448 0 
z, <= 2.031 135 512 091 439 0+ 1. 738 950 807 644 819 i, 
因为 |]m | 三 1 Miz, | > 1, 493b PR er, zoa zzi 相应 于 最 大 延 
AY (BRT. 
取 
= r 5 9 M2 
Gz) =— | sari! iz bd (z+ 1)'(z—r)(z—z)(z— zi) (493b) 
得 到 一 个 滤波 器 18,}， 经 过 时 间 逆 后 ， 给 出 表 109 中 的 Daubechies* 最 小 延 时 ” 


D(8) 滤 波 器 {g,) (参见 练习 [11.51] 的 第 二 部 分 )， 对 于 这 种 选择 ， 
Qo (z) 一 (z 一 ri)(z 一 zi)(z 一 之 )， 
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然而 ， 有 四 种 可 能 的 选择 来 构造 G(z): 相应 于 根 (ris Zir I } 如 上 ， 
{l/r, Zio Zhe {ris 1/z,5 1/2; \M A (l/r, 1/z,5 1/2; ye 第 二 种 根 的 选 


择 给 出 
5 1/2 
Gta) = | arn la| | (z+ 1)'(z—ri')(z—2)(2— zi), 


并 得 到 滤波 器 {g,} 经 时 间 逆 后 ， 给 出 得 到 如 表 109 中 的 Daubechies “混合 延 时 ” 
LACIE WEZE (g). 在 此 情形 下 ， 
Q(z) = (2 — ri’ Cz — z Cz — zr ). 

(第 三 和 第 四 种 描述 给 出 式 (112a) 更 大 值 的 表达 式 ， 所 以 不 选择 作为 LAG) W 
波 器 . ) 
11. 10 节 的 评论 与 扩展 

[1] 这 里 我 们 所 考虑 的 偶 极 子 都 有 一 个 系数 等 于 1， 因 此 我 们 可 以 表明 最 大 / 
最 小 延 时 条 件 借助 于 项 中 其 他 系数 与 1 进行 比较 . 偶 极 子 最 一 般 的 形式 为 
{Qi， bi} 其 中 ww 有 先 于 久 的 发 生 顺 序 ， a, 和 b, 均 可 为 复 值 . 这 样 ， 如 果 |al | 一 
|b, | DUG SBR RW AER RR. NR |a | > |b, | WKS he) E TB 
极 子 . 

[2] 对 于 Daubechies 最 接近 对 称 的 (LA(L)) 尺 度 函 数 和 小 波 旺 数 的 赫 尔 德 正 
则 性 低 于 最 小 延 时 D(L) 尺 度 和 小 波 函 数 ， 详 见 Rioul(1992, #1). Alt, GA 
惊讶 地 发 现 ， 给 定 同样 的 增益 函数 ， 增 加 对 称 性 将 降低 正则 性 . 


11. 11 小 结 


本 章 我 们 研究 了 连续 时 间 小 波 和 离散 时 间 小 波 分 析 之 间 的 关系 . 连续 时 间 小 
波 分 析 处 理 定义 域 是 整个 实 轴 R 的 函数 y(')( 或 者 称 为 信号 )， 为 了 简单 起 见 ， 
我 们 假设 y ORLEA F LR), L (R) 是 实数 域 R 内 平方 可 积 的 函数 空 
E. 我 们 通过 下 式 定 义 对 y OHTE j 阶 伸缩 和 第 & 阶 平移 : 


其 中 )，&EZ( 整 数 集 ). 
在 信和 号 的 小 波 分 析 中 的 主要 概念 是 多 分 辨 分 析 (MRA)， 定 义 它 是 满足 以 下 
性 质 的 闭 子 空间 的 序列 VCL (R)，jEZ， 子 空间 必须 是 嵌 套 的 
‘CV CVCV C Vo CVa Ce, 


同时 它们 的 并 和 交 的 闭 包 必须 满足 
LJ) v; =LA) V; = {0}, 
jes 


JEZ 
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其 中 {0} 表 示 仅 包含 零 函 数 ( 即 对 所 有 的 上 ER， 该 郴 数 的 值 均 为 0) 的 集合 ，V 空 
间 是 使 Y(*)EV。 SAMY yaya k EV, REZ; 另外 ，y(*)EV。 4A 
仅 当 yo(*")EV;，jE2Z. 最 后 ， 必 须 存 在 一 个 函数 8，)EL’(R)， 使 得 它 的 整数 
平移 (S.C) REZ) ERA TS V 的 一 个 规范 正 交 基 ( 这 就 推出 
{Bx(*) :EZ) 形 成 Vj; 的 一 个 规范 正 交 基 ).， PR OC) RAR PR. 

在 多 分 辨 分 析 中 的 子 空间 亿 被 称 为 是 一 个 通 近 空间 ， 与 它 相应 的 尺度 为 A= 
2 .给 定 一 个 多 分 辨 分 析 ， 信 号 z(*)EVwe 可 以 表示 为 

x(t) = $, (r+) Foul) Fr.) = 2) voubou lt), 


k= k= oo 


其 中 


wr = (20) foaled) 一 | Oha CD dr. 
我 们 通过 向 子 空间 Vi CV。 上 投影 可 以 得 到 rC) aA RA RE a 
sı (t) = D> Uira (8) ， 


其 中 va = (rle), $i Ce)). PA 3 si)EW 是 对 单位 尺度 信和 号 Xx(*) 的 二 尺度 的 
粗糙 逼近 .，vw. 是 二 尺度 系数 .wm,* 与 wx 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 : 


Vie = > SB m—24V0.m 一 >) EUo.» 
on 1 一 一 cm 


m= — 


其 中 g= Foul), iole)’, g! 涯 g -1( 这 里 的 {g1) 与 4. 3 节 中 所 介绍 的 尺度 滤波 
器 一 样 ， 因 此 {8&,}) 仅 仅 是 它 的 时 间 逆 )， 这 个 方案 可 以 推广 函数 sj- CC) EV; 
通过 向 子 空间 V; CV;-1! 上 投影 可 以 得 到 


s;(t) — > Vj pjat), 
fee 


Uja = (sj (°), $ja(°))=<(x(°), $ia C) Æ FRE A, =2 REAR. 这 
里 s,(*) 是 对 信号 z(*) 的 尺度 为 的 逼近 (也 可 视 为 对 %-:(*) 的 和 逼近 )， 必 :可 以 通 
过 下 式 递 推 计算 : 

Ujk 一 ae = Dy giv m.u 


多 分 辨 子 空间 的 嵌 套 提升 两 尺度 差分 方程 (465a) ， 即 


$a) = V2 >) gpt D). 
{ 一 一 Co 
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如 果 我 们 假设 对 于 ! 在 范围 — (L1), ，…，0 之 外 时 {g,}) 三 {8-1} 是 零 ， 则 在 区 
间 ( 一 (L 一 1)，0] Po) RE, RNR $8(，) 有 有 限 支撑 . 我 们 记 这 个 事实 为 
support{$8(*) CC( 一 (LL 一 1)，0]( 这 里 我 们 用 “CC ”而 不 用 "= "仅仅 是 因为 POOE 
t=0 时 可 以 为 零 也 可 以 不 为 零 )， 这 两 尺度 差分 方程 利用 递 推 的 方法 可 以 几 来 计 
算 尺 度 晴 数 $(，)(11.5 节 已 详细 阐述 )， 对 尺度 差分 方程 两 端 作 全 里 叶 变 换 后 得 
到 @(.) 与 G(.) 之 间 的 关系 ， 即 
cea) 
2 


Bf) = o(%) I 5 
其 中 BC+) Hy C+) AYE HEME EM. i GC) FE Cg, } 8 1 E th 24 A A E — Dk oh 
HREF, GORRE IES RAO. SPR REX ODT Bot GR OR 
分 后 非 零 结合 ) 给 出 规范 化 
G(0) = dog, = v2. 
(dono) :kkEZ} 的 规范 正 交 性 意味 着 @(') 必 须 满足 式 (467a) ， 即 


n = 1,2,*， 


5 IB(f+m)|*=1. 
现在 ， 给 出 如 下 = 个 有 用 的 结论 ; 第 一 ， 我 们 发 现 $8，) 必 须 积 分 后 为 1 或 一 1. 
选 前 者 后 得 出 结论 @B@(0) 王 1， 从 而 
. G 
pf) = II Fe 
第 二 ， 我 们 有 |C(P | 十 G(r+4) | =2 (就 是 式 (467b))， 所 以 G(+)=0. 
第 三 ， 对 大 的 j. 第 j 层 尺 度 滤波 器 的 时 间 北 将 有 与 $8(*) 相 近 的 形状 ， 即 


WBj = L Bil & $( 态 ) 


(该 逼近 由 图 471 给 出 .) 

令 WoCV .i 为 V, 在 V1 中 的 正 交 补 ， 即 如 果 YC EW, W gy(*)E Vi， 
但 yg(*) 与 中 的 所 有 函数 正 交 ， 即 对 任意 的 rC) EVs,» # (ple), xr(o)=0. Z 
闻 W, 称 为 细节 空间 ， 如 果 pe) E L ROE E ROFE aCe) kEZ} 形 成 
25a] W, 的 一 个 规范 正 交 基 ， 则 yg(*) 称 为 小 波 函 数 . 更 一 般 地 ， 子 空间 WC 
VV, fe V ,中 的 正 交 补 ， 它 被 认为 是 相对 于 八 度 nr 一 2 的 细节 空间 ， 
因此 

V =V 图 Wi Vi = Wi OW Oo. 
信和 号 rO EV, =V OW, Af LAS BV 与 WAP HA 
xlt) = sit) +d,(), 
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其 中 


dit) = $) wapialt)s, wia = (x) gral), 


kr — o0 


这 里 d1(*)EWl 是 rO) hH s (0*) 失 掉 的 误差 细节 .ze 是 单元 扩 度 下 的 
小 波 系 数 . vo.i 与 wl.* 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 


Wii 一 h m-24U0, m = ia 2k—1 9 


m= m [= -o0 


stp k= =pl), pio), Bay =h —, CUBE BE (hy) FE 4. 2 节 中 介绍 的 小 波 滤波 
器 ， 所 以 {A,} 是 它 的 时 间 逆 ). 我 们 可 以 分 解 s- (0) EV =V, OW, FI V 与 
W 中 的 分 量 ， 得 到 


sit) = 50) + d;t) sd; t) = >) wapin t), 
kamon 
其 中 wals CC), gal). FR wise 可 以 用 式 (480d) 递 推 计 算 ， 即 


20 Sc: 
= > h m-2kU j-1.m = > hiU j-1,2e-1- 
= 一 cc 


ma 


因为 
Vi V; 中 W, 中 中 W, + ’ 
我 们 知道 ， 对 某 个 j EZ 如 果 zx(*)EVj; ， 则 对 任 一 jojo» 


x(t) = x, a(t) + 3 D wn) 


{= -jo + lk= 


[_2@de= Sahat D D whe 


tay tlie—s 


j 一 1 层 尺度 系数 可 以 通过 j 层 尺 度 系数 和 小 波 系 数 使 用 下 式 重 构 : 
Uik 一 > Be—2mV jum 十 Sir 2m VY) im 


m= nN 二 OF 


通过 式 (472) ， 小 波 函 数 y(*) 与 尺度 函数 扩 *) 有 如 下 关系 : 
KO =Z Y hht DK hr = OD Be. 
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以 上 结论 类 似 于 两 尺度 差分 方程 ， 小 波 滤波 器 {hh,}， TE —(L—-1)<1<0 之 外 
为 零 ， 是 相应 于 尺度 滤波 器 {fg,}， 在 一 (LL 一 1) 三 /二 0 之 外 也 为 零 的 正 交 镜像 


滤波 器 (QMF). 这 正 交 镜 像 滤 波 器 的 定义 确保 了 六 -= 六， 上 面 y(*) 借 助 于 
$-1.4(*) 的 表达 式 以 及 support{g%(。) }C( 一 ( 工 一 1)，0] 意味 着 对 y(*) 的 支撑 也 
是 同样 的 情况 ， 即 support{y(+)}C(—(L—1), 0]. 通过 11.7 节 中 定义 的 递 推 
方法 ， 上 述 表 达 式 可 以 用 来 计算 小 波 函 数 y(*) 的 值 ，y(，) 的 全 里 叶 变 换 We) 


如 下 : 
ole) 


其 中 五 (*) 是 {h,} 的 傅 里 叶 变 换 ， 正 交 镜 像 滤 波 器 关系 推出 
H(f) 一 一 ei2nf(L— »G(> ys 


Wf) = a(z (z) 


并 且 ， 由 于 G( 序 }=0， 由 此 得 出 H0)=0, Hie o= | god= 0. 对 大 
的 7， 第 j 层 小 波 滤波 器 的 时 间 逆 与 % "7 有 相似 的 形状 ， 即 

ih = 9/2 ~ Ka 

Zhi = 2 hjm ~ o( 5; F 
OAMMR 478 中 展示 . ) 

如 果 HOA r 阶 消失 距 ， 即 
| t"p(t)dt = 0, 则 H™ (0) = 0, 3 Phy = 8 

对 m=0, 1, e, r—1 成 立 ， 因 此 滤波 器 序列 {h,} 也 可 以 称 为 有 阶 离散 消失 
RE. 进而， 对 于 m=0, 1, =, r—1, H™ (0)=0 意味 着 对 m= 二 0，1,，…, r— 
1 也 有 Ge (去 )=0， 因 此 (81) 的 = 变换 G(z) 有 个 根 为 一 J， 当 |z| 一 1 时 ， 
即 e=, r 变换 的 模 的 平方 有 如 下 形式 : 

[IG(z)|? = GG) = grup (2 ! 二 2 二 2z)" Il (z= 2) (27'\— 2). 
MBG N= |GCP)|?, HP GCP) =GCe?!), TU AH AY Ue i ee RK g) BOF 
方 增益 函数 由 下 式 给 出 : 

G(f) = HA | IQP |? = cos” (xf) QP), 
EPOCE cos(2xf) 的 多 项 式 ，Daubechies(1988) 构 造 了 对 于 L=2r 的 一 组 下 
度 滤 波 器 ， 系数 由 下 式 的 平方 增益 淫 数 给 出 ， 
Gf) = 2cosz ap S (" Ti TE) sint Caf. 


有 限 能 量 信 号 的 小 波 分 新 


hj=h_,, 1=0, '…, L—1 
hyp=(— 1) g eye 

fhi} >H) 

{hy }++ H+) 

H(fo=H(—f) 

H(0)=0 

A p=—e™"-G(2- f) 
H™(0)=0 m=O, *, r—l 


(>) 
Z 


= | gt 一 2) dt 


|wod = 0 
support {g(+) C (一 (人 一 1),0] 


peepee) 
y2 MH; 


p= 一 上 ) | ve 
pt) =V2 Eh $21—1) 


We = froga (eae 


Wj, k 一 X hiv- 1.2k -i 


Rm 499 


499 


gi=g-1» l=0, *, L—1 
£:=(-1)! hye 

{gi} eG) 

{gi } >G) 
G(f)=G(—/f) 

G(0) =/2 

Gi p= (2 f) 


G~ (+)=0 m=0., *», r—l 


[corde = | 

support {#(+) }C (~ (L—1),0] 
$( +) (+) 

@(—2'/f)=G,(f) 


Of) = ‘le 


b,a o= £) [VB 


$(t) =/2 Dig $t L) 


Vt = faha odt 


a | 
Ujk = 11 j-1.28- l 


注 ; (iD 小波 与 尺度 滤波 器 {hs } 和 (gi ) 以 及 它们 的 时 间 道 和 hi1) 和 {1); Ci) yk BM YC) AA BE 


AM $8(') 的 关键 关系 . 
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对 于 一 个 给 定 的 ~>， 这 个 表达 式 可 以 再 写成 如 下 形式 ， 
IG) |? = a-n [z+ 1| CQ), 
其 中 Q,(z) 是 > tI 次 非 负 指数 实 系数 多 项 式 ， 并 且 可 以 写成 


K, 


Q(z) = [e-o] e-me: ); 


这 里 nA 立 分 别 是 实 根 和 复 根 ， 且 K, +2K, =$-1 (e oH > 变换 G(z) 用 “ 谱 分 


解 "构造 ， 这 里 我 们 选择 r= 七 个 根 为 一 1， 之 后 使 用 地 一 1 个 在 单位 圆 外 (相应 于 
“最 大 延 时 " 偶 极 子 ) 的 根来 确定 Qo (>) 的 一 个 分 解 Qe (>)Q, (> )， 得 到 的 滤波 器 
(a=) DUD) 尺 度 滤波 器 ， — 一 1， 元 一 1 个 根 在 单位 加 
内 (相应 于 “最 小 延 时 " 侦 ) 的 < 变换， 这 一 方法 可 以 通过 修改 来 产生 LACL) 尺 度 滤波 
器 : he en 个 最 大 延 时 个 


极 子 ， 使 得 到 的 滤波 器 {8,} 提 升 到 {gi) 以 便 满足 式 (112a) 的 最 优 性 判别 标准 . 
最 后 ， 注 意 表 499 总 结 了 涉及 小 波 与 尺度 滤波 器 的 关键 关系 、 小 波 和 尺度 消 
数 以 及 相关 量 . 


11. 12 练习 


[11.1] 使 用 11.6 节 中 列 出 的 方法 的 推广 来 构造 一 个 与 图 471 类 似 的 对 于 D) 
的 图 CD(6) 尺 度 滤波 器 的 系数 由 表 109 给 出 ). 
[11.2] 证 明 wal dk E D 构成 W。 的 一 个 规范 正 交 基 . 提示 : HE 


| doa (t) ou (dt = 0 和 练习 [474bj 的 结果 ,需要 证 明 任 一 r) E 


Voi CLR 可 以 写成 r0) = = cis a(t) 十 cipol), 其 中 系数 
(ch } A ct} ARH HE D | (ct <o Al 2) (ct)! < 00, 这 个 使 用 哈 尔 尺 


度 和 小 波 丽 数 的 特殊 情况 很 容易 证 明 . 


[11.3] 验证 式 (477c). 
(11.4) 假设 rO ELOA V, JEZ, -DRAAM RERS BC) Bo 


辨 分 析 ， 考 虑 由 下 式 给 出 的 关于 ce DEF SE V, EAB AE: 
s(t) = Dror FER va = (r+) Gn CD). 
对 任 一 jo 二 j， 并 且 证 明 对 这 个 z(*)， 式 (481d) 的 右 端 能 够 被 认为 是 


(0)，、 即 z(*) 在 子 空 间 V, 上 的 投影 ， 
[11.5] 验证 式 (493a) 和 (493b) 的 形式 . 


BAT ae 
RA Ye 3 


在 这 里 ， 我 们 给 出 嵌入 各 章 正 文 的 所 有 习题 的 解答 ( 想 给 出 各 章 来 昆 的 练习 的 解答 的 教师 
请 与 我 们 联系 )， 我 们 认为 ， 读 者 通过 努力 做 这 些 练习 可 以 帮助 理解 小 波 ， 所 以 我 们 鼓励 读者 
在 看 解答 之 前 先 做 完 练习 . 通过 做 练习 读者 有 机 会 找到 更 优 的 解答 ， 并且 我 们 非常 乐意 听取 
大 家 关于 错误 或 改进 的 宝贵 意见 (e-mail 和 通信 地 址 在 书 的 前 面 已 经 给 出 )， 

练习 [22a] 答 案 首先 注意 ， 由 于 上 和 都 是 整数 ，e ** =cos(2rkt) — isin(2nkt) 一 1. 
因此 ， 


ACf+kh)= >) acter 


= ae es = Af). 


练习 [22bj 答 案 一 方面 ， 我 们 有 
A(— f)= ae en 


— ae; 
另 一 方面 ， 因 为 对 于 实 值 变 量 有 a? =a. 


A‘ (f)= ( Dae) f 


Iam 


= > de (ey 
t > 
= > i a; ent i 


练习 [22c] 答 案 利用 A( 门 的 定义 ， 我 们 有 
| 4cpeewdy- | ( > aye TETAN ) ef df 


oy E 
= p> ar f ex1 ! ‘of: 
me —2'2 
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如 果 := 上 ， 则 上 面 的 积分 为 1; 另 一 方面 ， 因 为 :一 t 也 是 整数 ， 那 么 


172 1 F 
Znfle ~r) iaf t 
e df=: e 
| f i2n(t—t ) eee 


1 aire) 


rt 


= sin(n(t—t’)) 


n(t—t ) ee 


因为 上 面 无 限 和 中 所 有 项 除了 :一 上 外 均 为 0， 在 t= A a. 
练习 [23aj] 答 案 因为 


A(f) = Fae aah , 


{= 一 2D 


B* (fp = 5 6; etal . 


和 一 一 oo 


我 们 有 
| 4CDB' (fdf= | = (Dae) ( Dd oe" Jaf 


3. a, > bë K : eve- df, 


t=—o 一 一 om 


用 与 练习 [22c] 相 同 的 论证 ， 当 1=t 时， 上 面 的 积分 为 1， 其 他 情况 为 0， 因 此 里 面 的 和 正好 
减 化 为 b: . 
练习 [23bj 答 案 因为 


1/2 
a = | AP edf, 


我 们 有 ( 令 f=2/) 


pni 


HAA AE erar] 
在 括号 中 的 第 一 个 和 第 三 个 积分 ， 分 别 改变 积分 变量 =f +l 和 ffl Rew 
得 到 


np 
af 
7B 


f HAE ene 


1 
(因为 单位 周期 性 ， 并 且 exp( 土 记 xn) 一 1， 其 中 为 整数 ， 我 们 还 可 以 利用 事实 A(z) = 
A{ 艺 十 十 ) ). 上 面 的 积分 具有 离散 信里 时 逆 变 换 的 形式 ， 它 告诉 我 们 faz-} 的 离散 传 里 叶 变换 
像 在 练习 中 阐述 的 . 


RAK TAR 503 


5 ax b en — 5 ( >> aube ) en 


?二 一 CD 一 一 CD 一 DC 


Da (Dove) 


“== 


H 


I 
a 
一 、 

1 
Ms 
ud 
koa 
¢ 
om 
2 
~ 


Dae iĝa fa ( > b, etre ) 


= ADBA). 
练习 [27] 答 案 S B(:) 是 级 联 滤 波 器 的 输入 的 傅 里 叶 变 换 。， Maa, 第 一 个 滤 
波 器 的 输出 具有 由 BONA (AEA Ae BPR. 由 于 输入 的 第 二 个 滤波 器 的 离散 会 里 
叶 变 换 还 由 BCAA (万 定义 ， 再 次 利用 练习 [24] 可 知 ， 第 二 个 滤波 器 的 输出 的 离散 傅 里 叶 变 
换 用 BO NAM NACH. 重复 M 次 ， 就 可 以 得 到 级 联 滤波 器 的 输出 {c } 的 离散 傅 里 叶 变 


RA CSBA PAs fy Auf). 
令 


M 
Ap = [[ 4p, 
m=] 


MWAECNESBNA. Sla E ACM Bi HER. MEIL AJT c) ibA a 的 
卷 积 ， 从 练习 [24] 和 归纳 可 知 {a'} 是 ta ds m=1, +, M 的 卷 积 . 
练习 [28a] 答 案 首先 ， 我 们 证 明 M=2 时 的 结果 成 立 ， 从 练习 [27] 可 知 级 联 滤波 器 的 传 
i BRA 
ACP) = Ay NAP) 


K, +L Ky + Lo 一 1 


sn ( ` aje P ) ( > | ase ** 
mK, u= K, 
Ky thymi K3 Lgl 
i —ĵ 
on > > Qi 2 ilafi) ， 
=K]; u= K, 


RÆ, 4i=K +l l, u=K, +L: —1 时 得 到 :十 x WRK t, =K, u=K 时 得 
到 1 十 u 的 最 小 值 ， 令 {a,} 是 A(') 的 离散 传 里 叶 逆 变换 ， 从 而 得 到 


Ky bh) lik, thy! 


AC) = > ae ey 


v= Ky IKa 


K,+L,—1+K,+ LL, —1—(K, + K2) +1 = Li+ L:—l1l, 


这 就 建立 了 M=2 的 情况 . 
其 次 讨论 ， 如 果 对 于 M 一 1 个 滤波 器 结果 成 立 ， 那 么 对 于 M 个 滤波 器 必定 成 立 . 从 练习 
[27j 可 知 ， 由 MM 个 滤波 器 组 成 的 级 联 滤 波 器 的 等 价 滤波 器 的 传递 旺 数 为 
A(f) = Jla. (f) = Au) J] A. N =A PAN, 
其 中 ACh M—1 AE k AR A ae AY ER EK OE OK BS Oh dë k RE AG fE E R, l M 一 1 个 滤 
W BE H A AY 48 BP HU A C), oe, Aw). ARARE a AORA L= 


ST M42, RX Au (ACP XT 2 个 滤波 器 的 级 联 滤波 器 的 传递 函数 ， 所 以 M 一 2 的 
情况 说 明 {a,}.*A(。) 的 宽 为 


M 一 1 


了 十 Lw 一 1= DL,—M+2+Lu— l 


M 
= UL, —M+1. 


mm 一 上 


练习 [28b] 答 案 ”因为 对 于 所 有 整数 交 有 exp(i2rm) 王 1， 并 且 因 为 乘积 tn 为 整数 ， 像 需 
要 的 ， 我 们 有 


Nel AN 一 | Nol 
一 os} 一 Vo -a= ”1 oe 
Aste ep > are i2mtth}nNd/N 一 ave ark e nm 一 - > ae 这 zf 一 Ai; 
1 一 他 0 


ped 


练习 [29a] 答 案 为 了 证 明 提 示 ， 注 意 


N-1 N-i 
a-e am $e- Sje” = ]-— 2%, 
a=? u«=0 
由 此 能 够 推出 ， 如 果 zl, M 
N-1 y 
ER eee 
< i= 


另 一 方面 ， 如 果 *= 1， 则 DN, PRE, 如果 r=", M= YAW O=0, +2x, 
士 4x，…。 利 用 A 的 定义 ， 我 们 有 


N= N-1 Nol 
1 eitatk/N 一 A ~i2nuk/N \ pinki N 
piae A Dat). 


=> Ye. Teer DAN 


如 果 t= 二 w， 里 面 的 和 为 N; WR Au, HM zx 二 exp(i2x(t 一 上 AN) 关 1( 由 于 0 一 2r | tu | /N 
之 2x(N 一 1)/N 二 2x)， 因 此 ， 里面 的 和 为 


N Beltan) 


2n(t—u)k/ oe- = 
De a | — ett /N = 0, 


k= 


由 于 exp(i2x(t 一 由)=1， 这 是 因为 上 一 wx 始终 为 整数 ， 因 此 二 重 和 正好 为 a,， 从 而 得 到 所 要 求 
的 结果 . 
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练习 [29bj 答 案 WA 


我 们 有 
ae- VETE ) (Pe ft) 


Fw- t? 
n Se oN 


Ea 
M: 
M: D 


eta eT ee A 
=F uf 
| 


因此 三 重 和 化 简 为 一 个 单 重 和 ，、 从 而 得 到 结果 . 
练习 [30] 答 案 axb, 的 定义 产生 


N-l Nel NŅN—] 
~idete/N — > = -imk N 
> a 站 be i2ntk/N 一 ( a_b,—« md N Je 论 mt 大 


7=0 <0 avo 


satay 5 yA Do umd NE — a 


a=O 


现在 ， 无 限 序列 {6 moa ve OMY, tery 1, 0, 1, RELL N ARRAS, Put Ze 
序列 中 在 任何 N 个 邻接 的 变量 上 和 是 相同 的 . 另外 利用 事实 b wan 二 b,，0 志 tN 一 1， 如 需 
要 的 ， 我 们 有 


N~1 N-I v=] 
区 mimiki N >) > -inire N 
a * be atk men a, b.e iniri ube 
a t=0 


t=0 


Nel 


= dae i2nut N Neem `y = A,B.. 
练习 [31] 答 案 Sä =a; 和 a, 二 a%-,， 对 于 1 二 1，…，N 一 1， 作 为 技巧 ， 这 个 可 以 从 
图 31a 和 31b 中 用 圆圈 标示 的 元 素 对 照 的 元 素 可 以 看 到 ， 或 者 从 下 面 形式 的 论证 可 以 看 出 来 ， 


Suv=—u, 我 们 有 


N-1 
a’ +h, = ; yas Buse mod N 
ann 


E > | a Dy --v mod N 
v=—(N=1) 


N 
= >) Sob 1» mot v (AW Pott i = b, -omo x) 
v= l 


N--] 
= j 4 màd SO mi Ny 


vel 


lil 
iMi 
A: 
> 
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其 中 a, = 二 a 人 yw-imo v (回忆 ao = ak mos N = as ’ Ma, = aÑ,» t=1, =, N—1). 最 后 ， {a,} AY fi 
里 叶 变换 由 


fete ooN (4 u= N-t) 


Il 
= 
十 

iM 

和 


li 


N-1 N-) 
. /AN 一 ~- ! z . 
Sa; e2mkiN = 一 (Dae Wmt/N ) = A; 
a=0 


a=9 


给 出 ， 如 所 需要 的 . 
练习 [33] 答 案 对 于 所 有 整数 上，&， 使 用 事实 


e i2ntub aN e/N __ e imuk/N o ifem 一- ETAN ， 


我 们 有 
N=! Ne1 ce 
A 三 ao erizmkiN 一 HD ( > as ) ee 
wT mi 


w=0 w=0 Rw—oo 


us 一 ! 
一 人 2 DEN 
要 i 
sl u0 


Dace = A(=) : 


t= — o0 


在 此 ， 二 重 和 化 简 为 单 重 和 是 由 于 在 两 个 表达 式 中 无 穷 序 列 {a,e “"Y} 的 每 项 恰好 出 现 一 次 
(二 重 和 增加 了 N 个 邻接 的 变量 组 成 的 组 ， 然 后 把 这 所 有 的 组 再 加 在 一 起 ). 

练习 [34] 答 案 ”作为 一 个 简单 的 反例 ， 考 虑 下 面 的 三 个 滤波 器 ， 对 每 个 滤波 器 而 言 ， 当 
t=—1, —2, +, MA t=4, 5, BT, a, =0: 


和 
a, 一 1/2，0 委 上 和 3 


(这 些 滤波 器 是 第 4 章 所 讨论 的 第 1 层 和 第 2 层 小 波 和 尺度 滤波 器 的 特殊 情况 )， 上 面 每 个 滤波 
器 满足 a? 二 1， 对 上 面 以 长 为 N= 二 2 进行 周期 化 产生 滤波 器 {ao 一 0， a =0}, {a%= 1/Y2, 
a 二 一 1/Y2} 和 {a% 二 1，a1 = 二 1)， 对 此 ， 我 们 分 别 有 


1 1 1 
1ol=0o la=l D lal =2. 
t=0 sO 


t=0 
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这 个 例子 说 明了 ， 周 期 化 的 滤波 器 的 平方 和 小 于 ， 等 于 或 者 大 于 原来 的 滤波 器 的 平方 和 . 
这 里 是 更 正式 的 证 明 . 因为 


(ait t= 05e, N= 1) [A( E) k =0,--,N-1}, 


帕 塞 瓦尔 定理 表明 


( 见 式 (36h))， 因 为 A(.) 是 非 周 期 化 滤波 器 {a, ) 的 离散 人 很 里 时 变换 ， 所 以 可 以 写 


D late hA ( Dae y Sas em) 


1 uo 1x: N 1 

= . nlu CRIN 

==») ` aa; > š 
N set k=O 


使 用 类 似 练 习 [29a] 的 解法 给 出 的 论证 ， 最 里 面 的 和 仅 当 w 一 t 是 NN 的 整数 倍 时 非 0， 在 这 种 情 
况 下 这 个 和 为 N， 对 给 定 的 t:， 当 w=t，t 土 N，t 土 2N，… 时 就 是 这 种 情况 ， 因此， 一 般 地 ， 


我 们 有 


N-1 


D 1a?= dha, >) ate 
t=O tm 一 CD Nw—rx 
a0 æ oo 
= 2 | a, |? + > a >) (asian + ar-a ) 
æ ‘Lae™— 20 n=l 
x > | a, | 


练习 [43] 答 案 注意 到 后 三 OF 是 正 交 和 矩阵 ， 因 此 式 (43c) 告 诉 我 们 


x= Ux, Or.) Ons 


RO. =O... MPUBERM, 


Nl 
X = $) (X, 0O) Onr: 


k=0 


练习 [44a] 答 案 AA jA tO. O}. = 二 0， 像 要 求 的 我 们 有 
(To O;. (So, 0;.) 


—_ > 50,0; oO} O;. 


j=0 jy =O 


| x ||? 


| 


N-i 
= $Q OF O.. 


j= 


N-3 
= > (0 0Y (0; 0) 


s=0 


N=1 
= >) IO; O. 1:. 
j=0 
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练习 [44b] 答 案 ”因为 由 定义 e 二 X 一 %， 我 们 有 
lell:= |‖ 一 天 外 :一 | 50,0, — paT | 


jim0 
2 


| Ni N-1 
XO 一 oo) 0. + 310,0;. 
j=0 jN 


N=] 2 
- | Zao. | 
其 中 
O; — aj» j =O," N — l; 
NO j= N se, N=]. 
现在 
N-1 j? No] gai 
| 2180 | Jä (2780: ) (XRO ) 
= 2 DBB O.O. 
O,. 的 正 交 性 意味 着 当 jAk ItO. O. =0. At, 2 ae ee 


Sia - yo -a + Sor, 


练习 [46a] 答 案 定义 0 的 第 j 个 元 素 为 O =X. oO， .)=0". X. AltA O=-O X, ER 


"at -M ON x (X, Oo.) Os 
or OF X (X,0;.) O; 
0O X= a X= R = 。 = : ’ 
OF... Or (X.On-1. > LOv-， 
这 建立 了 分 析 方 程 . 因为 由 定义 O8 =I、， 在 分 析 方 程 的 两 边 同 乘 以 OF 就 可 以 容易 得 到 综 


合 方程 ， 
练习 [46bj 答 案 首先， 注意 到 ， 因 为 e = 


| ok. X., 


VN 
因为 X 为 实数 . 所 以 上 式 为 实数 。 其 次， 因为 e “=1， 对 所 有 整数 上， 得 到 


1 N-4 
= X (PY 
Fy ,= = Dy Xie vam N =k) 


ae 1S X, e i2xt lk N 
Vi tæn 


Nel 
X, elmt/N 


7a 
- (7 Xe SN, =F;. 


VN 0 
最 后 ， 注 意 到 因为 e =e" ir 则 有 
ed tn (> SE N 一 K f 二 
Fx = —),X, X,(—1)', 
7 Ly e -万 之 


上 式 必 须 为 实 值 , 


RAK TER 509 


练习 [47] 答 案 FH 的 第 j 行 元 素 为 expli2ntj/N)//N, t=0, =, N—-1. 而 下 的 第 上 
FN FC KA exp(—i2ntk/N)//N, t=0. +. N~1, KEF! 三 的 第 (yj ，A) 个 元 素 为 


<- 
A = i ` ew Veinmh AN 
Jr — 
N tno 


N-t 
a: ST ete ben 
AS 
N reo 


而 

z 三 eUn, 
复 指数 expl nr) =cos(2nr) +isin( 2n SF 1 4 AR r ABMs, AAND 
N—1, MAL j=k A} z 王 1， 此 时 上 面 的 最 后 的 和 为 N. Ae j= A Anl, M jAk 


时 我 们 有 (利用 练习 [29a] 的 提示 ) 


Ay -= (=)= 4 (jes) = 0， 


l—ez 1 一 e 


因为 1 一 ez =] — cosl 2al j—k)}— isin 2x(j ~k) j=0. 
练习 [50a] 答 案 ”我 们 需要 证 明 对 于 << LH 


F, Fi + Fy-, Fu. = 2 R CF, Fe). 


首先 ， 注 意 
N-1 
1 wy “eee 
F...=— X, e “NA \ 
™ VN 
1 N--1 
= 一 -一 -一 A; e” t emk 
NE 
1 Nl 
= -一 X, e? N 
In 
= Fe , 


其 中 用 到 了 事实 expr) 一 1， 因 为 1 为 整数 ， 其次， 注意 到 ， 天 的 第 (一 外行 是 Fe ， 因 
WE Fy- 的 第 : 个 元 素 为 


ce in N= N ) 站 te x 


ERS FF. KEDR; MEFs. =F. Ast 
F, Fy. + Fv Fra = Fi Fe + Fe Fi = Fa Fae + (Fa Fn OG 
现在 ， 如 果 sz 十 iy 是 任 一 复 值 变量 ， 则 z 十 z" =z+iy 十 zx 一 by 一 2z 一 2 Rez). RNR 
得 到 结论 Fi Fe. 十 Fy Fy 一 2 及 (FI Fa). 
练习 [50b] 答 案 ”由 练习 [50a] 的 结论 可 知 D,,=2 及 (Fi i. )， 开 的 第 k 行 是 大, ， 因 此 
它 的 第 上 个 分 量 由 


nk N ents 


习 
2 


510 附录 


给 出 ， 并 且 F 大 .的 第 上 个 分 量 由 
1 ae 
ah ett == Tyne — iB,)(cos(2xfit) +isin(2xfit)) 


= -l [A cos(2x fit) + B,sin(2x fit) + i(Assin(2x fat) — B,cos(2x fit) 


JN 
给 出 ， 从 上 面 可 以 得 到 2 RF, Fe Beha. BI De. h 


Fala coa(2xfat) + Bisin(2x fit) 
给 出 . 
练习 [52] 答 案 ”注意 ， 对 于 任何 整数 m, TX 的 元 素 可 表示 为 


A wed N ~ {oe mod N +X -m mod N 9 °°" FN med NS 


因此 T"X 的 第 个 傅 里 叶 系 数 由 


N-l N=l-m 


Iw 3 1 = 
—)>) Xm moa NOMEN = > X, mag ve MEIN 
Vv N nO af t——m 


i 
m 
>< 
3 
a 
Z 
m. 
fs 
a 
> 
<< 


2 
i 


0 


这 rpm N N-I 


= mN E, 
给 出 ， 其 中 我 们 用 到 了 下 面 两 个 事实 : ORRI X mare IN; t=, =l, 0, 1, oe} 
是 以 N 为 周期 的 周期 序列 ， 因 此 任意 N 个 邻接 元 素 的 和 都 等 于 任何 另外 的 N 个 邻接 元 素 的 
和 ; (ii) X, max =X,» t=O, +s N-I. 
练习 [58] 答 案 Or, -0, HARM r,=r,-.+N/2', 对 j= 二 2，3，*…，J， 其 中 用 来 
标示 W 的 特殊 行 ( 例 如 : 当 N=16, J=4 Rf, r; RATA =0, rs 二 8, rn =12, n = 14), 
定义 W 的 行 7,(j=1，2，…，J) 为 


—i2wk/N 
X enn 


1 1 ] 1 
Wr = [- greets gp :7750， ol, 
i ee x N--2/ 40 
J~a ala 


因为 


Ww. ?= 2 (l-7) +2- {z7 


所 以 ， 所 有 W, 范 数 均 为 1; 另外 ， 如 果 I<. RNA 


ww, o= 2 (— gr) (— ga )}+2" (x) (“A 


Qi-} gj- 
= Due DUP? 


一 0， 
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Wi W,,. 是 规范 正 交 的 ， 接 着 定义 W 的 剩余 行 如 下 


1 1 了 
Wy- = Ex oT | , 


因为 
| Wow = i Tw. t= fw, t= 


ees a ee 
| Waa. fF = N (577) =o a l, 
所 以 W 的 每 行 具有 1 范 数 ， 因 为 
} = I yok eee os 171 l = 
eae ae [2 ( 2H? )+2 (zn ) | 
对 于 j=1，…，J 和 k= 二 0，…， 分 一 1 成立 ， 由 此 得 出 Wx_;. 与 W 的 剩余 N 一 1 行 是 规范 正 
交 的 ， 最 后 ,我们 必须 证 明 任 选 其 他 的 两 行 都 是 正 交 的 ， 即 
(Wy, it s Wey w.) = 0. 
现在 
CW, ae s Wey te = (TH W,,. TY W,-) 
一 Wy. TOU qe W, 
m T E We. 
我 们 能 够 选择 jj Ej =j+a, > 0. RA k — Lk =2 (Pk — k), ERKA P BE? HB 
数 倍 ; 然而 ， 加 到 W,,. 上 的 量 所 作 的 前 后 平移 将 导致 W; . 的 一 串 等 值 ( 公 共 值 为 0， 或 
1/27 2 ， 或 者 一 17/2" 2 )， 因 此 内 积 总 得 到 为 0， 得 证 . 
练习 [66] 答 案 回忆 V RERBAWHRAT. W 是 你 的 另外 N/2’ 行 组 成 的 N/V X 
N 和 矩阵 ， 由 正 交 性 得 JW VT=0， 其 中 0 E NY 维 零 向 量 ， 因 此， 对 于 ISS, 
D! VT = WT W; Vj = 0. 
练习 [97] 说 明 的 所 有 元 素 为 1/VN， 因 此 上 式 左边 与 了 的 元 素 之 和 成 比例 ， 因此 我 们 得 到 


D, 的 元 素 的 样本 均值 为 0. 
练习 [69] 答 案 ”假设 {以 : 1=0, =, 荆 一 1)} 是 具有 奇数 宽度 工 的 小 波 滤波 器 ， 规 范 正 交 性 


条 件 ( 式 (69c)) 要 求 ， 对 于 所 有 的 非 0 整数 我 们 必须 有 

i-1 

D hihi = 0 
(这 里 凡 三 90， 对 /二 0 和 ! 宇 L)， 如 果 工 为 奇数 ， 则 上 一 1 为 偶数 ， HES n= (IL 一 1)/2 得 到 ( 因 
yh, #0 M hy; #0) 


hihi- = hohi-1 天 0， 


M: 


这 违背 了 式 (69c). 
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练习 [70] 答 案 因为 人 如 是 4 的 自 相关 序列 ,所 以 信雄 )} 的 离散 傅 里 叶 变 换 由 {hh;)} 
WA BS EHRE AH, BHOS} HM | *( 见 式 (36e))， 使 用 exp( 一 ji 站) 一 一 1 和 对 
非 零 偶数 jh eh, = 0 的 假设 ,我们 有 


H( P= P hth; t =1+ S) hehe, 
jr gel, ove 


1+ D, Ce VA whje 


=1+ >) [-1)h *h,e 


gre a3. 


= 1 一 3 h the, 


因为 对 所 有 的 奇数 i. 有 [一 1] = 一 1. PEN COtH(s+4)=2. 
换 句 话说， 因为 {A xh;}=>H(*，)， 所 以 用 练习 [23bj 得 到 
< 1 i2sysn 
h thn = > Lf [u(t )+ n(£+ +) Je maf, 
上 面 说 明 Xt (L) + (L+ ) se 77 aR, R R A a A Gf BH = 0 时 
为 2 其 他 时 为 0 的 序列 ， 然而 ， 这 个 序列 的 离散 传 里 叶 变换 是 处 处 便 等 于 2 的 两 数 ， 即 


u(L)+n(£4+4)=2. 


练习 [72] 答 案 因为 对 于 所 有 整数 1:，e*" = 1 和 对 于 所 有 的 f， HON +H (+ 于)= 
2， 我 们 有 


z-1 全 -1 
h° ahs, = 4+(> H (向 )e BOEN 十 >») H(A + Hemmer (hie) ) 


aco 


1 rN/2, t=0 
e?" | aa N 
á=: 0 a t= 1 ir a 


w 


=O 上 式 是 明显 的 ， 而 对 于 其 他 的 +， 应 用 
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练习 [76a] 答 案 因为 gi=(—1) "hs 我 们 有 


Gp= p? P 
L~ 
> (—1)!"hy ee 
i=90 


| 
< 5 (— DD) ih, errio 
ran 


bel 

> ~i2af(L-1- 
= (=< 1)'h,e Rafi -iei k 

f=) 


其 中 我 们 用 到 了 事实 : (一 1 二 一 (一 1)( 一 1 一 一 (一 1)5， 因 为 上 是 偶数 (因此 (一 1)=1) 和 
(一 1) “二 ( 一 1)'， 注 意 到 ee“== 一 1， 因 此 (一 1)‘=e-w， RNA 


L-1 
G= bJ ef e?et 
r= 


一 ] 
i z sfl 
= gu-n Xy her) 
im @ 


= g Êi- H(+ — ). 


内 为 

9(f) =| GCP 1: = 
第 二 部 分 容易 得 到 . 

练习 [76bj 答 案 由 练习 [76aj 我 们 有 


Sadoe H(+). 
imo 


coven n(t—s) |! = (去 -让 | = (本 一 卫 )， 


mes 然而 ， 由 式 (69a) 有 


在 式 (69d) 中 ， $ /一 0 得 到 | Hoo |*+|H(4) 
H(0) = Sh, = 0, 


pia |H(4+)| =x(4)=2. mat H(A), wee Toe — Ao. 


PA Ee, YF PTS BG MGCP) + G (fH ) 2( 这 是 式 (76b) 的 第 一 部 分 )， 


我 们 从 下 述 的 公式 (69d) 知 道 1g'} 必 须 满足 规范 正 交 性 质 ， 从 而 得 到 练习 的 第 二 部 分 ， 另 一 方 
面 ， 我 们 可 以 如 下 直接 建立 规范 正 交 性 质 的 第 二 部 分 .使 用 eS D hei 我们 有 


L-1 L-1 L-1 
>) si = Se 1) FAl_, = Sa} = ly 
因为 小 波 滤波 器 有 单位 能 量 { 式 (69a))， 第 二 ， 对 于 所 有 非 0 整数 均 有 


L-1 
p> EIR E te = 2 (= DY hrai Riedie 


{~—0 {=0 
L 一 ] 


= b} (1 Ay cere 


1=0 


L-1 
= Dhihin = 0, 
i-d 


因为 小 波 滤波 器 与 它 的 偶 平 移 是 正 交 的 ( 式 (69c)). 
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练习 [77] 答 案 ”对 于 所 有 整数 RNA 


Zrhison — >. (一 D Bihan = S, 
lw 


t=- 


如 果 由 ! 用 变量 代替 光志 L 一 1 一 /一 2n( 所 以 /= 上 LL 一 1 一 mm 一 2n)， RNA 


> pa _ 《了 一 1 一 由 一 2m) +1 
= > ( 1) oiling hi m2n) R—1—m—20)4 2a 
mr ore 


= Zz (—1)° "WA hie 


m= oe 


+ (一 1) "hiznhi i_-m (因为 工 一 22 为 偶数 ) 


DD (HD hay aktinten 


~~ ps (= DPT hi-1-mh m 12n 一 一 9， 


由 此 得 到 所 需 的 结论 S=0. 
另 一 方面 这 里 是 和 练习 [78] 解 法 紧密 相关 的 频 域 方 法 ， 因 此 gi 为 实 值 ， 从 式 (36d) 可 知 互 


相关 
grth,= > Zihisn 
lee: 


的 离散 傅 里 叶 变换 由 G OHA. Fb6,=g xhan. 我 们 需要 证 明 对 所 有 的 n 有 6b, 二 0， 由 
练习 [23b] 得 出 {5,} 的 离散 傅 里 叶 变 换 由 


np = Ao (falfe (£44 )u(£+4)] 


得 出 ， 式 (76a) 说 明 GP =e" H(— fs). Bit 


G (f) = eid H" (+-f)= er H( f~ +)= etsiten H( f+ +), 


因为 对 于 实 值 序列 ，H' (让 =H( 一 了 ( 见 练习 [22b]， 并且 H(*) 是 单位 周期 函数 (参见 练习 
[22a). 因为 G(*) 也 具有 单位 周期 性 ， 所 以 上 面 方 括号 里 面 的 项 变 为 


EL oa(£L4+4)a(L)+ ever n(£)a(£4+ 5) 


2 
= ein of a(£4+2)H(£)+ er u(L)n(£+ 4) ] 
= eL »o[a(£+4)a(£)-u(£)a(£+4)]- 0, 


因为 eto = [e] IM] I L ERRO. AFRA fe BSO, 
这 告诉 我 们 对 于 所 有 的 n，b, 二 0. 
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练习 [78] 答 案 由 


yi Xi 
-ADE (KHAA + De (HAT at yeep ) 
x1 


~LS[o (Huje (+p) Jem 
得 到 第 一 项 展开 式 ， 为 了 得 到 第 二 项 展开 式 ， 首 先 注意 下 述 的 事实 : 


Gf) = een H(+ —f) FH st (76a) 


G* Cf) = en (+ bat f) = eb Ff — >) 


G“ (s+5)= e?r YDL-D H f) 


er H( f), 
其 中 我 们 使 用 了 事实 etr =e") =LI, Be LAR. Ait 


因为 用 (,) 是 单位 周期 函数 ， 所 以 H(~-+)=H(S+5). 
练习 [91] 答 案 令 {ar) 4A() 表 示 新 的 滤波 器 ， 因 为 


e ， Lmt: 
a, = 


0, 其 他 ， 
如 所 需要 的 ， 我 们 有 


(mi lhe} 


A= >) ae 


=a 


L—1 
nn —i2aftm | i)! 
= > i 

1=0 


L-1 

= > yee 
t=0 

= H((m+1]/f). 


练习 [92] 答 案 AA lhu) HOA HN =H. 我 们 有 H; (0)= H(0)G(0) 
为 HO = 》) 4h,=0, 我 们 得 到 所 求 


Ly l 
H: (0) = > hu = 0. 
i=0 
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当 N 宇 1 时 ，{hz.1} 的 元 素 形 成 离散 傅 里 叶 变 换 和 矩阵 W 的 其 中 一 行 的 元 素 - 因 为 矩 阵 W 是 规范 
正 交 的 ， 每 行 必须 有 单位 能 其 ， 因 此 {h;.,} 也 如 此 . 另 一 方面 ,用 帕 塞 瓦尔 ( 式 (35c)) 定 理 得 到 


= 1/2 
Sai | H: (frdf 
Ine x -J 2 


=| Han gcpas 


就 像 证 明 练 习 [23bj] 一 样 ， 我 们 把 最 后 一 个 积分 分 成 三 部 分 并 且 用 积分 变量 代 换 得 到 
bP 到 | ncn o(£)+ ac o(£4+5 Jar 


172 二 
-一 ( 一 2 = m 
E HODdf 之 1 


其 中 我 们 用 到 了 9 (L)+¢(L+>)=2 和 再 次 用 到 帕 赛 瓦尔 定理 . 

为 了 说 明 {h.1j 对 于 侦 平移 不 能 是 正 交 的 ， 假 设 结论 成 立 ， 因 为 它 具 有 单位 能 量 ， 所 以 它 
的 平方 增益 函数 必须 满足 正 交 性 条 件 7 (L) +H. (L442) =2， 对 于 所 有 的 三 都 成 立 ， 然 
而 ， 对 于 f=0 和 使 用 ?rt SHOGA, RNA 


Hz (0) + He (4) = HCO G00) + HO ¢(+)= 0, 


WAH) =H(O)=0, ŞAF A. 因此 {hs.,} 对 于 偶 平移 不 能 是 正 交 的 . 
第 二 层 哈 尔 小 波 滤波 器 由 


{ha} {geht} = ace x E r (十 ,二 ,一 十 ,一 十 
给 出 ， 这 个 滤波 器 和 为 0 并 且 具 有 单位 能 量 ， 但 是 
Whee JAG test os: 
因此 式 (69c) 不 满足 . 
练习 [95] 答 案 注意 Dj=WTW, ， 所 以 上 Di 下 一 WP W. AAW = BA A R 
们 有 
WW = BeAr AL ALB 
= BA Arly Az Arbi 
= By Asics AzA Ar Be 


BBE 
=æ fy. 


+ 


因此 
i De |*= Wily W = WIW, = |W: i. 


Kiri, |S, P= v, i, RHR 5d). 
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练习 [96] 答 案 ”练习 [28a] 的 结果 说 明了 等 价 滤波 器 的 长 度 是 j 个 独立 的 滤波 器 的 长 度 之 和 
再 减 去 1 一 1 得 到 . HE, 第 & 个 滤波 器 (k= 二 1，…， 站 有 2!' 个 0， 紧 接着 上 一 1 个 非 0 TR, A 
此 有 ( 工 一 1)(2 生 :一 1) 个 0 元 素 和 工 个 非 0 元 率 ， 总 共有 (LL 一 1)2*-' 十 1 47K. Alt. AH 


Sie 一 2 一 1， 
滤波 器 大 小 为 
ÑL- D2 +1- G- = (2 —1XL-1)+1= L. 

级 联 滤波 器 的 传递 函数 是 单独 的 传递 函数 之 积 . 第 一 个 滤波 器 具有 传递 函数 为 C(')， 第 
二 个 滤波 器 由 对 第 一 个 进行 上 抽样 得 到 ， 因 此 练习 [91] 说 明了 它 的 传递 函数 为 G(2f); 并 且 
第 三 个 滤波 器 由 对 第 二 个 进行 上 抽样 得 到 ， 因 此 它 的 传递 函数 为 C(4 门 ; 重复 这 个 过 程 ， 首 
先 的 1) 一 1 个 滤波 器 的 第 上 个 的 传递 函数 为 G(2* A. 类似 地 ， 对 于 第 /个 滤波 器 的 传递 函数 
HH 户 ， 因 此 所 有 这 些 的 乘积 就 得 到 了 式 (96b) 给 出 的 H, (让. 

练习 [97] 答 案 ”离散 傅 里 叶 变 换 矩 阵 W 的 最 后 一 行 V 由 


(gine EJN- ae ETa Je] 
给 出 ， 考虑 


N-I 


} —| 
> E =) = Ye -Dt 


为 了 使 得 上 式 等 于 0， 从 而 得 到 对 于 /一 0,…，N 一 1 HB ae 为 此 ， 注 意 因为 EE 
交 阵 的 一 行 ， 所 以 必须 有 


gI)? = 
I=0 
因此 
N--l 2 N=) 
2 o 
giu E] = 2— — ? Bj’ 
tO) ( ZR) VN ico 
然而 
NM-1 ie 
gu Di G, 0) 
i=0 tanp 
从 而 
C/o Ly 2G, (0) 
BE 一 一 一 =2 ! R 
2 ( 7m) JN 
回忆 
J- 
GN = [] a's. 
ina 
我 们 得 到 


G (0) 一 Ilew = [I (dye) = 2". 
因为 N=2!, 我 们 得 到 G1(0) 二 VN， 这 就 达到 了 我 们 的 目的 . 


wv =| Fe nr, ai 由 此 得 到 i 


Ww! = WX = mx- 


HAV 是 定义 1x1 和 矩阵 ， 它 的 单个 元 素 是 Wei, MAS, =ViV, 必定 为 N 维 列 向 基 ， 其 元 
KYB FX. 
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练习 [102aj] 答 案 ”比较 式 (95e) 和 式 (96e) 可 知 ， 我 们 能 够 用 {g;-1,,} 和 滤波 器 (al) 的 卷 积 


构造 {hj.,}， 该 滤波 器 的 脉冲 相应 序列 为 


ho 0,1 ,0,hi yO, 0,1 shi=z 0, ,0,hi_i ; 
—v ve ph a 
21 一 ] -1 个 5 


31 一 一 1 个 9 2—1_1 40 


即 ， 我 们 有 
l= 0,2) ye, 20(L—~ 1); 


Io, 其 他 . 


因此 , ,二 SD g 1.wa1m， 作 代 换 /一 m=21-'k 就 得 到 第 一 个 结论 


m=- 


hj,, = pS hkg 1.1-2 1 


1 一 1 
= > E T Pom Oe A = ] 
(为 了 构造 {g,,,}， 我 们 仅 需 要 在 定义 {at} 时 用 gi RE R). 
. 因此 ， 从 式 (36a) 


对 于 第 二 个 结果 ， 从 练习 {91] 知 ta 一 A()， 其 中 全 ( 访 三 瓦 (2 fp 
和 式 (36b) 可 知 ，{g;-14} 和 ia} 的 卷 积 {h,.,}) 的 傅 里 叶 变 换 由 
{hoeG NHO AH = H; f) 


具体 化 . (Mitea gh AG OGNA.) 
练习 [102b] 答 案 令 {a} 在 {h,-1,,) 的 元 素 之 间 插入 单个 0 形成 的 滤波 器 : 


hj-i,v2， 
a; =| 
0, 其 他 ， 
首先 我 们 证 明 {a,)} 和 {8g} 的 卷 积 产 生 {hj.,}**H;(*)， 其 中 ， 从 式 L96] 知 道 


j~2 
H;(f) = H p [[ G@'p). 
{=0 


l = 0,2,. ,2(L-1 ma 1); 


为 看 到 此 ， 注 意 ih awe Ai), BP 
J 一 了 
Hi Cn = H f) [| Gf). 


使 用 练习 [91]， 对 {a} 的 传递 函数 定义 为 
H; C= HLD Teed 


=H P [[C2 N, 
{=1 


由 入 练习 答案 519 


图 519 ”对 滤波 器 {as 二 一 1/Y2，ai =0, a2 =0, ;二 一 1/Y2}) 的 平方 增益 函数 A(*) 
因此 {a,} 和 {gi} 的 卷 积 的 传递 消 数 由 


H; PGA) = [uep Ga'p jen =H p [TRAH = Hp 
i=} l=0 
给 出 ， 因 之 我 们 能 够 写 


作 变 量 代 换 /一 m= 二 2k 得 到 所 求 


Lj 


3 = Se 1=0," > Lj — 1, 
km0 


k=—m 


( FR 17 BE SS MUDR e BAK.) 
练习 [103] 答 案 因为 


利用 式 (103) 就 得 到 所 求 
width, {gj} = 一 一 二 


练习 [105aj 答 案 因为 


3 
Qs =0, Sa? = 1 和 Yana = 0 
t=0 


对 于 所 有 的 非 0 整数 成 立 ， tai} ,满足 小 波 滤波 器 的 定义 ( 见 (69a), (69b) M(69c)). EH 
ERE PR BLA 


A( p= Daen 


Vi v2 
1 —i3nf —iinf —i3nf 
= — e e — g 
5 [ J 
1 —i3nf re 
= —e 8" [— 2isin(3x/f) ] 
o: 


给 出 ， 所 以 平方 增益 函数 由 4 (万 三 |4( 站 | 一 2sin GrH Bi. Æ 519 给 出 了 .A(*) 的 图 形 ， 
由 图 明显 {w,} 不 是 高 通 滤波 器 . 


520 HR 


练习 [105bj 答 案 对 滤波 器 {ao =l, ai 三 一]} 的 传递 函数 是 


I 
Dif) = Dope 一 1 一 eerf 一 ein [eY 一 er ]= e™ [2isin(rf)], 


i=0 


因此 容易 得 到 DP(f) 三 | DCP) |? =4sin® (xf). 
练习 [106] 答 案 ”为 了 方便 ， 令 M=L/2, 


E M+ 7 M+ 1 一 1 
Caem; Saa a, M, = ( l j; Mi = ( 2 


从 而 


M--1 = 
GCF) = 2C >》 M7S! 和 MD Cf) = 25" > "MIC.'. 
1 


注意 式 (76b) ,条件 PtH” ( /十 序 )=2 等 价 于 9 中 Cf) 十 HCf) 二 2， 因 此 我 们 必须 
证 明 ， 对 于 所 有 的 正 整数 M 有 


M-i M-i 
c“ SIMS! +% 2 MTIC: 一 1. (520a) 


我 们 用 归纳 法 证 明 . 当 M=1 时 直接 得 到 ， 因 为 对 于 M=1，Mr =1 3H C+S=cos' (xf) + 
sin?(r 刀 天 1， 下 面 是 归纳 过 程 . 我 们 必须 证 明 ， 给 定式 (520a) ， 由 此 得 出 


M M 
CM SO MS'+ S*" SMC! = 1. (520b) 
i=0 {=0 
现在 
M M 
cM OS M,S'= C*(1— S) >) MS! 
{=D =0 
M 
= CY >) (MS! ~ MS"! ] 
{0 
M M?1 
=| DMS'— MS’ | 
?了 一介 fiw] 
M 
= [1+ DEM,— M1]S' — Mus? J. 
i=] 
因为 


二 wee (quer 


l i=] 


(M+D!_(M+1—1)! 
Mil! MIC 二 1T! 


_ (M+D!1—(M+L—1)!el 
= Mtl! 
_ (M+1—1)!1(M+ 1-1] 
加 M!!! 
_ (M+!l—)D! 
(M— 1) 11! 
(+1) 
7 l 


= M; , 


HAK TEE 


我 们 有 
M M 
C! YI MS'= [1+ JMi S! — MuS™! | 
i=0 i=] 


M—) 


= O[ J MiS' + MuS™ 一 MuwSw J. 


{t=0 


另外 ， 式 (520b) 的 第 二 项 也 可 以 表示 为 


M 对 一 ] 
SM >)MIC' = STS) M7C! + MuC™ — MuC™' |. 


t=0 1 一 他 


因 之 ， 应 用 这 两 个 表达 式 和 式 (520a) 的 归纳 假设 ， 产 生 


M M 
Cit OS M,S! + S81 MC! 
jaa 


i=? 


= 1 + O (MuS™ — MuS™! )+ S“ (MuC™ — MuC™" ) 


= 1 + 2C“%S"M y— CYS™Mu(C + S) 
= 1+ 2C%S™M y— CSMy 
= 1+C“%S"(2Mu— Myu) = 1, 
其 中 我 们 用 到 事实 
2M— 1 2M 
aaa mm (M1) (B 
M M 


(2M—1)} _ (2M)! 
Mt(M—1)! MIM! 


__ 2M. (2M—1)!— (2M)! _ 
E MIM! E 


= 2 


0. 
练习 [111] 答 案 像 要 求 的 ， 我 们 有 
Uw (p= = uh P 一 > u eP 


一 一 oo (一 一 om 


= > ul @ Bastin) 


练习 [112] 答 案 式 (76a) 说 明 
GP) = rH f), 
因此 我 们 有 
H(>-f )=errracs, 


p fas, 使 用 er 一 ev， 因为 工 一 1 总 为 奇数 ， 我 们 得 到 


Hf) = et (Fun|g(t =f) 


一 gêr maG(5 -f). 
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练习 [114] 答 案 AOC) BM GMA BM, RMA G(/)= | CN | ee 中， 
因此 
> (G) 2t 


j=] j—1 | j-1 1 | 
gin = [Teen = Jiu cep een [TT ean yee “”, 
则 对 G,(*) 的 相位 函数 由 


jn 


"P (f) = See (2!f) 


t=0 


371 
给 出 ， 由 于 D) 2 一 2 一 1， 在 上 式 中 使 用 bc (六 全 2rfr， 则 


j=l 
OE x Prf) = rf — Dv = 2a fi, (522) 
{=0 


‘Hy (yy 


mye=H(2—-Dy. BM, BHO? (OB HMA RR, W HNS HOS) | e ; 
因此 
H;(f) = H|! NGA f) =| H Np laid) | Paitin ow Gn, 
所 以 对 H; C+) AY AEU PA eB 
KPC NP = 0E (27) + OA) 
bik TE ESCA OC? (fp ~—2nf(L—1+v) Ah (522) BB 
OH Cf) 之 一 2r(2 La 1+ vy) + 2x f(2"? — Ly = 2x f(— 2 (L - 1) n] = 2a fis”, 
而 vi? = 2) *(L—1) +]. 


练习 [116] 答 案 LA(8) 尺 度 滤 波 器 具有 宽度 工 一 8， 所 以 式 (112e) 表 明 ,一 一 地 十 1= 一 3. 


式 (114b) 现 在 表明 
—4, j=l; 
yO =— (27 [L-1] +) =—7.2 +3 =4—11, j=2; 
—25, j=3; 


另 一 方面 ， 式 (114a) 表 明 
xc = (23 一 1)v =— 21. 


由 于 这 里 At=1， 指 标 上: 和 组 成 W, 的 小 波 系数 {Wi.,: 1 二 0，1，…，63} 的 实际 时 间 之 间 结 合 ， 
由 表达 式 wo 十 (2(t 十 1) 一 1 十 ymod N) 给 出 ， 所 以 我 们 有 


142, += 0; 

144， t = l; 

18, t = 2 

20, t = 3; 
实际 时 间 = 17 + (2t— 3 mod 128) = 

22, t = 4; 

138, t= 62; 


140, t= 63; 


KABA ISE 


指标 t 和 组 成 W: 的 小 波 系 数 {W.,: t50, 1, ee 
(4(t 十 1) 一 1 十 Wmod N) 给 出 ， 所 以 我 们 有 
137, 
141, 
17, 
实际 时 间 = 17 + (41 一 8 mod 128) = 
129, 
133, 
指标 上 和 组 成 W; 的 小 波 系 数 {W;.,: t=O, 1, 
(8(t 十 1) 一 1 十 Womod N) 给 出 ， 所 以 ， 我 们 有 


127, 
135, 
143, 
实际 时 间 = 17 + (8r—18mod 128) = 4 
111, 
119, 
t=0, Lt; eee 


最 后 ， 指 标 t MAM V: HRE RUV: 
式 to 二 (8(t+1)—-14+ 4” mod N) 给 出 ， 所 以 ， 我 们 有 
(131， 


139, 
19, 
实际 时 间 = 17 + (8¢— 14 mod 128) = 
oy 
115, 
123, 
图 524 t H T PEA ERATI oH Wis W2, Wis Vs 元 素 的 图 . 
练习 [117] 答 案 用 as = g-is i=0, 


L- 
Alf) = Save = 
i=? 


L-1 
和 ef) > ‘get 


i> 


= iK- OG» (f) ; 
因为 其 中 {g'} 是 实 值 的 ， 
练习 [118] 答 案 由 于 》)g? = Dai = 1, 我 们 有 


一 ] i-j 
elgi) teih} = Sigi + > ih. 
t=0 t= 


…， 上 一 1 定义 反 向 滤波 器 . 


，31} 的 实际 时 间 之 间 的 结合 ， 由 表达 式 o + 


t = 0; 
t= l; 
t= 2; 
t = 3; 
t= 4; 
t = 30; 
t= 31; 


…，15) 的 实际 时 间 之 间 的 结合 ， 由 表达 式 oH 


= 0; 
t= l; 
t= 2; 
t= 3; 
t= 4; 
t= l4; 
t = 15; 


，15} 的 实际 时 间 之 间 的 结合 ， 由 表达 


t = 0; 
t= l; 
t= 2; 
t= 3; 
t= 4; 
t = l4; 
t=15 


L 一 ! L-1 
3 -2 —2nf(L—1-)) 

>) Bite eft 一 > gre g 

i=0 ind 


10 45 115 150 


80 
实 上 也 时 全 
图 524 关于 时 间 序 列 {X,: t= 二 0，…，127}) 的 Jo =3 层 的 部 分 LA(8) 离 散 小 波 变换 的 小 波 和 

尺度 系数 ， 在 Xi: =1 时 时 间 序 列 全 为 零 ，X 的 第 上 个 值 与 实际 时 间 上 十 17 有 关 ， 因 
此 Xs: 与 实际 时 间 80 有 关 ， 在 上 图 中 用 细 垂 线 表示 


应 用 式 (75a) ， 则 有 


L-1 
= X (L-1 Dhi, 


ft 站 


从 而 导出 所 需要 的 


L-) L-1 
elg:}teth}= 》 (一 1 一 六 好 十 27 及 
(一 0 imd 


i~t 
= (L—1) k =L-1. 


i=0 


练习 [139] 答 案 ”D; 和 W, 中 的 受 影响 项 的 部 分 分 别 为 (2L’ 十 L; 一 2)/N 和 LN 一 
2’1;/N， 对 于 大 的 j， 我 们 有 上 二 1 一 2， 因 此 受 影响 的 比率 为 


Li +L,—2 LD)+(2 DL D+1—2 
FL’ 2 (I. — 2) 
git —] 


x 2. 


2 
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练习 [149] 答 案 AFL >O4ARSLS4, RNA 
L; = (2) —-1(L-1)+13>3+2)~-2>2', 


ATEH L >XYL;, $ Li=rt+s, 而 一 (L 一 2) (1 一 方 ) 和 0 和 8 一 1， 那 么 
2IL! = 2ir+26= (一 2)(2 —1) + 28 
= (2 —1XL—1)+1— (2 —1)—1 +28 = L; +2(8—1). 
因此 


+ 


L; = L+ A0 > L5. 
练习 [166] 答 案 注意 到 


O AA 
1 1 hy h: aa V2 Wi ho hy W, 1 
一 一 一 了 = ee ~ ry ~ 
ms : : | Waj |? A Wis 
me: 0 ho 
和 
hy he | hy he 2 
1 1 0 h; V2 Wo 0 h, Win 
T ree! i = = 
2 Br Wr = 2 0 ho VŽ Wi. 0 ho W, 2 
0 0 
$ $ J 0 0 
交叉 存 取 上 面 两 式 ， 我 们 能 够 写 
ho hy he hs Wo | 
> BIW, + > Br Wr, = 10 0 ho hy eer Wi. SOR 


© 
© 
© 
... al 
i=) 
= 
w 


类 似 的 论证 产生 二 TV 十 元 TVr =A Pa. 

练习 [167a] 答 案 HFB W = 方 (BIW + By Wr. HBA FB BY = Ty: 及 By BT., = 
Iw:， 则 有 

上 Bi ii? 


| BPW, i= BIW + BFW, I? 


= -L (BIW, + BD Wr. )" (BIW, + BFW.) 


$ 


CWI BB; Ww, + Wia Br aB} Wr. + WIBIBT Wr. +W} a Bra Bi W, ) 
(WIW, + Wr. Wy, + WY BiB? Wy. +W} Bra BIW, ) 


CW, + | Wr HWE BB Wr + WB BW, ). 


| 


I 


ub 


由 于 WW, t= 六 CW, @+0W,, i>. 并且 标 量 Wi B BW n 等 于 它 的 转移 


WE B, BIW, ,我 们 得 到 
D, f= = z | W, i+ Wi BiBy Wr. ). 
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练习 [167b] 答 案 今 (h?)} 是 (h,) 的 长 为 NN 的 周期 化 序列 ， 
hus 0<(<L—}; 
At= <0, L<l<N-1; 
Rman L<Oorl>N, 
以 类 似 的 方法 定义 {g*}， 那 么 B17 B 的 第 (j，k) 个 元 素 由 


N- 了 N-1 
o “o pe; o 
b,a = Si Ahed S AIA torji 
1=0 I!=0 
了 一 上 


= SM Ar 0Sjk N-I 


给 出 ， 并 且 同 样 地 存在 XAT A, 的 第 (j，A) 个 元 素 ws 的 类 似 表示 ， ABTB +A A, 的 第 
G, ONERA btana tA, KU ABER j=k ob taal, SWSFO. 4 j= 
时 ， 我 们 从 式 (163a) 的 中 间 部 分 得 到 
L-1 7 7 
ba = UMP = D ieh, 


{=0 t=0 


我 们 类 似 地 有 ae = 本， 由 此 得 到 bi 十 ur 三 1]， 如 果 对 于 一 些 非 零 整数 m HB R-jH2m, 
那么 


l-1 一 
bj = 5 hih zm11 = > hi R amti mod N = 0. 
1=0 


一 人 


因为 上 面 第 二 个 和 对 于 一 些 m 可 以 写成 一 个 或 者 两 个 的 形式 


i=} 


hi Wats 
的 和 ， 由 式 (163 a) 的 最 后 部 分 它 等 于 零 . 对 于 cx 有 类 似 的 结论 ， 所 以 当 1 一 | 是 正 偶数 
时 ， buta.=0. 最后， 如 果 A 一 ) 是 奇数 ， 首 先 注意 式 (163d) 的 第 一 个 关系 式 和 {g?} 以 及 
{h?} 的 定义 告诉 我 们 
gi= (—1)" hi 对 于 所 有 的 l. 


因此 我 们 有 
N-i N-1 
bja tajam dy hh DS ieu 

I=0 1=0 
N-1 N-1 _ a 

= 》 Ahju + J D ha DP Areaan 
i=} t=0 
N=l ya r 

Ei >, hı hiji = p Ay Airi jii 
1=0 t=0 
N-1l N-1 


II 
M 
=! 
> 
d 
M 
> 
4 
i 


~ 
i i 
© 
~ 
中 
° 


2 
z 
| 


Hj h, = 0， 


i 
=! 
=>) 
my 

a 
| 
= 
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这 就 证 明了 提示 . 
由 式 (165b)， 我 们 有 W = 巨 ,X 和 V, = A,X， 分 别 用 B87 左 乘 第 一 个 式 ， 用 47 左 乘 第 二 
个 式 两 边 ， 然 后 相 加 得 到 
BIW, + ATV, = BI BIX+ AT Aix = (BT B, + AT A)X=X, 
其 中 我 们 使 用 了 提示 .用 X 左 乘 上 式 的 两 边 得 到 
X™ BTW, +X" ATV, = XT™X; 
然而 ， 由 于 WT 二 XT BT 和 VT 了 二 X" AT, ERER 
WI W, +V? V, = XX: 
即 得 所 求 
|| W: i}? + | Vi ||? = | X || *. 


练习 [171a] 答 案 Sth Ag IAM Eh, } = (hy /V2) 6 a, } =1 9, //2) RGM KE HN 
的 滤波 器 ， 注 意 到 {加 (A(L) bm (ary {G(<)}. 现在 ， 
Wi. = Dy RIX ,mo N 和 Vi 5 BX 1-1 miN- 
Ae Ma) EX, ) PS AG HB EE, MA 
(Wie {A(Z)a) 和 Wide {E(S) a}. 


N 
用 帕 塞 瓦尔 定理 ( 式 (36h)) 可 得 
N-1 N-1 
= 1 ~k 
| W, | ZNZ A(È)| IMI = ACY) ae 
和 
N-1 N=) 
1 ~/k <i ~ek 
| Vy r= 72 /6(x)| Melt = A IN) 
相 加 可 得 
oa 要 ee =k = 
Iw l+ ivi I= yal (AG )+ 9 (HW) A = |X", 


其 中 我 们 应 用 了 ( 1 ) 对 于 所 有 的 f， 凡 (1) 十 9 (六 =1( 参 见 式 (163c)) 和 (ii ) 再 次 用 到 帕 塞 瓦 
尔 定 理 . 
练习 [171b] 答 案 V 中 的 元 素 只 有 {Vi,,)， 这 是 用 {85,.} 循 环 卷 积 {X} 的 结果 (参见 


式 (170a))， 由 于 {8).) 是 周期 化 {B/,.) 为 长 N WAR, IAB) IG), O RAAB ul 
(G,, (E) }( 这 由 练习 [33] 得 到 )， 如 果 让 { 4 } 为 {X,} 的 离散 传 里 叶 变换 ， 则 有 

tj 人 Go (E) ae}. 
其 次 注意 ， 如 果 {a : 1=0, +, N—1 (Ay: k=0,，…，N 一 1),， 那么 Av=Na, KPa 
{a,} 的 样本 均值 。 现 在 得 到 {Vj,.} 的 样本 均值 由 

Jo-1 
1 = y 
4 Gs, (0) Xo = will G(o))NX =X 
~ ~ l 

给 出 ， 从 练习 [76b] 中 知 G(0) = X g, = 二 V3， 所 以 G(0)= 二 G(0)/N2 二 1， EX RA =N 

l 


~ ~ 1 ~ 元? 
|X 2? —X? AV, ,替换 {X,)， 现 在 得 到 iV,,.,) 的 样本 方差 直上 Vj P. 
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练习 [172] 答 案 Dı AS, 中 的 元 素 由 

Dis = a 和 Cre s > BV aan 

给 出 ，:=0，1，…，N 一 1， 如 前 ，!{ 广 ,,} 可 以 认为 是 循环 滤波 { 多 ,,}， 滤 波 器 的 离散 傅 里 叶 
变换 是 | 五 (总 ) ); 另 一 方面 ，{ 玉 1,} 可 以 认为 是 具有 滤波 器 {局} 的 循环 滤波 {X,} 滤波 器 (用) 


的 离散 传 里 叶 变 换 (万 ( 专 ) )， 令 { 尺 ,} 为 {X,} 的 离散 传 里 叶 变换 ， 则 有 


Doe A (HA) aE) 
ARS (6(=)a}. 相 加 可 得 


(Bist Supe { (A(Z)+G(H)) a} = {Xi}, 
由 于 对 于 所 有 的 上 有 XI(P5S( 门 =1( 参 见 式 (163b))， WFLX) ei X), HFA RAT 


n= [ã(E)x). 


EB X, = Dut S’ 即 发 一 万 ,十 S，,， 

练习 [175] 答 案 AWW RRR ER, Va) 为 {V,., ) 的 离散 傅 里 叶 
变换 ， 由 式 (175b) 告 诉 我 们 {WW,, ) 由 循环 滤波 {V) u } 形成 ， 其 滤波 器 的 传递 函数 由 日 (2171! 了 ) 
给 出 ， 则 有 


同样 ， 从 式 (175c) 得 


式 (175d) 的 右边 第 一 个 和 是 与 {W,, ) 滤波 器 的 互相 关 ， 而 滤波 器 的 传递 画 数 由 万 (2 /) 定 
义 ， 所 以 , 我们 有 
Si Wiar oe [A (2 E) h 
同样 ， 对 于 第 二 个 和 有 
(人 
式 (175d) 右边 的 离散 传 里 叶 变 换 因 此 由 


He (2 È Jwa +8: (2 Ñ ) Vis 
k 


p Wi 
A, Hee EAM SAL ACD t+ (EWN |" SPT Dees Oy 


式 (175d) 的 右边 等 于 V)_1.. 
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练习 [208] 答 案 RIJE 
A: BiB} A; A,B:B1B} A,B,A! 


A: BI 
| [BA BIB? A! ]= | B.B,BIA; BBBIB BBAT 
A: ABIA? ABIB? = AAT 


IXA; A: Ix By A208 
AG Bz Ix By B20¥ 


A: ONB? Ix 


BA; BB; ONY 


AA; A: B; Ox X 
0 


只 ， 
>: 


OX OXN I 
练习 [214] 答 案 首先 注意 (从 式 (214a) 开 始 ) 

L-1 

Witse = S trna W jt snctet 1-1 med Nj- ° 
i=0 

而 
1 一 1 
Whats = DY tent st Wj- en 1- mod N, =- 

imO 


为 建立 练习 结论 ， 我 们 只 需 证 明 Urn = ana 和 Mant 1 = Ona 在 上 面 第 一 式 中 ， uz 的 第 一 个 下 


标 是 偶数 ， 所 以 
gis 2n mod 4 = 0,; 即 是 偶数 ，; 


hı» 2n mod 4 = 2,8) n 是 奇数 . 
因 之 ，uzw 二 anu， 在 第 二 式 中 ，wzni1i 第 一 个 下 标 是 奇数 ， 所 以 
hı, 2n 十 1 mod 4 = 1,8) n EBX; 
人 S 2n +1 mod 4 = 3, 即 是 奇数 . 


Ur 一 


因 之 uriia = bni. 
练习 [223] 答 案 MERHEM m| Wine (= 1 Wine | ， 那 么 对 于 任何 的 CC ， 我 


们 都 有 
D MW = 2 NW = XH 


GemeC GEC 


因为 每 个 变换 都 是 规范 的 . 因此， 对 于 这 个 价值 泛 函 ， 每 一 个 可 能 的 变换 都 要 满足 最 优 性 
准则 . 
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练习 [230] 答 案 ”由 于 对 于 所 有 的 最 接近 对 称 和 coiflet 滤波 器 ，v<0， 我 们 能 够 写 


Vien =—| v | (2? = 1) — Sa (L— 1—2 | vl), 


所 以 Vja KO “HA 
Se plein iy] te 2), 


HR 


由 于 jv| (2 一 1)>0 和 2 一 ] 宇 Sj 宇 0， 上 面 的 不 等 式 成 立 当 且 仅 当 (2 v| +1-D< 


v1 ， 即 1v| 之 L 一 1， 从 式 (112e) 我 们 可 以 推出 对 于 所 有 的 最 接近 对 称 滤波 器 ，1v| 福子 一 2 


FE —2<1—1 总 是 真 的 ， 由 此 得 出 |v | <LI. IF coiflet 滤波 器 ， 我 们 总 有 | v | = 


宁 一 1<L 一 1， 所 以 结论 成 立 . 
练习 [233] 答 案 如果 7 二 1， 我 们 有 


1 mas ~ 
DUD P= [IM DT + [Mero AL? 


n=0 
=| MAPE+IMAT 


=| G,(CAP P+ HD) =1, 


其 中 我 们 回忆 cio =[0] = [cio M cn =[1]= [cu] FHEEXRPRA-—-TFRREX 


(163a)， 因 此 这 个 练习 在 j=1 时 成 立 ， 为 看 到 对 Hl 时 也 成 立 ， 我们 要 求 
2 一 1 一 ! 


Sim e: 
DlUa N= X lUa 1’, 
我 们 准备 由 归纳 法 建立 练习 的 结论 ， 为 了 证 明 上 式 成 立 ， 注 意 


wel? 2. 2 ji 
DU PL? = D [I Man (21? 
并 且 考 虑 前 两 项 相 加 : 


J 一 ! = jml Sa 
[I M om2 + [I | Me, am 2N? 


m=0 


j- á ~ 
= (J | Moom ZP 1?) | Me, 05-1 C2"P |? 


m=0 
汪汪 ni ws 
+ (TI | Mee 201?) [Me an 27 |? 
m=O 


了 一 2 
0 


j--2 = = 
= (TT |M 0m (2771?) (1G C2" |? + | Harp) |*> 
m=0 
= ~ ~ 
= | M. .0m (2°f) |? aR (Uo N 1， 


me 


CTT 1M. ,0m C2 |?) | Mo C2") |? + IM (2"f) 12> 


(530) 
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这 里 我 们 应 用 事实 : c;.。 和 cj.1 的 前 j 一 1 个 元 素 和 cj- 中 的 元 素 是 相同 的 ， 而 最 后 的 元 素 分 
别 是 0 和 1， 以 类 似 的 方法 ， 式 (530) 中 接 下 来 的 两 项 产生 


7 一 1 | 
II | Me, 2m (2"F) |? + II | M, 3.m (2"f) |? 
jm? Pe as ~ 
= (TT [Maa 271?) CLM arp |? + MA |?) 
1~2 rae ea a 
= (TIM ain ZPP) AEZ + 1G2"7)1’) 
m=0 


2 P S 
= [| M,a = (Ua N] 


m=0 


其 中 现在 我 们 回忆 : cl: 和 cj. 的 前 jj 一 1 个 元 素 和 cj- 中 的 元 素 是 相同 的 ， 而 最 后 的 元 素 分 别 
是 1 和 0. 由 于 式 (530) 中 的 相 加 项 数 是 4 的 倍数 ， 而 且 每 4 个 一 组 可 以 像 前 4 项 一 样 处 理 ， 
因此 证 明了 结论 . 
练习 [240] 答 案 RNA 
(XR) oe (XY TRO 
= (X,d, dy (X-X) 
= (Xd, (4 X-B X”), 
所 以 ， 如 果 di X=d_ XOMBACMY. 为 了 证 明 这 是 真 的， 注意 
d} XY = dy ((X,d,, dy, ) 
= (X,d, dy, dy, 
= (X,d, ) = dy, X, 
AH d] d, = | dp, | 二 1， RNA 
x= EXP +R” |? 
= fx? |+ |R? +2 XY R?) 
= | xP + TR? Ws 


另外 
WX? ?= | (Xd, d, I’ 
= | (X,d, ) |? l dp Il’ 
= |(X,d, )|:, 
这 就 完成 了 练习 . 


练习 [261] 答 案 我们 有 
E{(X—a)’} = E(X?) —2aE{X} +a’ = qla), 


这 是 个 关于 a 的 二 次 函数 . 为 了 确定 这 个 函数 的 极 值 ， 我们 对 于 上 式 关于 a 求 导数 ， 得 到 并 
且 置 结果 为 0 有 
dgla) __ 96(xX} + 2a = 0 
da 


(由 于 二 阶 导数 是 2， 这 个 极 值 事 实 上 是 最 小 值 )， 上 式 等 价 于 a 二 ElX}. 
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练习 [262a] 答 案 Q wlt ri)=t H u (ay Hao ta. 这 个 变换 的 雅 可 比 (Jacobi) 
行列 式 是 


HA yo = us Cros ri) A yı =u Cros z1), RN TUBA E A wt BR w (y，y)= yo 和 
(yo， y)=y y. Alt, RNA 
fray, (Yo) = Sx, x, CW Cro 1) rv Co I) 一 xx yy — yo). 
练习 [262b] 答 案 回忆 方 阵 的 迹 是 它 的 对 角 元 素 的 和 ， 因 此 有 


Newt 


tr{iZx}= Dy vari X,}. 


因此 我 们 需要 证 明 tr{ 马 )==tr{Bx}。， WF A 和 B 是 使 乘积 AB 是 方 阵 的 矩阵 ， 在 和 矩阵 理论 中 一 个 
标准 的 结果 就 是 tr{AB }=tr( BA) (例如 见 Graybill，1983，9. 1 节 )， 于 是 ， 由 于 O7 O=T、， 
tr{By}= tr{O SyO"} = tr{5x0OTO }= tr( Sxly } = {Sx} 

对 于 正 交 变换 成 立 ， 

练习 [263] 答 案 WK ux 二 0， 那 么 由 式 (262b) 得 出 w= 0 px 二 0; 同样 ， 如 果 Sy =o' ly, 
那么 由 式 (262c) 得 出 ， 由 于 OO7T= 1 规范 正 交 , D=—O Bx O= Oly OT =0 OOT=o' ly. 
由 于 X 的 多 元 高 斯 分 布 也 隐 含 着 Y 的 多 元 高 斯 分 布 ， 我 们 能 够 推出 ， 因 此 X MY 的 统计 性 质 
是 等 同 的 ， 最 后 ， 如 果 px 天 0， 我 们 仍 有 SHS, BERE m 不 需要 等 于 nr， 例如， 假设 
4x 二 [px，kj"， 考 虑 它 的 哈 尔 离散 传 里 叶 矩 阵 


对 这 个 矩阵 ， 
ro 
| 
练习 [265] 答 案 ”使 用 rsa(0) 的 定义 ,我们 有 
E,{r4(6)} = fra (Ou) fo On 46, 
= {J (d(x). ) f x1s=0, (z)dz) fs C0 ) dO 
= {| (d(x) Oy) fx bg 一 (x) fo (Oo dad&. 


A FR (260), 我 们 有 fx a= by (x) fy (Oo = fxe Bo) 而 fxr, Oo) = fa: x=1 (Oo) fx (a) 所 以 


有 
E; tr} = ff (d(x) Oo) faix~z Oo) fx (x) dad 


= | (| AC) fax (Oodle ) fx Codz. 
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练习 [288a] 答 案 SEERA, AHX=OM Elene) -OM FRAN u 成立 ， 我 们 有 
E(X,}=0, Wet Fe>OM (<0 我 们 分 别 有 


t 1 一 】 
E{X,} = Ela} =0 和 E{X,} =— > Ele.) =0 
w=t .=0 


对 于 所 有 | + | 二 0 成 立 . 因此 随机 游 动 过 程 的 第 一 个 矩 不 依赖 于 !( 这 时 要 求 是 平稳 过 程 )， 现 
在 让 我 们 考虑 {X,} 的 方差 ， 我 们 有 var{ Xe } 王 0， 并 且 对 于 :一 0， 
var{ X,} = E{ X?} 


= E{ (Xe) (De)) 
= yee = tis 


由 于 Elene } 非 零 仅 当 x=x 成 立 ， 这 恰 是 在 二 重 和 中 和 希望 的 | :ji ， 由 于 var{X,} 依 赖 于 t+， 随机 
游 动 过 程 {X.} 是 非 平 稳 的 ， 为 了 确定 (b) 部 分 ， 设 了 ,三 XX 一 外,- 1 为 {X,)} 的 一 阶 向 后 差分 ， 对 1 二 
1, RNB Yi =X — X56; Wel, RNA 


Itt-) 4 一 由 一 ! 


Y, 一 一 > es + Eu = E. 
u= Q0 a=0 


FRY IRABETRe), FUXIN-MREPRERHE. ATREORD, 注意 
到 ， 由 于 白 噪声 过 程 {Y, NEE Sy or 给 出 ， 由 此 得 出 1!X,} 的 谱 密度 函数 由 


Sy Cf) 
4sin: (xf) 
oe 2. 

Asin (af) 4x° f? 
给 出 ， 其 中 对 小 的 了 近似 成 立 ( 因 为 sin(z)<*z 对 于 小 的 成 立 )， 
练习 [288b] 答 案 ”由 于 对 于 所 有 EU, $0, ike 

E({X,}= Ela, +a,t+U,} 


Sx(fPp= 


= 


= Ap tat, 


这 依 束 于 :， 所 以 {X,}) 是 非 平稳 过 程 .为 了 建立 (b)， 设 {su.:} 表 示 对 {U,} 的 自 协 方差 序列 ， 注 
意 一 和 阶 向 后 差分 


Y,= X, 一 Xe 
= Qo +a,t+U, — (ay +a,(t— 1) + U,-;) 
= a; +U, — U, 


具有 均值 
E{Y,}= Eta, +U, — U,- } 


= a, + E{U,} — E{U, 1} = Gi #0 


534 At R 


以 及 随机 变量 和 YY,, ,之 间 的 协 方差 
cov{Y, Y} = E{(Y, — a) (Y,,.,— a)? 
= E{(U, — U,-1) Gi — On} 
= E{U,U,,,) — E{U, Unei} — E{UU} FEU Uam) 
= Sure — SU. — Suet 十 各, 
= ge — Suet T Stet) = Sree 
由 于 E{Y,} 和 cov{Y,，Y,;.} 都 是 独立 于 1 并 且 是 有 限 的 ， 过 程 EtY,} 是 平稳 的 并 具有 非 零 均 
值 ， 为 了 建立 (c), 设 {2Z,}) 为 {Y,) 一 阶 向 后 差分 ， 这 和 {X,} 二 阶 向 后 差分 是 一 样 的 ， 我 们 有 
El{Z}= EtY, — Y,-11} 
= E{Y,} ~ E(Y,-.} = 0, 
我 们 能 使 用 如 前 论证 得 到 
cov{ Z; s Zie} = 2sy, — Sy 一 sy.cl 
= 2(2su. — SU T Uer) 
— (2su.-1 — Suse-2 — SU.r) 
— (2su.e11 — Ste — SU) 
= su — sy T Esun F Stee Y Suez’ 
上 式 依赖 于 r， 而 不 依赖 :， 因 此 {2,) 是 具有 零 均 值 的 平稳 过 程 . 
练习 [289] 答 案 从 式 (299a) 中 我 们 有 


| 5 
E{a?}= Dey — py) — (Y— py) }*} 
1 N-} = = 
=< ELY, — py)? — 2Y, — wy CP — py) + (Y— py”) 
t=0 


N-1 
= of + var{Y} — ZE{(Y— py) OY, — py) } 


I 
a 


Et — ŻE (CY — py) (NË — N，) } 


oy — vari Y}. 


N—] 
SIBER Y= LY. 用 这 个 记号 ,我们 需要 证 明 vartYv} GN. hF 


r= 


var{Y) 二 var{Y,) = 二 上 %， 结 果 在 N=1 时 成 立 ， 假 设 它 在 N 一 1 时 也 成 立 ; 即 var{Y¥y-.} = 
中 (CN 一 1)"H"?， 反 复 地 使 用 练习 [7. 2] 的 (d) 部 分 ， 则 有 


var{Y,} = var | `g ee 证 $ Yx- | 
一 var { Ysa }+ var | 六 Ys- }+ 2eov | X= lel JO 1 一 一 l NYS- | 


= (No) (N— 1)?" a + oh + cov { (DY a} 


RAKIER 535 


N—2 
= h [N-D +o +2 Dcov(Y, ,Yn } ] 
1=0 


Nl 
= [AN-N se] 


r=l 


2 N=1 
= LUNED Det l l — 2] el +e] 


r=] 


N 
= L [N-D +14 you 一 2 + De] 


r=2 r=i r=l 
2 
= REGN= D + 1+ N74 — (N—1)?4# —1] = of N74, 


这 就 完成 了 证 明 . 
练习 [302] 答 案 ”假设 式 (302) 对 一 些 六 三 2 成 立 : 
J0-1 


Var {Y, } = var{ Vy iu t Dlr). 


j=l 


现在 
tt ia 
var{ V1} = i OPS Pdf 
ye (1 
=f (TEZ) spar 
' i= 
1/2 S 7 Ign? 
= f (LF p+ Hae pI] Fan) spas 
p 人 CSa, (A+ Hs, P JSy (Pdf 
= var { Vj.: Ht C) 
RU, RNA 


Jo 一 1 


var{Y,}= var{ V; u} Hl) 十 Dr) 
j=1 


Jo 
= var{ Vj u} + DC). 
j=l 


练习 [304] 答 案 ”对 于 j=1 情况 的 证 明 可 以 很 容易 地 延伸 到 一 般 的 j， 如 果 我 们 可 以 建立 
证 明 ， 滤 波 器 (及 .,} 是 两 部 分 级 联 滤 波 器 的 等 价 滤波 器 : 第 一 部 分 是 d 阶 的 向 后 差分 滤波 器 
(这 个 将 {X,} 变 为 平稳 过 程 {z,))， 第 二 部 分 为 具有 有 限 宽度 的 滤波 器 .很 容易 从 式 (169b) 和 


对 j=1 TEMS, (hi), J> FRB! ORRERA 
H (fy= HM (2 fy GCP) 


= DA (2 一 f) AL C271 pf) FG CH). 
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应 用 D(*) 的 定义 和 指示 中 三 角 人 恒等式， 对 于 7 之 2 
D(2) | 门 王 4sinz(rx2 和 一 f) 
= 4sin’: (n2? f)[4cos’: (rn2’™ f)] 
= 4sin’ (n2! f)[4cos: (n2 f) J[4cos’: Cn? f)] 


i—2 
= D(f) [|| 4eos: r2 f), 


k=0 


其 中 4cosz(xr 六 定义 向 后 和 滤波 器 {1，1) 的 平方 增益 函数 ， A. h DT NE PA 
益 函 数 可 以 分 成 两 个 滤波 器 ， 第 一 个 是 L/2 阶 向 后 差分 滤波 器 . 由 于 L/2Sd, RRS 


Hi? Cf) = Def) Bf). 


其 中 
B,(f) = DEC HT T] 4cos? arp]? Ai (2 fy GCP) (536) 
必须 是 一 个 有 限 宽度 滤波 器 的 平方 增益 函数 ， 因 为 级 联 滤波 器 的 等 价 滤波 器 {h,.,} 具 有 有 限 的 
宽度 . 
练习 [305] 答 案 用 练习 [304] 建 立 的 结果 说 明 ， 我 们 能 写 
W p by biYr, 


im0 
ne 


其 中 { 小 滤 波 器 它 的 由 式 (536) 定 义 的 平方 增益 函数 已 (")，{Y,} 是 具有 均值 uy 的 平稳 过 程 ， 它 
是 由 d 阶 向 后 差分 滤波 器 滤波 {XX } 形 成 的 设 B(*) 表 示 {5.} 的 传递 函数 (因此 | B,C) | * 


Li -d= 


E(W,,.}= > bE {Y.-1} 
i=9 
L;—d-1 
= py Dy bju = pB; (0), 
{=0 
所 以 当 py =0 Bt ECW, }=0. FDO) =4sin’ (x + 0)=0, 式 (536) 告 诉 我 们 8B;(0)==0 HAM 
L/2>d iid (0) 二 0， 在 这 种 情况 下 ,不管 py BSD, E(W,,.}=0. 余下 证 明 当 py #0 和 上 工 /2 一 
d 时 E{ 克 ;,} 头 0， 如 果 我 们 可 以 证 明 B; (0+0, RASH, BO >0 这 个 结论 成 立 ， 当 
ed 
B,(0)= A, (0) g0) = A, 0) 
128/512, L=2; 


其 中 我 们 用 到 事实 
g'™ (0) = fi 9(0) =1. 


这 就 建立 了 练习 的 结论 . 
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练习 [312] 答 案 ”假设 谱 密 度 函 数 估计 量 5,(*) 为 


eh =x, 0<İfI< 1/2. 


由 于 Eix }=7H var{x" 一 27， 有 


9S,(f) \ _ 
E{ | p B ES (N}=S(—N, 


S (f) ~ 2S:(f) 
var {B= 29， 即 ver{S(N) = SEL. 


对 于 任 一 有 着 均值 E{U} 的 随机 变量 U， 有 
var{U} = E{(U — E{U})?} = E{U’} — (E{U})’, 


所 以 E(U*}=var{U}+(E(U))*. A 
E(S?(f)} = var(S,(f)} + ELS 


2 
- -= +SP 


= s(p(7 +1). (537) 
对 于 周期 图 ， 有 7 一 2， 所 以 式 (537) 告 诉 我 们 
ELS AF} = 29(7). 
因此 我 们 近似 有 
E{A}= | ESP nF ds 


1 fi 
= 一 28 (Pdf 
2 J-1/2 


1/2 
=|" sicpas=A, 
(频率 f=0, 11/2 的 值 不 影响 积分 ); BA, 是 A; 的 一 个 近似 无 偏 估计 量 . 


练习 [313a] 答 案 由 于 
E(5%(4,)} = ElaXn } = am 


和 
var{vk (Tt;)} = var{aXn } = 2a’; 
有 
EDD _ Za 
ep az he 
var{vx(r,)} nN 


利用 ELDR Ce) VA var{v% (zt;)) 的 大 样本 近似 产生 
) 


_ 2vk(r,) _ Mv G, | 


h 2A,/M; A 
作为 补充 ， 也 注意 
_ Ek) o A 
ine h Myvx lr) 
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练习 [313b] 答 案 HQHHENL, AFIS pKl/DRNA 
P[Q,(p) <% <Q, — p) |= 1 一 22. 


由 于 通过 假设 vk (rn )V 世 (ar) 有 一 个 和 随机 变量 分 布 ， 有 


a : 
P| Q,(p) < MEE < Q1— p ]= 1-29. 


Yy 


方 括号 中 的 事件 发 生 当 且 仅 当 事件 


y(t) Cr) 


同时 发 生 ; 这 两 个 事件 等 价 于 


2 gy xr) qvk(r,) 2 
vír) S Q, Cp) 和 GU 


综合 这 两 个 事件 等 价 于 单个 事件 


和 : “2 
ny x(t) qv x Cr) 
ad—p) = ag) ee Q, p) ' 


这 样 就 给 出 了 练习 中 规定 的 置信 区 间 . 
练习 [314a] 答 案 ”对 S”(f) 分 布 的 大 样本 近似 告诉 我 们 E{S‘™(/,)}=S,(f,)=aC,(f,) 和 


var{ SP (AESC). EARUM), A 


Lamy — 13/2 


~ 2 
Elsk l)a = 
vx Tj M, > 


k=l 


fe a 
E(S® (f,)} 


Lemj — 19/2] 


Za Cth, 


= M, a 
再 利用 这 个 公式 ， 以 及 相互 独立 随机 变 基 的 和 的 方差 等 于 随机 变量 方差 的 和 的 事实 ， 我 们 有 
Lim; — 19/2] 


~ à z 
varika ai D GAD. 


使 用 练习 [313a] 的 结果 得 到 
_ 2¢E(vi (x) })? 
var{x (r;)} 


Li = 19/2] i 

g S oo) 

= 一 EYE 
ta- Cfa) 


从 它 可 以 得 到 要 求 的 结果 . 
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练习 [314bj 答 案 ”用 假设 ,我 们 能 写 S (NaC (NM, HH 
1 


lL = 
co=1 "ii 
0, 其 他 . 


ME, vk Cr, ) 是 有 着 均值 上 六 (tr) 和 大 样本 方差 24;/M, 的 渐 近 正 态 .其 中 由 式 (307a)， 
A,= [spar 


<I fI Š: 


t72 
~2| Paf 


1/2 


2 
= ijf = & 
2) df 2 
因此 可 以 得 varii Cr) œa? / (27) M;). BRG), A 


12 
vk (r) = [sar 
12 

~ | thi Pas 


V2 
= ?| adf = ays 


Liz! 1 


并 且 因此 E(vk (Cn )}=a/2， 从 练习 [313a]， 
_ REG)? _ 2/2) My 


a’ /(2"M,) 2 


var{x (r,)} 


如 果 M,/2; 二 1， 可 以 确定 一 个 较 好 的 近似 是 1， 因 为 用 于 形成 x(t) 的 和 总 由 至 少 一 个 有 着 零 
均值 的 正 态 分 布 随机 变量 组 .这 就 导致 了 练习 要 求 建 立 的 六 一 maxtA /2 1}. 
练习 [315] 答 案 定义 7=2Ns 和 


~ 1/2 ~ 
;=C| Sm PTA, 


其 中 C 有 待 确定 ， 由 Siw, D/S NSBR, RIA ES, CPP)}= SC 和 var{ Sw, (J) = 
28 (A /y 由 于 对 任 一 的 随机 变量 E{U* ) =variU} + (EUD, 我们 得 到 


E{A}=C| ECS NF af 


1/2 2 
= c| ,Sn (5 t+1)df 


所 以 我 们 通过 取 


得 到 一 个 无 偏 估计 量 ， 随 着 Na( 并 且 因 此 办 增长 至 无 穷 , RNA C-~1， 所 以 估计 量变 成 
A, = | Cunas, 


从 A, 的 定义 可 知 它 是 合理 的 ， 
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练习 [320a] 答 案 为 了 对 于 尺度 nm 获得 一 个 无 偏 极 大 重 释 离 散 小 波 变换 小 波 方差 估计 量 ， 
RilwAAM=N—-L,+12>1, RPL HZ —-1)(L—-1) +1. 对 于 N= 二 1026， 当 上 = 二 2，4，6 时 ， 
不 等 式 成 立 的 最 大 j PHA F=10, 8, 7. 

练习 [320b] 答 案 j 层 极 大 重合 小 波 变换 哈 尔 小 波 滤波 器 有 一 个 脉冲 响应 序列 {4,} 包 含 以 
F L= 个 非 零 值 : 


1 Wp SG. 
es Ae Se À 
ae a BAL A 
2 让! 个 z= A 


x tat 
=- 7m [OX as tay (0-1) — (Xi tas +a lt 27 — 1))] 
ged 


aoe 
= 2 


iro 


1 
(Xia — Xi-x-rt a, 2i) 


a) 


= Wist 7 


T; 


给 出 ， 所 以 
Elik ly) = ELW} 


ai 


= E( CW}? + aE (Wj, 


= ve (q) 4 ay 


(练习 [305] 第 一 个 结果 告诉 我 们 ECW), } 二 0)， 如 果 上 面 的 第 二 项 支配 第 一 项 ， 那 么 有 


vx Cr) 人 > 
因此 作为 logio (z; ) X PRR logio (vx Cr, )) 的 图 近似 为 有 单位 斜率 的 直线 . 我 们 应 该 也 有 vx (Ti) 过 
la, | /2， 从 图 318 上 部 得 到 关于 a, 的 一 个 粗略 估计 是 一 150 000/1000= — 150 毫 微 秒 ， 所 以 
我 们 应 该 有 wx Cr, 二 75 毫 微 秒 ; 事实 上 vx (1) +71. 38 毫 微 秒 ， 所 以 图 319 哈 尔 小 波 方差 的 现 


象 几 乎 可 以 完全 解释 为 根据 {X,} 的 近似 线性 漂移 . 
练习 [322] 答 案 ”就 像 对 练习 [320b] 的 解 ， 我 们 可 以 将 {7, (rm )} 的 7 层 极 大 重要 小 波 变换 


蛤 尔 小 波 系数 过 程 表示 为 


| = La, 所 以 logie(w(r )) — logio (2) + logu (| ai |) + logio Cr; )» 


271 


W= - Di » (ry) — Y,- ír) 


有 jae, te) (540) 
Tj 


= 本 [有 (ao) 一 了 -oo)]， 
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(BE Ua OMY, dY- (rc )} 有 零 均 值 也 意味 着 ECW). =O SHRUBARRN BIC 
是 因为 我 们 可 以 记 
Y(t) — Pn) [Yn) — Yn)] 
+ [Y-i Gr) — F,- 1 J + 
+ [$a nm) — De nr)] 
[CR iin Cr) — Ye Wad]. 
方 括号 里 面 的 每 一 项 都 有 零 均 值 )， 对 式 (540) 两 边 先 平方 再 取 期 望 就 得 到 要 求 的 结果 ， 因 为 


Lr, )=varl W, } =E(W?,). 


练习 [345] 答 案 因为 W,., 并 不 受 环 状 影响 ， 我 们 可 以 写 


W, _ DY wy oper 
具有 Wi 的 一 个 类 似 表达 (上 面 是 式 (96d) 去 掉 “modN”)， 式 (345a) 立 即 根据 练习 [7.2] 的 (d) 
部 分 得 到 ， 因 为 


COV{ Xz uina Kar way 1r } = Ski (Dr, 
. af . - 
4 j= 二 和 + ttr 时， 我 们 有 
Lydd) 


cov{W,., Wye } = 2 Y hjahjrsxart. 


我 们 可 以 把 右边 的 项 认为 是 对 称 L, XL 阶 和 矩阵 所 有 元 素 的 和 ， 它 的 第 (!， 忆 个 元 素 由 
Ay hye Sx denr 

给 出 ， 我 们 计算 这 个 和 通过 从 ?=0 到 Lj 一 1 逐 行 计算 ; 然而 ， 也 可 以 通过 逐次 计算 对 角 线 来 
计算 这 个 和 .考虑 第 m 个 这 样 的 对 角 线 ， 其 中 m= 二 0，1， 一 1，… 分 别 是 主 对 角 线 ， 第 一 个 上 
对 角 线 和 下 对 角 线 等 的 指标 .rm 个 对 角 线 的 元 素 满足 1 一 1 二 m， 因 此 由 .hymniisx.sr4m 给 出 ， 
其 中 当 mm 三 0 时 /= 二 0，…， 上 ,一 m 一 1， 通 过 对 这 L, 一 m 个 元 素 求 和 ， 再 回忆 所 讨论 的 矩阵 是 
对 称 阵 便 得 到 式 (345b). 

练习 [348a] 答 案 ”将 式 (267c) 中 给 出 的 sx.: 的 表达 式 (At 取 1， 所 以 fy =D A 


式 (345a) 中 产生 


L; =] Ly =} 


172 : 
, eS 5 ; i TERO. ， 
coviW,,, Wye } Eä | Sx (fe tt 1 一 2 村 
{=o ['=0 -2 
‘si Ll bowl 
一 | ( h evel 5 hy peP ) 
>， j- j. 
“WV? foo [=0 


x Sy (feted ov gf 
=-| H; (f) HF (ASK pE D df. 
由 于 covi W, Wye b= covit Wyr, Wue RITAR J AUER j 和 + 以 获得 要 求 的 结果 (这 
样 的 替换 允许 我 们 在 一 些 子 序列 的 表示 上 去 掉 一 些 负 号 )， 
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练习 [348b] 答 案 ”如 果 我 们 对 式 (348b) 右 边 作 变量 代 换 f=, BF 
cov Wj Wj,..r} = ‘on ele Hj (£ )Sx (£ jar’ 


- Hew mB E 


其 中 最 后 一 行 成 立时 因为 积分 是 以 2 为 周期 的 ， 如 果 我 们 把 区 间 [0，2 ] 划 分 成 TERE 
EA AUK Kia). 48 


cov{W;.,,, Wir} = Sf eee H, (£ )Sx (£ jar 


ket 


24-1 


= $B ms (EE 
= fen (Lp(a. 
其 中 我 们 作 变 量 代 换 =f RH BA er He", AA kr 是 一 个 整数 ， 如 果 我 们 能 够 
HE BA 
A(f) = Sn (GH tjs (EF) 
是 以 单位 为 周期 的 周期 函数 ， 那 么 就 得 到 要 求 的 结果 .为 了 说 明 它 是 正确 的 ， 注 意 


2-1 6 
an= D (Ltt) ss (LE) 


- F (Gs (Gan 


这 里 最 后 一 行 成 立 是 因为 ， ERE 


AAHH, COR Sx(*) 都 有 单位 周期 ， 
练习 [355] 答 案 ”用 通用 的 记号 ， 式 (302) 记 为 


J 
var{ X,} = var{ Vy.o} + Dw), 
其 中 六 ,是 极 大 重 得 小 波 变换 尺度 系数 ， 它 通过 V1.o/2 “二 Vo 与 离散 小 波 变换 尺度 系数 联系 起 来 ， 
得 到 var{Vjo}/ N= 二 var(Vjo}; 同样 ， 成 (ae ) 是 极 大 重 亚 小 波 变换 小 波 系数 {W,,} 的 方差， 它 通过 


W,,./2"" =W, oh cov ny 1 与 离散 小 波 变换 小 波 系数 {W,.,} 联 系 起 来 得 到 var{ Wj..)/2 =k (r;). 
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练习 [362a] 答 案 ”我 们 使 用 这 样 的 事实 ， 如 果 A,， 忆 和 CENE, A | | ABC | =| BCA | 
和 1481 一 14|1，1 呈 |， 因 此 


| [=| WTAy W |=| As WWT |=| Asin |=| An lel In |=] Aw l. 
因为 恒 等 矩阵 的 行列 式 是 1， 由 于 确定 对 角 和 矩阵 的 行列 式 是 由 对 角 线 元 素 相 乘 ， 并 且 由 于 对 角 
线 元 素 如 式 (355a) ， 那 么 
J I 
| As |= Cy [[CH., 因此 log(| Ay 1) = log(Cn1) + >) Nilog(Ci)， 
j=} 


j=] 


其 中 ， 如 通常 Nj =N/2’. 
练习 [362b] 答 案 ”首先 注意 
Ex = (WTA WY’ = WIAs CWT)! = WTA W, 
其 中 AN: 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 它 的 元 素 是 


人 Eg 
Ce Co’ o 2 oy G "Car Ga E Cr . 
—<< $e creo" n Na, m 
N N N 24 
gt 人 ~ 人 
因此 
XT EZX= XT WTAN WX = WTANW 
W /Ci 
W, /C, 
= [wi „WI ye ,WJ Vj] 
W,/C; 
V,/Cyas 


J 
_ WIV; WIW, 
g ora 2 C; 


= 


~ Hat Dy aC, (a) tn Me 


它 析 出 因子 1/e 就 得 到 要 求 的 结果 . 

练习 [365a] 答 案 ”由 于 小 波 滤波 器 中 的 做人 差分 运算 ， 小 波 系 数 Wi., 与 时 间 序 列 的 样本 
均值 无 关 ; 另 一 方面 ， 单 个 尺度 系数 Vj.,。 明 显 与 样本 均值 有 关 ， 因 为 ， 如 果 我 们 对 一 个 有 着 
样本 均值 了 的 时 间 序 列 X 进行 离散 小 波 变换 ,那么 Vi. 二 了 VN .通过 注意 时 间 序 列 一 pl 
有 一 个 样本 均值 一 w“， 因 此 ， 相 应 的 尺度 系数 采用 形式 Vi。= (X 一 Ar) VN， 这 样 就 可 以 立即 
从 练习 [362b] 的 结果 中 得 到 所 要 求 的 结果 . 

练习 [365b] 答 案 ”时间 序列 X 三 X 一 X1 有 一 个 零 样 本 均值 ， 因 此 ， 尽 管 久 和 XX 的 小 波 系 
数 是 相等 的 ， 但 是 尺度 系数 分 别 为 对 VN 和 和 替 . 4 Vi。 取 零 时 ， 式 (363b) 的 极 大 似 然 估 计 
2 地 (8) 减 小 至 式 (365) 中 的 极 大 似 然 估 计 ， 当 过 程 均值 未 知 时 反 转 而 导致 对 于 8 的 准确 的 减少 的 
对 数 似 然 性 . 
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练习 [371] 答 案 (改变 尺度 和 重新 定位 的 ) 对 数 似 然 函数 是 


T Cao? | Wh )=— 2log(L (8,0? | W's,)) — N’log(2n) 


Jo Nyd pe 
= (nel. 


j=l :=0 
回忆 C, =C, Ri 
Jo NI Ig 
Iso | Wind = ED) ares D Wie + Nlogo) + $, N; logt, (8). 
对 右边 关于 of 微 分 ， 令 得 到 的 表达 式 为 零 就 得 到 式 (371a) 中 的 5:(6)， 把 zs:(9) 代 人 上 式 且 减 
掉 N 就 得 到 式 (371c) 所 示 的 减少 的 似 然 末 数 . 


练习 [373] 答 案 MERGI), RMA X 一 T= 姜 ， 其 中 万 三 MyTW,。， 因 此 
WxX—TH2= | WW ji ?= Was i? 


内 为 WT 是 一 个 规范 正 交 变换 ， 
练习 [395] 答 案 规范 正 交 变换 的 保持 能 量 性 质 是 说 | o=] DI’. BA 
os= |f TsO l+ (Oy Imoli? 


I D—Du |?= iorO 一 OF IMO ||? 
li OT(1y — Ty OO? 


| (In — IwO |l’, 


我 们 就 得 到 要 求 的 
人 ZmO |i? 
loll? 


_ ol il Uy — Zm)0 |? 
j yor? — 


Cum- = 


_ | D—Dw Ii? 
(Di? ` 


=} 


练习 [404] 答 案 注意 到 
A® (O) =— Or (OF) — dsign{O, } lre o (OF). 


因此 就 得 到 要 求 的 
R Cani sO; 98) = i — 2024 lro. COR) + OF 1ro.a2 COP) + 8? Dea? .0 (OF ) 
= — gio COR) + oli lra? ce (OF) + OF Liota (OF) + 8? lia? a COF) 
= [OF — oi Jlro. (OF) + Lode + & Jir. (OP) 
= OF — of, — [OF — oF) tat (OF + Leds t+ 8? Spe? ,~ (OF) 
= OF — it (20%, O + 8) Arg? COP). 
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练习 [407] 答 案 ”我们 有 
E{(R, — a:0)’} = E{R?} — 2a,E({R,O;} 十 azE(O = far), 
它 是 关于 a 的 一 个 二 次 函数 (假定 E{O?} 隆 0)， 为 了 确定 这 个 函数 的 极 值 ， 我 们 对 上 式 关 于 a 
微分 ， 令 得 到 的 表达 式 等 于 零 ， 得 到 


of =~ 2E{R,O,} + 2a,E{O}} = 0 
1 


(由 于 二 次 导数 是 2E{COf)， 因 此 是 正 的 ， 如 果 ECO} 关 0， 极 值 实际 上 是 极 小 值 )， 上 式 等 价 
于 所 要 求 的 
E{R,O,} — a,E{O}} = E{(R, — a,0,)0,} = 0. 
练习 [441] 答 案 让 b" 表示 WW 的 行 向 量 ， 那么 在 n= 二 Ww 处 产生 系数 nn),; Men, 5b y. 
在 式 (262c) 中 让 人 M=b"， 利 用 前 边 练习 中 的 对 S, 进行 分 解 并 且 回 忆 b" =b, A A w EX E, 
那么 我 们 有 
var(n;,,) = 6'S,b = bY FrDFb = (FB!DFS, 


PE Fb Eb 的 规范 正 交 离 散 传 里 叶 变 换 ， 它 通过 大 5 LB Bi ，…，Bw-,] b tR 
叶 变 换 {B,}) 联 系 起 来 (比较 式 (46b) 和 (36g))， 因 此 

ioe e. ae By 
I pus i | Ai | 
varin; = M-P „Bi | . E m . 


LO 0 ated Sw 1j la] 


「 So Bo 
Sı B; 
= ALB: Bi ， Bes ] | : 
Lsu ı Bm 】 
1 M-1 
ae 2 
= MAS | 


注意 | B, |t=|H,(4)| =n ( 译 ) 得 到 式 (441b). 


练习 [464] 答 案 jk u=2 t — 2k, FA 
2t —m = u+ 2k- m, 270D te k = 2 lu 和 2 dt = du. (545) 


那么 
($m) Pia l= | pm tpi CH dz 
=f Dip t— m) 2 ASO t— k)dt 
= | plu + 2k — m)? p2 Tu) du 


= P a.mzer (U) Po Cudu = C om- Ce) + Pion Ce)? an Em Zh" 


为 了 证 明 推论 是 正确 的 ， HER. AF j' 三 j 一 1，m =k Mk =m, 
(Pm C9) 9B; 1a Ce)? — CB) Bim Oo)? = CPi im’ Co) Bestar Co)? = E mi—28' = Be 2m 9 


其 中 我 们 利用 了 第 一 部 分 . 
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练习 [466] 答 案 对 式 (466c) 两 边 进 行 傅 里 叶 变换 得 到 要 求 的 


Oi (N= PE J $,.0(t— 24)e Vw" de 
-也 Zi eTit af” | 网 (t— Dil year dt 


= G2 pf Bo DE de! 


= G fo (NN). 
练习 [468a] 答 案 ”首先 我 们 说 明 ， 任 何 非 零 的 整数 m 可 以 写成 m==2'[2j 十 1]， 对 于 一 些 
[三 0 和 JEZ， 注意 ， 为 了 验证 它 设 :二 0,， 我 们 得 到 m= 二 2j 十 1， 它 产生 所 有 的 奇数 ; 另 一 方 
面 ， 我 们 可 以 把 任意 偶数 m 看 作 一 些 奇 数 2j 十 1 和 一 些 2' 而 1 宇 1 的 乘积 .在 式 (465c) 中 置 
?一 /十 1， 我 们 得 到 


~ 0 224+) J] | 


ya J2 
21 十 1\ 了 TT G2 [2j +1 
= o(42') TT [2j+1)) 


2 “il V2 
乘积 中 的 人 一 /十 1 项 包含 G(j 十 方 ); 然而 ，G(* ) 是 周期 为 1 的 周期 函数 ， 因 此 从 式 (468a) 


#G(j+3-) =G( +)= 0， 所 以 Pim) = 二 0( 这 里 用 到 的 方法 是 基于 Daubechies, 1992, p. 
174-175). 


练习 [468b] 答 案 ”首先 注意 ， 式 (465a) 的 两 尺度 关系 推出 
$(t+k) = VE Br$(2t+ 2k— l), 


Ë m-on 


因此 


ADPU) =2>) Dd) gr grd(2e— DEt + 2k— l’). 


læ- =- 


两 边 对 上 进行 积分 ， 得 到 所 要 求 的 


k.o E > eer] $(2t— DAt + 2k — l')dt 


1 一 一 :cl = 一 > 


5 > Bee] pt — Delt 2k — ldt 


(= oof’ & — 


= Bi Bri2k, 
一 0 


| 
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练习 [474a] 答 案 


f dom (Pon (ede 


= cs p(t— m)P(t— n)dt 


= ?| | > pam || 5 Erpat orn a 


1 一 一 了 四 一 ap 


2 


Dy A k gf $(21— 2m— 1) $(2t— 2n— l')di 


i= cof = m 


I 
bo 


© $(t— 2m— D$t— 2n— de 


Loewe 

= Rein Ein 置 n =n—m 
{=w 

= 1)" Fist Fiw 
[maa 


-1/2 


DD Frisa giwt D DB Fine 


{=v f=--(L/2)41 


DD oe 


= >) 《一 jy E in- E -i-r a bj (— 1): E i-r E Hi- 
t= L/2 {=L/2 
= 0, 


其 中 最 后 一 行 是 由 于 对 于 所 有 的 Mn BAALE, CD =y, 
男 一 个 可 以 替代 的 证 明 是 注意 通过 引用 练习 [77] 的 结果 


> h, Ziti 2m-2n = > hog -| 十 24 一 2m 
mm 一 CO 


1 一 一 oo 


= x hgrrzo-m) = 0. 
[= -coo 


练习 [474bj 答 案 我们 有 


i Pom OD on CO dt = F 如 (一 m)plt— n)dt 
af [2 | > hy$(2t— 2n— a 
= | [= 一 co [= =o 


25 D Mihe” $2e—2m—D$C2e— 2n— dr 


I= —20f' = o0 


I 
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Il 


(=—vof' + —u 


li 


f——at 


> (— 1 atten 


{=—o 


I 


Sn 1 BI-1-2n 


1 一 一 cx 


— 5i BiBi- im- = 


[=—on 


>. 2 hike | $(t— 2m— 1)$(t— 2n— ldt 


5 hı h l | 2m—2n 


-2n 一 A 
g i-i E 1-i-2m'ĉŻn 


CD 
bY 8-1 & i-t-2m+2n 
i= 


t2m 


f, + 


FAI Ay A fir A fat BE UE BA gs) 与 它 的 非 零 偶 平 移 是 正 交 的 (参见 练习 [76bj)， 


练习 [476] 答 案 ”由 于 有 ,三 (一 1)' gy ( 式 (472))， 我 们 有 ( 令 m 三 1 一 /一 L) 


Äl f) = hiet 一 


{——® 


I} 


ji 


I 


=> 


= 


0 
5 C= 1 Fire a 
1= 一 人 一 1) 
0 
> (一 ] ) 1 一 一 一 E ein 人 一 由 一 人 
m 
m=—(L= 1) 
0 
一 g0- >. (— 1)-"t E erfm 
m 
办 二 一 (1 一 1》 
0 
_ eti) bs (= 1 ) ~ eu Fa el™/m 
m™—(L-—1) 
0 
—i2nf (1—1.) > Em e?" ( 广告 Ja 
再 二 一 (也 一] ) 


-7e 
0 


— e aftI-L) ( > Em e?r ( 六 到 )m ) 


m=—{1.—1} 


eG (f/ 一 去 ) 


euid (Z = f) 


(我 们 利用 了 当 工 是 偶数 时 (一 1) = 1 这 一 事实 )， 


练习 [479] 答 案 ”我们 有 


£ 


4 
ane Ea 


hna Opio = | Ce— Lm— 2) JZ 


il 


k sa- im- 24] s Fe- |a 


1 三 一 om 


元 | gt 一 [m— 2k D$ — Ddt 


(=~ 


$. hiin- = Rh m- 
{= 


附录 


KAATER 


如 像 练 习 [464] 中 ， 让 u=2 一 24， 因 此 式 (545) 成 立 . 那么 ， 就 得 到 要 求 的 
Bron Dogri od | Pim (Oy ra de 
on | 2-8(2 it — m2 yl2 P t kydt 
| Plu + 2k — m)?” 2 u)du 
z | hona 0 du 


= (haalea l = he m: 
练习 [481] 答 案 我 们 有 
wa = (5109) foaled? 
= (r+) ~ di (+) boa Co)? 
= (lo) prale)>) — (di Co) healed 


I 


Caled Bee)? — D>) tern Prem OO) Bra Co) 


= (x60) Pealo))s 
由 于 
Gre) [| dime) 对 于 jl EZ 因 此 /过 小 
类 似 地 ， 
wea = Csi Ce) ,ore)) 
= (ro) ~ dil) spea (e)? 
= qale) spa Cd) — (di CDa le) 
= (alerga le) — DS) wim Pim CD ee)) 
= (rl )egeal))s 
由 于 


yale) | Pim le) XF jkelsm E ZAE j £L 
对 于 一 般 的 情形 注意 eC =s a 0) +da Oed a. Ak. 
Uj, = (5.109) Bae)? 
rol 


CORDAGE AOE 


t=1 


a) . 
Cru? = Dy dC) Ba)? 
Irl 


了 上 


— (rl) ele) 一 > Wim Pim ) pe 


taim- 


Cro) Pele), 


这 里 我 们 又 一 次 用 到 了 
Pale) | Pim Co) 对 于 j,k.lm EE ZELIS j. 


对 于 rw 一般 情 况 类 似 地 得 到 . 
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练习 [482] 答 案 ”从 多 分 辨 分 析 的 定义 我们 有 对 任意 的 i}， 有 Vi;!CV,， 它 意味 着 


(J V, = (J Vi. 
~ me hy 


男 一 方面 ， FLV,.=V, Pw, 意味 着 
V; UV U V= V; ULV, O W,] U [V;-: 四 下 
= V; ULV; OW, ULV, OW, OW,-..]. 
由 直 和 的 定义 ， 对 于 任意 的 集合 AMB, 我们 有 ACA 人 名 B， 转 而 它 又 暗含 了 AULADBI= 
A@B. (Ast 
V, UV,: UV, = V, BW; QW. 
因此 我 们 可 以 证 明 所 要 求 的 


P(R) 一 【jV 


IEZ 
= V; U Vi U V- U … 
=x V, OW W Wn. 
练习 [484] 答 案 ”我 们 希望 证 明 ， 对 于 m=0, e, m P” O= RRA. HF mm 一 0，…， 
n， 万 "(0) 一 0， 我 们 使 用 归纳 法 ， 由 于 uC N=o(L)H(L)AZ, 那么 结果 对 于 w=0 和 1 时 
成 立 的 ， 因 此 w(0)=0 意味 着 H(O)=0. (O10) = 1). 我们 仅 需 要 证 明 VCO HEM HY? CO)= 
0， 假 设 结果 对 于 nl 成 立 ， 现 在 假定 对 于 mx 二 0，…，n，W"(0) 二 0。 从 对 乘积 微分 的 莱 布 
JE X (Leibniz) E H 4 
a n PA 
yf) ic Ta | (4)am (£); 


m=O |m 
但 是 ， 如 果 对 于 m=0, res Wy yi’ (0) =0, 那么 对 于 1 二 0，，…， 九 一 下 ， vi’ (0) =0, 由 于 
我 们 假设 结果 对 于 ) 一 1 成 立 ， 我 们 对 于 m=0, #1, n—1, H (0)=0; MMi. HW M JE g 
公式 


n 
wi’ (0) eM 
il 


mod m 


o'"” (0)H'” (0) 十 coo | 


因此 wv’ (0) =0=6(0)H™ (0). AF B(0) 二 1， RNA H” (0)=0, EMM F m=0. w, 
n—1,H (0) =0 —# RRM F m=0, =, n, H™(0)=0, BiB. 
练习 [485] 答 案 RMAs CG). ERR gee OOO), RH g) Ble 
自 相 关 ( 见 式 (25b) 和 (25c)). Ae 是 实 值 的 ，{8# x8,} 必 须 也 是 实 值 的 ， 因 此 我 们 有 
Bei (E tg)” 


(J, Boreas) 


2 — 7 _ 
=| Ge df = g *g-i» 
~-1/2 
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因此 {g wg,} 是 一 个 偶 序 列 ， 所 以 


GN = D>) Fuge =g rgo +2) Fuhcos(2nfl), 

I— th) le] 
关系 cos(2n fl) = 2cos(2n fll —1 })cos(2xf)—cos(2nf_l -2) 7 MRA, FEE RAK AL 
为 cos(2n fF —-TRHEAA. BA. AW 


— + r 
GN = cos (xf) (N= (SRRY op, 


我 们 可 以 断定 @( 亡 必定 还 是 一 个 关于 cosa PHEA. 
练习 [488] 答 案 首先 注意 ， 由 于 zx 一 ez ， 由 此 得 出 z =z !, 因为 | zi?=zz' =l, 
因此 


[2)] = | (=z) = [leta = (ri), 
其 中 中 间 的 等 号 成 立 ， 因 为 ,为 了 使 Q(z) 是 一 个 实 值 滤波 器 z BR, He 必须 要 么 实 值 (在 
这 种 情况 下 xr 二 z,) 或 者 成 对 出 现 ， 彼 此 之 间 互 为 复 共 思 . 

练习 [490] 答 案 EFC), Riss 


G(z) = 1 一 v3 Lo 3 +[1+ 26, ]z: +[2+6,]ze+1); 
4/2 


然而 ， 比 较 上 式 和 式 (490b)， 发 现 多 项 式 的 系数 现在 颠倒 了 了 ， 由 此 得 出 上 式 导 致 一 个 D(4) 尺 
HE DE UR BE AY it HE UE aE. 
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